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AVERTISSEMENT. 



Les precedes , souvent fort ingenieux, par lesquels les Tailleurs de pierre 
et les Gharpentiers construisent leurs epures, etaient connus depuis long- 
temps, il est vrai ; mais ils ne presentaient ordiiiairement que des methodes 
isolees, particulieres a chaque probleme, et que le genie des artistes avait du 
inventer a mesure qu'ils hasardaient de nouvelles combinaisons de voutes. 
G'est vers la fin du siede dernier que le celebre Monge a rattache ces pro* 
ced^ divers a un corps de doctrine, dont il a expose les principes generaux 
sous le nom de G^omitrie descriptwe, et par la, il en a fait une science ^ga- 
lement propre a representer les corps avec exactitude, et a fournir des moyens 
de recherche pour les proprietes generales de Tetendue consideree d'une 
maniere abstraite. L'ouvrage que cet illustre Geometre a ecrit sur cette ma-- 
tiere, est sans doute un modele de clarte ; mais il laisse des lacunes dans plu- 
sieurs theories importantes, et n'oflre pas des exemples assez nombreux et 
assez varies pour que le lecteur puisse acqu^rir Thabitude des methodes de 
projection. En outre, il est bien essentiel ici que les epures soient tou jours 
tracees d'apres un mode de ponctuation soumis k des regies constantes, afin 
de manifester sans ambiguite, et par une sorte de langage sensible aux yeux 
du spectateur, la position respective des diverses parties de I'objet defini. 

C'est dans ce double but qu*a ete ecrit cet ouvrage, ou j'ai suivi I'ordre 
adopte pour le programme de TEcole Poly technique ; du moins, autant que 
le permettent les differences qui se trouvent necessairement entre un Traite 
ecrit et un Gours oral, oil la distribution des matieres doit ^tre subordonn^ 
au temps dont les eleves ont besoin pour executer, dans Tintervalle des le* 
90ns, les travaux graphiques qui s'y rapportent. Toutefois, en multipliant 
les exemples relatifs aux problemes des plans tangents et des intersections de 
surfaces, ce qui permettra aux eleves de varier entre eux les donnees d'une 
meme question, je n'ai pas cru devoir me renfermer dans les limites de ce 
programme, que la courte duree des etudes a I'Ecole Polyi:echnique a force 
de restreindre beaucoup ; mais j'ai eu le dessein d'offrir aux Ingenieurs et anx 

Giom^tfie Leroy. ^ 
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personnes qui, par etat ou par gout, voudront approfondir cette science sus- 
ceptible de tant d'applications diverses, les moyens d'etudier toutes les res- 
sources de la Geometrie descriptive. En consequence, je me suis etendu sur 
les surfaces developpables et les enveloppes, sur les helicoides developpables 
ou gauches, sur la courbure et les d^veloppees des courbes gauches, sur la 
courbu re des surfaces etsurleurs lignes de courbure dont j'aietablila theorie 
par des considerations synthetiques, en les accompagnant d'exemples divers. 
Quant aux surfaces gauches, si importantes par leur emploi fr^uent dans 
les arts, une longue experience m'a convaincu qu'il valait mieux ne citer d'a- 
bord que quelques cas fort simples de ces surfaces, pour empechpr les eleves 
de les confondre avec celles qui sont developpables; puis, dans un livre 
separe, reunir toutes les parties de la theorie complete de cette classe de sur- 
faces, que j'ai eu soin d'appuyer encore par de nombreux exemples ou je 
realise les constructions indiquees dans Texposition generale. D'ailleurs, cet 
ordre s'accorde bien avec la marche du cours a TEcole Polytechnique, oil 
les propri^tes generales des surfaces gauches ne sont presentees qu'a une 
epoque qui les rapproche de leurs applications a la Stereotomie, et en fait 
mieux ressortir toute Fimportance. Enfin, j'ai reuni, dans des ^ffditions, 
quelques theoremes utiles pour les Ombres et la Perspective, la Methode des 
Plans cotis qui sert pour les dessins de la Fortification, et la Theorie des 
Engrenages cylindriques et coniques. 

Dans cette edition, oil se trouvent deux nouvelles planches, j'ai re- 
touche la redaction, pour la rendre plus claire et plus methodique sur plu- 
sieurs points ; entre autres, sur le principe des engrenages qui avait besoin 
d'etre etabli avec plus de precision. Quant a Touvrage que j avais annonce 
sar les Ombres, la Perspective, la Coupe des pierres et la Charpente, il est 
entierement publie, et presente ainsi la reunion des principales applications 
de la Geometrie descriptive. 
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CHAPITRE PREMIER. 

NOTIONS PR^LIMINAIRC3. 

1 . A chaque pas que Ton fait dans les sciences ou dans les arts, on ^prouve le 
besoin de transmettre aux autres hommes la connaissance exacte des formes qu'af- 
fectent les corps, soit pour manifester les rapports geometriques que I'on y a d^cou- 
verts, soit pour guider Tartiste charge de reproduire ces objets dans des dimen- 
sions assignees d'avance. Or, de tous les moyens, le plus efficace et quelquefois le 
seul capable d'atteindre completement ce but, c'est la description graphique des 
corps; et tel est aussi le premier objet de la Geometric descriptive, dont les 
methodes generales deviendront ensuite, par leur fecondite, des moyens de recher- 
che propres a d^couvrir de nouvelles proprietes de Fetendue, et fourniront d'ail- 
leurs les procedes necessaires pour r^soudre les divers problemes de perspective, 
de stereotomie, de fortification, etc. 

2. Mais ici se presentent deux genres de difficultes. En premier lieu, les corps 
offrent toujourstrois dimensions non comprises dans un mSme plan; ce qui semble 
devoir entrainer des operations graphiques a effectuer dans Tespace, chose fort 
incommode, sinon impraticable. Par consequent, il faut trouver des methodes qui 
permettent de rapporter tous les points de Tespace a un seul et meme plan, ou 
du moins qui ramenent toutes les operations graphiques k s'executer dans ce plan 
unique. 

3. En second lieu, ces methodes devant servir, non a etablir des theories pure- 
ment speculatives, mais bien a efTeqtuer des operations reelles, il faut qu'elles 
offrent une precision complete dans la maniere d'exprimer les donneesetlesresul- 
tats graphiques de chaque question; et c'est en cela surtout qu'elles differeront 
essentiellement^des procedes employes dans la geometrie ordinaire, du moins quand 
on considere les trois dimensions de I'espace. La, en effet, les figures n'etant des- 
tinees qu'a guider Tesprit dans la suite des raisonnements necessaires pour d^mon- 
trer la verite d'un theoreme, ne sont tracees que d'une maniere vague, ou d*aprfes 
cerlaines conventions tacites qui renferment toujours beaucoup d'arbitraire. Pour 

G^mitrie Leroj. I 
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8* en conTaincre, il sufltira de se rappeler comment on resout le problfeme de la 
plus courte distance de deux droites non situ^es dans le meme plan; ou bien encore 
celui oil il s'agit de trouver le centre et le rayon d'une sphfere qui doit passer par 
quatre points donnes. On verra aisemeqt que* 4^ns ces questions, la geometric 
ordinaire indique bien la serie d'op6ratiohs qu'il faudrait executor pour'arriver k 
la solution duprobleme; mais elle ne donne pas les moyens d'effectuer reellement 
ces constructions, et d'obtenir un resultat determine pour la grandeur et la posi- 
tion de la plus courte distance, non plus que pour la longueur du rayon et la po- 
sition du centre de la sphere {voyez n°* 50 et 500). II est done indispensable 
d'adopter, en Geometric descriptive, un mode de construction qui ne laisse rien 
d'arbitraire dans la representation des donnees et des resultats, et qui permette aussi 
d'efTectuer toutes les operations graphiques sur un seul et meme plan : or ces deux 
avantages nous seront fournis par la Methode d^ projections dont nous aliens expo- 
ser les principes. 

4. [Fig. i). Si d'un point a situ6 dans Tespace, on abaisse sur un plan fixe VXY 
une perpendiculaire a A, le pied A de cette drpite est dit la projection, du point a sur 
le plan en question. De meme, en abaissantdes perpencliculaires de tousles points 
<}e la droite aie/,..., la suite des points A, B, D,..., forme ce qu'on appelle la pror 
jection de la droite ahd sur le plan fixe ; et cette projection est necessairement rec- 
tiligne, puisque toutes ces perpendiculaires etant 6vi4emment contenues dans le 
plan mene par Tune d*entre elles a A et par la droite ad^ c*est Tintersection An plan 
projetant kad avec leplan de projection VXY, qui fournit la projection ABD. 

Gen^ralement, la projection d'une courbe quelconque mnp est la suite des pieds 
des perpendiculaires mM, /iN, />P, . . ., abaissees de ces divers points sur le plan fixe, 
et cette projection MNP... est unejigne dont la courbure differe oydinairement de 
celle de la courbe donnee dans I'espace. D'ailleurs, I'ensemble de ces perpendicu- 
laires compose une surface cylindrique dans le sens general de ce mot, e\ on la 
nomme le cyUndre projetant de la course mnp. 

5. Cela pos6, je dis qu'un point, une droite, ou une courbe, sent completemei^t 
4etermines de position, quand on assigne leurs projections sur deux plans fixes dont 
la situation est connue, et qui ne sont pas paralleles. Soient, en effet, VXV et XYZ 
deux plans de ce genre, A et A' les projections donnees d'un certain point dans I'es- 
pace. Si par le point A vous elevez une perpendiculaire indefinie Aa au plan VXY, 
cette droite passera necessairement par le point demande : ce point devra aussi se 

I trouver sur la droite A'a elevee perpendiculairement au plan XYZ; done il ne 
pourra occuper dans I'espace qu'ane position unique, determinee par Vintersection 
4e ces deux perpendiculaires. A la verite, si les deux droites Aa et A'a ne se ren- 
pontraien^ pas, il n'existerait aucun point de Tespace qui cut pour projection A 
et A'; mais cela prouve seulement que les deux projections d'un point ne doivent 
pas etre prises d'une maniere tout a fait arbitraire, et qu'il y a entre elles une 
dependance que nous expliquerons bientot (n** 10). 

6. [Fig. i). Soient maintenant AD et A'D' les projections d'une droite inconnue, 
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sur les deuix plans fixes VXY et XYZ. ifen iniaginant par la premifere un plan inde- 
(iniBAa perpendiculaire a VXY, ceplan renfermera evidemment la droite deman- 
dee; elle sera aussi dans le plan D' A'a mene par D'A', perpendiculairement k XYZ; 
done la ligne inconnue se trouvera necessairement a rintersection de ces deux 
plans, qui est une diroite unique et ddterminee. II n'y aurait d'exception que dans 
le cas oil les deux plans projetants DAa et D'A'a se confondraient en un seul, ce 
qui supposerait que la droite dans Tespace, ainsi que ses deux projections, se trou- 
veraientprecisenient^tf/penfi&cw/atre^ a rintersection XY des deux plans fixes : alors 
cleux projections de ce genre ne suffiraient plus pour definir la droite en question, 
et \\ faudrait deniander une troisieme projection faite sur un autre plan fixe, non 
parallMe a I'intersection des deux premiers, 

7. Enfin, si Ton dohne les projections MNP et M'N'P' d'une courbe inconnue, 
on imaginera par la premifere un cylindre perpendiculaire au plan VXY, et par la 
seconde un autre cylindre perpendiculaire au plan XYZ; la courbe demandee 
devra evidemment se trouver sitiiee sur chacune de ses surfaces, et, par consequent, 
sa position et sa forme seront determinees par leur intersection m/ip, qui pourra 
bieh etre line courbe gauche ou courbe a double courbure (*), c'est-a-dire telle, que 
ioiis ses points ne soient pas compris dans un meme plan. 

Ce sera done dorenavant par ses deux projections que nous definirons graphique- 
fnent uh point ou une ligne ; et quand nous dirons que tel point ou telle ligne est 
donrie, ilfaudra entendre que ce sontles projections qui sont cbnnues. Quant aux 
surfaces, nous verroris plus loin (n® 95) comment il faut modifier Temploi des 
projections pour les repr6senter commodement. 

8{. iOans tout ce qui pr6cfede, nous avons supp6s6 qiie les projections s'execu- 
talent au moyen de droites abaissees perpendiculairement sur le plan fixe. Quel- 
quefois, it est vrai, on emploie des droites obliques au plan, quoique toujours paral- 
Ifeles i une direction donnee, et les consequences que nous avons etablies dans les 
ni^' 5, 6 et 7 subsistent egalement; mais il faut de graves motifs pour faire adopter 
ce genre de projections, parce qu'en general il est moins simple et offre moins 
^exactitude dans les resultats graphiques, attendu que des droites qui se coupent 
ot)liquement, laissent plus d'incertitude sur la position precise de leur point de 
rencontre. Ainsi, k moins que nous n'avertissions expressement du contraire, Tes 
projections seront loujoiirs orthogonales. 

Par des motifs semblables, on choisit ordinairement les plans de projection VXY, 



{*) C^te d^nominatiQii ne vient pas, comme on Ta dit faussement, de ce qu*une tellq courbe participe 
i^la courbure des deux surfaces dont elle est rintersection; car, d'abord, une surface n'admet pas une cour- 
bure unique; et ensuite une mSme courbe pent 6tre rintersection d'une infinite de surfaces tr6s-difT^rentes. 
Mai$ cette expression veut dire qu*une courbe qui n'est point plane, pr^sente deux sortes de courbures, 
Vixm pdr rapport k sa tangente, Tautre par rapport k son plan oscuiateur, comme nous rexpliquerons plus 
loin (n** 654). La premiere est proprement la seule et veritable courbure de la courbe; la seconde est, une 
esp^ce de torsion ou de cambrure: c*estpourquoi la denomination de courbe gauche o\x courbe cambree eeiBit 
k lit fois ^lus exacte et plus simple. 
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XYZ, perpendiculaires entre eux; et pour se les representer plus aisement, on sup- 
pose que le premier est horizontal et I'autre vertical. Leur intersectioi>XY, qui est 
une ligne importante k remarquer, se nomme la ligne de terre. 

9. Voilk done une methode suffisante pour exprimer graphiqueroent les donnees 
d'un probleme sans aucune indetermination; il reste a la modifier de maniere que 
les constructions puissent toutes s'executer sur un plan unique. Pour atteindre ce 
but, on imagine, apres avoir projete les points et les lignes dont il est question sur 
les plans rectangulaires VXY et XYZ, que ce dernier a tourne autour de la ligne de 
terre XY pour se rabattre sur le plan horizontal, et ne former avec lui qu'un seul et 
meme plan VZ'; et c' est sur ce dernier que Ton trace effectivement toutes les con- 
structions que Ton aurait du faire sur les deux plans primitifs. Neanmoins, il ne 
faut pas perdre de vue que ce rabattement n'est admis que comme moyen d'execu- 
tion : et toutes les fois qu'on veut se rendre compte d'une operation par des consi- 
derations geometriques, on doit, par la pensee, relever le plan vertical, et se le 
figurer toajours dans une situation perpendiculaire au plan horizontal. 

10. [Fig. I.) Apres le rabattement des plans fixes, il existe entre les deux pro- 
jections d'un meme point de I'espace une dependance tres-importante a observer. 
En effet, les deux droites ka et A'a, qui projettent le point a en A ot en A', sont 
perpendiculaires, Tune au plan horizontal, I'autre au plan vertical : ainsi le plan 
AaA', mene par ces deux droites, se trouvera perpendiculaire aux deux plans de 
projection, et, par suite, a leur intersection XY; done Ic plan kak! coupera ceux-ci 
suivant des droites AF, A'F, perpendiculaires 'sur XY, et aboutissant au meme 
point F de cette ligne de terre. Gela pose, quand le plan vertical XYZ tourne autour 
de XY, il entraine avec lui la droite A'F qui, pendant ce mouvement, demeure 
perpendiculaire a la charnifere XY; par consequent, apres le rabattement du plan 
vertical, la droite FA' prendra une position FA" qui sera evidemment le prolonge- 
ment de FA. Ainsi les deux projections A et A" d'un mime point de Fespace doivent 
toujours se trower sur une mime droite perpendiculaire a la ligne de terre XY, lorsque 
les plans de projection sontrabattus Tun sur I'autre: de sorte que, si Ton prend a 
volonte une de ces projections, A par exemple, il faudra mener la droite indefinie 
AF perpendiculaire k XY, et placer quelque part sur le prolongement de AF, la 
deuxieme projection k!'. 

11. Quant k la droite ad^ si Ton rabat semblablement le point D' en D% la pro- 
jection verticale A'D' deviendra en rabattement A"D" ; mais celle-ci n'aura, avec la 
projection horizontale AD, aucune dependance necessaire, de sorte que Ton pent 
tracer arbitrairement les lignes AD et A"D'' pour representer les deux projections 
i'unememe droite dans I'espace. II faut toutefois excepter le seul cas oil AD serait 

perpendiculaire a la ligne de terre XY : alors la projection verticale devrait aussi 
etre le prolongement de AD; mais nous avons dejk dit (n^ 6) que, dans ce cas tout 
particulier, deux projections de ce genre laisseraient la droite indeterminee de 
position. 

12. Doreoavant nous placerons }es plaas de projectioq rabattus, de maniere que 
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la ligne de terre XY ait la position indiqu6e [Jig. 2); et comme alors la partie VXY 
de la feuille de dessin representera en meme temps la portion anteneure du. plan 
horizontal et la portion in/erieure du plan vertical qui est venue se confondre avec 
la premiere, tandis que la partie XYZ comprendra la portion supdrieure du plan 
vertical et la portion posterieure du plan horizontal, it ue suffira pas, pour determi- 
ner graphiquement un point de Tespace, de donner indistinctement ses deux pro- 
jections A et A'. II faudra encore enoncer si le point A est la projection horizontale, 
ou bien s'il est la projection yerticale; car Tune et Tautre de ces hypotheses peuvent 
etre admises, et elles produiraient une tres-grande difference quant a la position 
reelle du point dans Tespace. Afin done de rappeler aux yeux le plan auquel est 
relative chacune des projections, nous conviendrons de noter ordinairement, par 
des lettres sans accent, les projections horizontales des points ou des droites^et par 
des lettres accentuees les projections verticales. Ainsi le point (A, A') {^g. 2) desi- 
gnera le point de Tespace qui est projete horizontalement en A et verticalement 
en A' : le point (B, B') designera celui qui a pour projection horizontale B et pour 
projection verticale B', et il en sera de meme du point (C, G) ou du point (D, D'); 
mais le lecteur fera bien d'exercer son imagination k se representer les positions 
diverses de ces points-la, au-dessus et au-dessous, en avant ou en arriere du plan 
de projection, afin de pouvoir dorenavant reconnaitre avec facilite dans lequel des 
quatre angles diedres, formes par ces deux plans, se trouve situe un point defini 
par ses projections. 

^ 13. {Fig. 3.) Les memes conventions devront etre appliquees aux lignes; ainsi 
ladroite (AB, A'B') sera celle qui a pour projection horizontale AB, et pour pro- 
jection verticale A'B'. Mais comme d'ailleurs une droite est determinee de position 
par la connaissance de deux deses points, nous allons donner le moyen general de 
trouver les traces cTune droite, c'est-a-dire les points ou elle va rencontrer les deux 
plans de projection. 

La trace verticale de la droite ( AB, A'B') ^tant un point commun au plan vertical 
et a la droite, elle doit ^tre projetee horizontalement sur la ligne de terre XY, et 
aussi sur la ligne AB indefiniment prolongee; done cette trace a pour projection 
horizontale le point C, et consequemment elle sera placee quelque part sur la ver- 
ticale GC. Mais cette mdme trace doit etre evidemment situee sur la projection ver- 
ticale A'B' indefinie; done elle est au point C De Ik resulte cette regie generate 
dont il fautse rendre T application tres-familiere : Prolongez la projection horizontale 
de la droite jusqu a la ligne de terre, et a ce point dlevez une verticale indefinie qui, par 
sa rencontre avec la projection verticale^ donnera la trace verticale de la droite proposee. 

La trace horizontale de la mSme droite etant un point situe a la fois dans le plan 
horizontal et sur la ligne proposee, se trouvera projetee verticalement sur la ligne 
de terre XY et sur A'B' indefinie; done cette trace aura pour projection verticale 
le point D', et consequemment elle sera placee quelque part sur la perpendicu- 
laire D'D k la ligne de terre. Mais d'ailleurs cette trace doit necessairement se 
trouver sur la projection horizontale AB indefinie; done elle est au point D. Ainsit 
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en general, prohngez la projection verticale de la droite jusqua la ligne de terre; et, 
a cepointy elevez surcette derniere ligne une perpendiculaire indefinie qui, par sa ren^ 
contre avec la projection horizontaky determinera la trace horizontale de la droite en 
question. 

14, Recippoquement, si Ton donnait les deux traces D et C d'une droite, il 
serait facile d'en conclure les projections; car, comme le point C'appartient a la 
•droite meme, la perpendiculaire CC abaissee sur la ligne de terre donnera un 
point C de la projection horizontale, et celle-ci sera evidemment DC. De meme, le 
point D qui appartient a la droite, etant projete verticalenient sur la ligne de terre, 
donnera un. point D' de la projection verticale qui sera D'C 

On fera bien de s'exercer a resoudre ces deux questions reciproques Tune de 
I'autre, sur des droites diversement situees; telles que sont, dans la^^. 3, la ligne 
(EF, ET'), dont la trace horizontale est en F et la trace verticale en G'; et la ligne 
(HK, H'K^), dont K' est la trace verticale et L la trace horizontale. 

15. En terminant ces notions pr^liminaires, nous etablirons qoelques rbgles 
essentielles ^ observer dans le trac^ de toutes les epures. Ces dessins, en effet, 
devant servir k repr^senter exactement la forme des objets, il faut que les divers 
modes de ponctnation qu'on y emploiera ofTrent une sorte de langage intelligrble 
aux yeux; c'est-a-dire qu'ils manifestent clairement la situation relative des diffei- 
rentes parties, distinguent celles qui sont cachees de celles qui sont visibles potir 
robservateur, et fassent discerner les resultats d'un probleme d'avec les Kgnes qui 
n'ont servi q«e de moyens auxiliaires pour y arriver ; c'est pourqnoi ri6ns adopte- 
rons oonstamment les regies suivantes : 

1^ Les lighes princ^ales, c'est-a-dire celles qui representeht les donndes 6u les 
risultats d'un probleme, seront matqu6es /?ar un trait plein et continu, lorsqu'elles 
seront visibles; mais si ces lignes principales sont invisibles , elles s^voni ponctuiesy 
c'est-k-dire trac^es en points ronds. On voit des exemples de ces deux modes de 
ti»ace dans les l^nes ABCD et EFGH de la/g-. 3 bis. 

2° Les lignes auxiliaires, c'est-a-dire toutes celles qui ne rentreront pas dans 
laclasse pricedente, et qui ne seront employees que comme desmoyens d'arriver 
a la solution du probleme, seront pointillees ou compos6es de petits traits inter- 
rompus; telle est la figne P dans l^jig- 3 bis. Quant a ces lignes auxiliaires, il n'y 
aura jamais lieu de distinguer si elles sont visibles ou non, parce qu'elles sont 
censees h'exister que dans Timaginafiori du g^ometre qui les congoit pour parve- 
nii^ ail resultat demand^. 

3** Lorsque, parmi ces lignes auxiliaires, it s*eri trouvera quelqu'une qui offrira 
pfiis df*importance, et sur laquelle on voudra appeler Tattention d*une maniere par- 
ticuliere, on pourra la ref)resenter par une ligne mixte, composee de petits traits 
separes par un ou deux points ronds, comme dans les droiles M et N de la^^. 3 bfis. 
Cependant on doit se garder de trop multiplier ce mode de ponctuation, et con- 
sutler sur ceta le toil gout el des modetes bien cboisis; d'aillfeurs il he faut jamais 
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employer ces lignes mixtes pour les droites qui reunissent simplement les deux 
projections d'un meme point. 

16. Ij reste maintenant a expliquer comment, parmi les lignes principales de 
chaque question, on discernera celles qui sont visibles et que Ton doit marquer 
en trait plein, d'avec celles qui sont invisibles et que Ton doit ponctuer. Des rfegle^ 
complfetes sur ce sujet ne pourront etre donnees qu'apres avoir parle des surfaces 
courbes etdeleurs plans tangents; mais comme dans les premiers problemes qui 
vont nous occuper il ne se rencontrera que des droites et des plans, 11 nous suflfira 
pour rinstant de poser les conventions suivantes : 

On admet toujours que Tobservateur, qui considere la projection d'un objet sur 
le plan horizontal^ esf place au-dessus de ce plan et a une distance infinie sur la verti- 
cale qui passe par un quelconque des points de cet objet, mais en avant du plan 
vertical; et cette convention, qui simplifiera, comme nous le verrons plus loin, le 
trace du contour apparent des surfaces courbes, a ete d'ailleurs sugger6e par la 
mani^re dont on projette les points de Tespace sur un plan. En effet, les rayons 
visuels menes de Toeil de Vobservateur a tons les points d'un corps, approchent 
d'autant plus d'etre perpendiculaires au plan horizontal, que I'observateur s'eleve 
davantage en restant sur la meme verticale; de sorte que quand le point devue est 
k une distance infinie, ces rayons deviennent paralleles, et coincident avec les droites 
qui seryent k projeter les points du corps. D'oii il suit que la projection horizontale 
d^un objet nest autre cfiose jw'uNE vde de cet objet ^ prise d'un point infiniment dloignd 
$ur la verticale; resultat qui justifie sufTisamment la convention enoncee plus haut. 

Par une raison semblable, toute projection verticale est censee vue par un obser- 
yateur place a une distance infinie sur une perpendiculaire au plan vertical^ 4l&?ie en 
avant dece plan etau-dessus duplan horizontal. 

D'apr^s cela, toute ligne ou portion de ligne principale qui se trouvera au-des- 
sous du plan horizontal oi^ ^erriere le plan vertical, serar6put6e invisible; et, 
comme |;elle» ponctuee en points ronds. Si, de plus, il se trouve dans la question 
quelquQ pjan reellement existant, et qu'une portion de ligne principale soit situee 
derriere ce plan ou au-^essous, par rapport k I'observateur, cette portion devra 
aussj etre ponctuee ; mais il faudra se souvenir que ces distinctions ne regardent 
nullementles lignes auxHiaires, par la raison citee (n® 15, ^f*). On pourra recon- 
naitre dejk I'application de ces regies dans la ^g. 3, et nous aurons soin de lesrap;- 
peler dans la plupart des problbmes que nous aUons r^oudr^. 

CHAI»ITR^ Jl. 

PB0SL1^E3 SUB LES LIGNES DROITES ET LES PLANS. 

17. Construire ladroite qui passe par deux points donn^ (A, A') et (M, M') {fig. 4); 

puis 9 trw{^ te viritghlfi distatice de, ces, deux points ( * ) . 

0^ . —  

(*) Avant de construire une 6pure, 11 est essential d'observer les precautions suivantes. On trace d*a- 
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D'apres les definitions etablies au n° 4, il est evident que la projection horizon- 
tale de la droite cherchee passera par les points A et M, tandis que la projection 
verticale passera par A' etM'; done cette droite indefinie est projetee suivant AMB 
et A'M'B', etpar la elle se trouve completement d^terminee de position (n® 6).' 
D'ailleurson peutconstruire ses traces (n** 15), qui seront les points (B, B') et (C, C). 

Quant k la distance des deux points donnes, elle est mesuree dans Tespace 
par la portion de droite projetee sur AM et A'M'; mais il est facile de voir qu'une 
droite finie est toujours plus longue que sa projection sur un plan, excepte quand 
la premiere se trouve parallele au plan sur lequel on la projette, car alors la droite 
dans Fespojce est indemment de mime longueur que sa projection, D*apres cette 
remarque, imaginons que la ligne (AM, A'M') tourne autour de la verticale projetee 
en A, sans changer d'inclinaison avec cette derniere; par la Textremit^ (A, A') 
demeurera immobile, tandis que I'autre extremity (M, M') restera k une hauteur 
constante, en decrivant seulement un arc de cercle horizontal autour de Taxe de 
rotation. Or, si Ton continue ce mouvement jusqu'k ce que la droite mobile soit 
deyenxxe parallele auplan vertical^ ce qui arrivera quand la projection AM aura pris 
la situation AP parallele k la ligne de terre XY, alors I'extremite M venue en P se 
trouvera projetee verticalement(n® 10) quelque part sur PIF perpendiculaire a XY; 
et comme elle doit etre k la meme hauteur que M', si Ton mene Thorizontale M'P', 
le point P' sera la projection verticale de Textr^mite mobile de la droite en ques- 
tion. D'ailleurs, puisque Tautre extremite (A, A') est demeuree invariable, il s'eii- 
suit que la droite (AM, A'M') se trouve actuellement projetee suivant AP et A'P'; 
et sa veritable longueur est precis^ment la projection verticale A'F, d'apres la 
remarque faite au commencement de cet article. De la on conclut la regie suivante, 
qu'il faut se rendre trfes-familifere : 

Pour trouver la distance de deux points (A, A') et (M, M') {fig. l\)yformez un 
triangle rectangle A'H' P', dont un cdtS A' H' soit la difference des hauteurs A'R et 
M'K de ces deux points au-dessus du plan horizontal, et dont I'autre cdtdWP' soit 
egal a VintervaUe AM des deux projections horizontales : V hypotenuse A' V sera la 
distance demandie. 

18. On arriverait au m6me but en construisant, sur le plan horizontaU n^n 

bord, avecle crayon, une droite indefinie vers le milien de la feuille de dessin, et ^ pen pr6s parallele k sa 
longueur : puis, on trace une seconde droite exactement perpendiculaire sur la premiere, en se servant 
d^arcs de cercle; car I'^uerre n'est pas un instrument dont la pr^ision soit assez sAre pour qu*on Tem- 
ploie k mener des perpendiculaires qui doivent avoir une longueur un peu considerable. Mais, du moins, 
r^uerre peut servir k mener des parall^les par un proc^6 trte-exact et tr6s-exp6ditif, lequel consiste h 
la faireglisserle long dune regie fixe; aussi c'est par ce moyen que Ton doit tracer, dans cheque ^pure, 
la ligne de terre et toutes les droites qui lui sent parall^les, ou perpendiculaires, en se dirigeant sur les 
deux droites rectangulaires que nous avons recommand^ de construire d'abord, et qui ferment ce que les 
praticiens appellent le trait carr^. 

Ajoutons en outre que, quelque importante que soit la ligne de terre, il faut se garder de la former avec 
nn trait plus gros que les lignes principales; car il en r^sulterait souvent beaucoup d'inezactitude dans Ui 
situation des points oit elle serait rencontr^ par les autres droites de T^pure. ^ 
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triangle rectangle ADQ dont un c6td AD egcderait la diffirence des distahces AR et MK 
des deux points donnes au plan vertical^ et dont V autre cdtd DQ sercut rinter^alle 
A'W des deux projections verdcales; V hypotenuse AQ exprimerait encore la distance 
des deux points dans Vespace^ et devrait se trouver identique avec A'F. Pour se 
rendre compte de cette nouvelle construction, il suffira d'imaginer que la droite 
proposee a tourne autour de Thorizontale qui est projetee verticalement en A^ sans 
danger d'inclinaison par rapport a cette derni^re, jusqu'a ce que cette droite 
mobile soit de venue paralUle au plan horizontal. 

19. On aurait pu aussi rabattre la droite (AM, A'M') sur le plan horizontal, en 
faisant tourner autour de AM, comme charni^re, le trapeze invariable forme par la 
droite proposee et par les verticales qui projettent ses extremites en A et en M. Par 
la ces deux verticales seraient demeurees perpendiculaires k la charniere AM, et 
auraient pris les positions AA" = RA', MM'' = KM'; de sorte qu'en tragant la 
droite A"Wp on aurait encore obtenu la veritable distance des deux points (A, A') 
et (M, M'). D'ailleurs il se presente ici une de ces verifications qu'il ne faut pas 
negliger dans les operations graphiques; c'est que la ligne A''M'' prolong^e doit 
aller aboutir en B. En effete ce dernier point etant la trace horizontale de la droite 
primitive, il se trouvait situe sur la charniere AMB; et, comme tel, il a du rester 
immobile pendant la revolution de la droite. 

20. Reciproquementy si Von donnait la droite mddfinie (AB, A'B') a\^ec un de ses 
points (A, A') , et qu^on voulut trower sur cette ligne un autre point (M, M') qui fut 
dloignedu premier d'une quantitd donnee &, on rabattrait comme precedemroent la 
droite proposee sur le plan horizontal, en faisant A A" = RA', et tirant A"B. En- 
suite, on prendrait sur cette dernifere ligne un intervalle A"M" egal a & : puis, en 
relevant la droite rabattue A'^B, le point M" se ramenerait en M par une perpendi- 
culaire sur la charniere AB; etenfin, de la projection horizontale M, on conclurait 
(n^ 10) Tautre projection M', ce qui determinerait completement le point demande. 

On aurait pu aussi resoudre cette question en operant d'une maniere analogue 
sur le rabattement (AP, A'P'), avec le soin de chercher ce que devenait la trace 
horizontale (B, B') apres la rotation imprimee a la droite primitive. 

21. {Fig. 5.) Par un point donni (D, D') mener une droite qui soit paraUele a 
une droite connue ( AB , A' B' ) . 

Lorsque deux droites sont paralleles» les plans qui les projettent sont evidemment 
parallMes entre eux; et, par consequent, les intersections de ceux-ci avec le plan 
de projection, c'est-k-dire les projections des droites, sont necessairement paralieles 
Tune a I'autre. Reciproquement, lorsque les projections horizontales de deux 
droites sont paralieles, et qu'il en est de meme de leurs projections verticales, les 
quatre plans projetants sont paralieles deux a deux; d'oii il suit que leurs inter- 
sections mutuelles, c'est-a-dire les droites dans I'espace, sont paralieles entre elles. 
D*apres cela, si par le point D on mene une parallele DE a AB, et par le point D' 
une parallele D'E' a A'B', la droite demand^e aura pour projection DE et D'E'; 
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elle sera done ainsi eompletement determinee, et d'ailleurs les traces de cette drmtet 
qui seront en F et en E^ se construiront comme on Ta dit au n^ 13. 
21. {Fig. 6.) Construire le plan qui pas$eraxt par trois points donnii (Ay A')t 

(B,B')ef(C,C'). 

Observons d'abord que pour determiner graphiquement la posidoii d'un plan» 11 
suffit d'assigner ses deux traces^ e'est-a-dire ies intersectioas de ce plan avec les 
plans de projection. Ges deux traces devront toujours couper la ligne de terre au 
meme point; mais Tangle qu'elles comprendront entre elies sur les plaii3 de projec- 
tion rabattus. Die sera pas egal k celui qu'elles formept dans Tespece. En outre, il 
est bien evident que, quand une droite e3t situee dans un plan, les traces de cette 
droite (n^ 13) doivent etre situees quelque partsur les traces du plan. 

Cela pose, joignouB les points donnes deux a deux par des droites (AB, A'B'), 
(BC, B' C) , (AC, A' C), tesquelles ayant chacune deux points dans le plan cherche, 
y seront contenues tout emtieres; puis construisons, comme au n^ 13, les traces 
verticales E', F' et G' de ces droites. Alors ces trois points, qui doivent evidemment 
appartenir a I'intersection du plan inconnu avec le plan vertical de projection, se 
trouveront necessairement en Ugne droite, et seront plus que suffisants pour deter- 
miner /a trace verticale W PG' du plan demande. De meme, la trace horizontale DHK 
de ce plan s'obtiendra en construisant les traces horizontales D, H et E des trois 
droites auxiliaires; d'ailleurs les deux lignes E'G' et DH ainsi obtenues, devront 
aller rencontrer la ligne de terre XY en un meme point Q, ce qui offrira une nou- 
velle verification des constructions anterieures. 

Si Ton "^QXiX^it /aire passer un plan par une droite et un point donnds^ on joindrait 
ce point avec un de ceux de la droite, ou bien on menerait une parallele k celle-ci 
par le point donne; alors on connaitrait ainsi deux droites situees dans le plan 
cherche, et leurs traces sufBraient pour determiner celles de ce plan. 

23. {Fig. 7.) Par un point donni (A, A') mener unplan qui soitparaUile a un 
autre plan dont la trace horizontale est ST et la trace verticale TV'. 

II est evident que deux plans paralleles doivent avoir leurs traces respectivement 
paralleles; ainsi il suffira de trouver un point de chacune des traces du plan de- 
mande. Pour cela, imaginons par le point donne (A, A') une droite axixUiaire qui 
soit situee dans le plan inconnu; le choix le plus simple sera de mener cette droite 
parcdlekment a la trace horizontale de ce meme plan, c'est-a-dire parallelement a 
ST. Si done on tire dans cette direction la ligne AB, et qu'on mene A'B' parallele k 
la ligne de terre, ce seront la evidemment les deux projections de la droite auxi- 
liaire renfermee dans le plan inconnu. Cela pose, en construisant (n^ 13) le point 
B' oil elle va percer le plan vertical, ce point appartiendra n^cessairement a la tr9.€e 
du plan cherche, laquelle sera par consequent la droite B'Q parallele k VT; Tautre 
trace devant passer par le point Q, sera la ligne PQ parallele a TS. 

On pent aussi, comme verification, construire directement un point de la trace 
horizontale du plan inconnu. Pour cela, on imaginera par le point (A, A') une 
droite auxiliaire qui soit parallele a la trace verticale de ce plan ; et elle aura evi- 
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deiriment pour projections AC parallfelek la lignede terre, et A'Cparallfelefk V'T. 
Si done on clierche {n^ 15) le point C oil cette auxiliaire va percer le plan horizon- 
tal, ee point appartiendra necessairenient a la trace da plan demande; ainsi il faudra 
que la droite PQ, dejk construite, passe par le point C. 

24. Observons que, dans Tepureactuelle, on n*a pas regarde les deux plans 
STV' et PQR' comme existant reellement; car alofs le premier aurait rendu Tautre 
invisible, et il etii fallu (n° 15, i**) ponctuer en totalite les traces de ce dernier, ce 
qui aurait multiplie beaucoup les points ronds, et surtout aurait eu le grave incon- 
venient de ne plus laisser discerner les parties des traces situees en deqk des plans de 
projection d'avec celles qui sont au delk. C'est pourquoi Ton suppose ici qu'il 
s'agissait de trouver seulement les traces d'un plan parallele h celui qui aurait lui- 
meme pour traces ST et TV',- sans construire effectivement aucun de ces deux plans. 
Cette restriction, dont le but est de repandre plus de clarte dans les dessins, a cte 
aussi admise dans les epures 8, 9 et 16. 

25. {Fig. 6.) Les considerations employees dans les n°' 22 et 23 peuvent servir 
k resoudre la question suivante : ^tant donnie la projection horizontale AB d'une 
droite que Vonsait Stre situee dans le plan connu PQR', trouver V autre projection. La 
droite inconnue percera le plan vertical en un point qui doit etre projete horizon- 
talement en E (n® 13); d'ailleurs cette trace ne pouvant etre hors de la trace verti- 
cale QR' du plan qui renferme cette droite, sera necessairement situee en E', et 
c'est la un des points de la projection demandee. Ensuite, par des motifs sembla- 
bles, on voit qge la droite en question va percer le plan horizontal en D; done, si 
Ton projette D en D' sur la ligne de terre XY, D'E' sera la projection verticale de la 
droite proposee. On sent bien qu'il serait aussi aise de trouver la projection DE, en 
se donnant seulement la projection verticale D'E' avec le plan PQR' qui renferme la 
droite. 

Si la projection AB assignee sur le plan horizontal se trouvait, comme dans la 
fig. 7, parallele a la trace PQ du plan donne, on obtiendraitd'abord, comme ci-des- 
sus, la trace verticale B' de la droite inconnue; mais ensuite la trace horizontale de 
cette droite n'existant plus, puisque AB ne rencontre pas PQ, il en faudrait con- 
clure que la ligne demandee est parallele au plan horizontal, et qu'ainsi sa projec- 
tion verticale est la droite B'A' paraUele a la ligne de terre XY. 

On verra de meme que si la projection horizontale donnee est la ligne AC paral- 
lele a XY, la droite dans Tespace est parallele au plan vertical, et que sa projection 
sur ce dernier plan est la ligne C A' parallele a la trace QR'. 

26. [Fig. 6.) Voici encore une question analogue : Conncussant la projection ho^ 
nzontale A d'un point que ton sait 6tre situd sur un plan donnS PQR', trouver P autre 
projection. On m^nera par le point donne A une droite quelconque DAE, que Ton 
regardera comme la projection horizontale d'une ligne situee dans le plan PQR'; 
il seri facile de construire^ comme ci-dessus, la projection verticale D'E' de cette 
droite» et alors il n'y aura plus qii'a ramener le point A en A' sur cette projection, 

2. 
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au moyen d'une perpendiculaire a la ligne de terre (n® 10). On trouverait aussi 
aisement la projection A, si Ton avail donne A'. 

Parmi les diverses directions que Ton pent donner a cette droite auxiliaire DAE, 
la plus commode ordinairement est une parallele k la trace horizontale PQ, comma 
la ligne AB dans la fig. 7. 

27. Trouper V intersection de deux plans qui auraientpour traces^ tun PQ et QR', 
rautre^letVi'. 

{Fig. 8. ) Si Ton prolonge les deux traces horizontales jusqu'a ce qu'elles se cou- 
penten B, ce point, evidemmentcommun aux deux plans, appartiendra a leur inter- 
section ; et, puisqu'il est dans le plan horizontal, ce sera sur la trace horizontale de la 
droite cherchee. De meme, le point A' ou se couperont les traces verticales des plans 
donnes, sera la trace verticale de cette droite. Gonnaissant ainsi les deux traces de 
la commune section, on en deduira immediatement (n^ 14) les projections qui 
scront AB et A'B'. 

28. Si deux des traces se trouvaient paralleles, comme il arrive pour les plans 
R'Q/>et V'TS, le point B s'eloignerait indefiniraent, et, par suite, Tintersection des 
deux plans deviendrait une horizontale ayant pour projections A'i' parallele a la 
ligne de terre, et Afe parallele a TS : resultat qui etait facile a prevoir, puisque alors 
les plans donnes passeraient par deux droites paralleles Qp et TS, et qu'ainsi ils 
devraient se couper suivant une droite parallele a celles-la. 

29. {Fig. 9.) Lorsque les traces seront respectivement paralleles sur les deux 
plans de projection a la fois, les plans donnes seront ^videmment paralleles entre 
eux, et il n'y aura plus d'intersection; k moins que ces traces ne soient en meme 
temps paralleles a la ligne de terre, comme PQ et P'Q' pour Tun des plans, TS et 
T'S' pour Tautre : car deux plans ainsi places peuvent encore se couper suivant une 
droite parallele a XY, mais la methode precedente ne suffit plus pour obtenir cette 
intersection. 

Dans ce cas, menons a volonte un plan secant auxiliaire aSy. II coupera le plan 
[PQ, P'Q'] suivant la droite (CD, CD'), qui se construit par la methode g6nerale, 
et le plan [TS, T'S'] suivant la droite (EF, E'F') ; alors ces deux lignes fourniront,. 
par leur rencontre, un point (M, M') qui sera evidemment commun aux deux plans ' 
[PQ, P'Q'], [TS, T'S']; et, par consequent, ceux-ci auront pour intersection la 
droite (AMB, A'M'B') menee parallelement a XY. 

On pourrait encore employer ici un plan de profil mene pcrpendiculairement 
k XV {fig. 9) ; ce plan couperait les plans de projection primitifs suivant les deux 
droites XV et XZ, dont la derniere prendra evidemment la position XZ", lorsque 
Ton rabattra le profil sur le plan horizontal, autour de VX comme charniere. Cela 
pose, le plan de profil rencontrait les traces verticales des plans proposes aux poiqts 
P' et T' qui deviennent en rabattement P" et T"; done PF' et TT" sont les traces de 
ces plans sur le profil rabattu suivant Z"XV ; et comme ces traces se coupent en A", 
c'est Ik un point de Tintersection demandee. Si done on projette horizontalement 
ce point A" en A, on en conclura que Tintersection cherchee a pour projection ho- 
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rizontale la droite AB parallele a XY. D'ailleurs, si Ton releve le profil, le point A" 
se projettera verticalement en A'; et A'B' parallele a XY sera la seconde projection 
de I'intersection des plans proposes. 

Si les traces de ces plans, sans etre paralleles entre elles, passaient toutes quatre 
par le meme point de la ligne de terre, il faudrait encore recourir a Tun des plans 
auxiliaires que nous venons d'employer; etnous engageons lelecteur a construire 
I'epure relative a ce cas particulier. 

30. {Fig. lo.) Construire le point d' intersection d'une droite ( AB, A'B') a^^c un 
plan donne PQR'. 

Pour y parvenir, il faut mener par la droite donnee, et dans une direction quel- 
conque» un plan secant; coTIstruire Tintersection de celui-ci avec le plan PQR'; et 
comme cette ligne passera necessairement par le point cherche, ce point sera deter- 
mine par la rencontre de cette intersection avec la droite donnee. 

Adoptons d'abord pour plan secant le plan vertical qui projettela droite donnee 
suivant AB : cette derniere ligne sera elle-meme la trace horizontale de ce plan, et 
sa trace vertical e sera la droite CC perpendiculaire sur la ligne de terre. Cela pose, 
le plan ACC coupe le plan donne PQR' suivant une droite qui est projetee (n°27) 
sur CD' et CD; et comme cette intersection rencontre la droite donnee (xVB',AB) au 
point M', c'est la la projection verticale du point demande. La seconde projection de 
ce point n'est pas fournie immediatement, parce qu'ici les deux droites que nous 
combinons sont projetees Tune et Tautre suivant ADBG; mais on la deduira de M' 
en abaissant {n? 10) la perpendiculaire M'M sur la ligne de terre. 'Ainsi le point 
(M, M') est celui oh la droite (AB, AB') perce le plan PQR'. 

On pent aussi employer pour plan secant le plan projetant de la droite sur le plan 

vertical, lequel aura pour traces A'B' et B'F perpendiculaire a XY. Ce plan auxi- 

..Jiaire A'B'F coupera PQR' suivant la droite (FG, B'G'), qui, par sa rencontre avec 

AB, devra donner le meme point M deja obtenu par la premiere construction; 

ainsi les deux proc^des employes simultanement se serviront de verification. 

Observons ici que le plan donne PQR' est une grandeur principale (n*' 15) qui 
existe reellement, et qui rend invisible la portion de la droite ( AB, A'B') situee au- 
d'essous du point de section; c'est pourquqi la partie (MB, M'B') a ete ponctuee. 
Quant au prolongement BC, il n'est regarde que comme une ligne auooiliaire relative 
au plan secant qui sert de moyen de solution.. 

51. Quoique les deux procedes employes n^ 30 soient les plus commodes, il 
sera bon, pour nous exercer a la combinaison des plans avec les droites, de resoudre 
encore le meme probleme en nous servant d'un plkn secant quelconque : toutefois, 
comme ce plan devra renfermer la droite donnee (AB, A'B') dont les traces sont B 
et C {^g. ii), il faudra faire passer par ces points les traces du plan secant que 
nous adopterons. Menons done par le point B la droite arbitraire SBT, et par les 
points T et C la droite C'TV'; ce seront Ik les traces d'un plan auxiliaire qui con- 
tiendra la ligne (AB, A'B'). Cela pose, les plans STV' et PQR' se coupent (n° 27) 
suivant la ligne (SV, S' V'); et comme celle-ci rencontre (AB, A'B') en (M, M'), ce 
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point est celui oil la droite donnee perce le plan PQR' : niais il faudra s'assurer, 
pour verifier tes constructions, que la droite MM' qui r6unit ces deux projections est 
exactement perpendiculaire (n° 10) sur la ligne de terre. 

32. Parun point donne conduire une droite qui rencontre deux droites donndes de 
position. 

Nous indiquerons seulement la solution de ce probl^me, que nous proposons ici 
au lecteur comme un exercice propre a le familiariser avec les methodes pr6c6- 
dentes. Par le point donne a et la premiere droite d^ , on conduira un premier plan; 
puis un second par le meme point a et la seconde droite d^ ; alors, en cherchant 
Tintersection de ces deux plans, on obtiendra une droite qui satisfera evidemment 
aux conditions enonc^es. 

On pent aussi n'employer que le premier des plans dont nous venons de parler, 
puis chercher ( n® 50) le point oil il coupe la seconde droite; alors, en joignant 
ce dernier point avec le point donne, on obtiendra une droite qui resoudra le 
probleme. 

II n'y aura en g^n^ral qu'une solution, k moins que les deux droites proposees 
ne se trouvent dans un meme plan avec le point donne. Si ces deux droites se cou- 
paient ou etaient paralleles, il seraitbien facile d'assigner d'avance le resultatdes 
operations. 

53. TntoR^ME. Lorsquune droite (AB,A'B') {fig^ i^i) est perpendiculaire a un 
plan PQR', les projections de cette ligne sont respectivement perpendiculaires sur les 
traces du plan. 

En effet, le plan qui projette la droite suivant AB est, par sa definition, perpen- 
diculaire au plan horizontal : il Test aussi au plan donne PQR', puisqu'il passe 
par une droite qui est supposee perpendiculaire a ce dernier; done ce plan pro- 
jetant est perpendiculaire k la fois sur les deux autres, et par suite k leur intersec- 
tion qui est la trace horizontale PQ ; par consequent, cette trace sera elle-meme per- 
pendiculaire sur la projection AB, qui se trouve dans le plan projetant. On demon- 
trerait, d'une maniere toute semblable, que la trace verticale R'Q est perpendicu- 
laire sur la projection A'B'. 

Reciproquement, si les VEVX projections AB et A'B' d'une droite sont respectii^ement 
perpendiculaires aux traces QP et QK d'unplan, ceplan et la droite sont perpendicu-- 
laires Vun sur t autre. En effet, le plan projetant qui a pour trace AB est evidemment 
perpendiculaire sur la droite PQ, et par suite au plan PQR' qui contient cette ligne : 
de meme, le plan projetant qui a pour trace A'B' est perpendiculaire a la droite QR', 
et par suite au plan PQR'. Done ce dernier se trouve perpendiculaire k la fois sur 
les deux plans projetants; et des lors il sera aussi perpendiculaire sur leur inter- 
section qui n'est autre chose que la droite donnee dans Tespace. 

54. Observons toutefois que ce theorfeme ne serait plus vrai, s'il s'agissait de 
projections obliques (n^8); et d'ailleurs il faut se garder de croire qu'une relation 
semblable existe entre deux droites qui sont perpendiculaires entre elles; car leurs 
projections orthogonales, sur un meme plan, ne formeront pas un angle droit, k 
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inoiDs que Tune des lignes proposees ne se tvonye paraUHe au plan de projection. 

55. {Fig. 1 2 .) Trouver la plus courte distance dun point [kfA!) aun plan donn4 
PQR'. 

On abaissera d'abord du point ( A> A') une perpendiculaire indefinie sur le plan, 
en menant (n° 33) les projections AB et A'B' respectivement perpendiculaires sur 
les traces PQ et QR'; puis on cherchera le point (M,M') oil cettedroite rencontre 
le plan, ce qui s'executera comme au n"^ 30, dont tous les raisonnements s'appli- 
quent k la figure actuelle ou nous avons d'ailleurs conserve les m^mes notations. 
Alors AM et A'M' seront 6videmnient les projections de la plus courte distancie 
demandee; et la grandeur absolue de cette distance s'obtiendra (ri° 17) en nienant 
I'horizontale HM'M'' egale a AM, et tirant la droite A'M" qui sera la vraie distance 
du point au plan. 

36. {Fig^ i3.) Trowerlaplus coune distance d'lm point (CfC) a une droite don-- 
yiee(AB,A'B'). 

Menons d' dhovd par le point (G,G') un plan perpendiculaire a-la droite proposde; 
ses traces seront perpendiculaires (n^ 33) aux projections AB et A'B'; et, pour 
determiner un de leurs points, j'imaginerai dans ce plan une horizontcUe f^LTtsint 
de (G,G"). Gette droite, qui sera necessairement parallele a la trace horizontale 
cherchee, aura pour projections CD perpendiculaire a AB, et G'D' parallUe k XY; 
ainsi, bUb ira percer le plan vertical en (D , D') : si done je mene D'.Q perpendicu- 
laire sur A'BS et QP perpendiculaire sUr AB, ce seront les traces du plan cherche 
PQD'. Gela pose, en construisant (n^ 30) le point (M,M') oil ce plan rencontre la 
droite (AB, A'B'), et en le joignant avec (G,G'), la ligne (GM,G'M') seraevidem- 
ment contenue dans le plan D'QP, et dfes lors elle se trouvera perpendiculaire sur 
(AB , A'B'); par consequent cette droite (GM, G'M') mesurera la plus courte distance 
demandee, dont la grandeur absolue CM" se deduira des projections GM et G'M' 
par la r^gle generale exposee n^ 17. 

Dans cette epure, le plan D'QP n'est ni une donnee, ni un resultat du probl^me 
primitif ; c'est seulement un moyen de parvenir a la solution cherchee, et par con- 
sequent on devra marquer ses traces comme des lignes auxiJiaxres {n^ 15). La meme 
remarque s' applique a \^fig> i4» dont nous allonsdonner Texplication. 

37. {Fig. t4-) Autre solution. Faisons passer un plan par le point (.G,G') et par 
la droite donnee ( AB , A'B') ; il suffira de joindre (C, G') avec (A , A'), et de cher- 
cher les traces verticales des deux droites ( AB , A'B') et (AG , A'C') : alors B'D'Q et 
QA seront les traces du plan auxiliaire dont nous venons de parlor. Gela pos^, 
rabattons ce plan B'QA autour de sa trace horizontale AQ, et supposons qu'il 
entraine avec lui la droite et le point donnes. Dans ce mouvement de revolution. 
le point (B ,B') ne sortira pas du plan vertical BF perpendiculaire a la charniere 
AQ; d'ailleurs la distance B'Q de ce point au point fixe Q restera invariable; par 
consequent, si Ton decrit avec le rayon QB' un arc de cercle qui coupe BF en B"^, 
ce point sera le rabattement de (B,B'), et la droite proposee ainsi que \i trace 
QB' se trouveront rabattues suivant AB'' etQB'\ De mSme, en tirant les perpendicu- 
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laires DD" etCCsur lacharnifere AQ, on verra bien que la ligne (ACD,A'C'D') se 
rabat suivant AD'', et que le point C se transporte en C". Alors, dans le plan hori- 
zontal oil toutes les donnees sont maintenant rabattues, sans que leurs positions 
respectives aient change, nous pourrons abaisser sur AB" la perpendiculaire CW, 
et ce sera la plus courte distance cherchee dans sa veritable grandeur. Ce resultat 
est ordinairement le seul qui interesse; cependant, si Ton yeut aussi fixer la position 
de la plus courte distance, il n'y a qu'a relever tout le systfeme : le point M'' se 
ramenera en M par une perpendiculaire sur la charnifere AQ, et la projection 
verticale M' s'en deduira (n^ 10); de sorte qu'enfin la distance en question sera pro- 
jetee sur CM et CM'. 

58. Ce mode de solution serait indispensable, si Ton avait voulu trouper sur la 
droite (AB, A'B') unpoint quifitt distant de (C, C) d' une quantite donnee <>. Car, apr^s 
avoir rabattu comme ci-dessus la droite et le point donnes suivant AB'^ et C'^ on 
decrirait avec un rayon C'N" = eJ un arc de cercle qui couperait AB*' en N% et ce 
serait la le point demande en rabattement : puis, en relevant tout le syst^me 
autour de la charniere AQ, le point N" se ramenerait en N, et aurait pour ses deux 
projections N et N'. On sent bien qu'il y aura g^n^ralement une seconde solution, 
puisque Tare decrit avec le rayon & coupera ordinairement la droite AB'^ en deux 
points N'^etn". 

. Par des moyens semblables, on pourrait trouver le centre et le rayon d^un cercle 
vassantpar trois points donnds dans Vespcu^e.'ll faudrait construire (n® 22) les traces 
du plan determine par ces trois points, et puis rabattre ce plan autour de sa trace 
horizontale, comme dans hfig. 14^ en cherchant d'aillours les positions que pren- 
nent, apres ce rabattement, les trois points primitifs, ainsi que nous Tavons fait 
dans cette figure pour le point (C, C). 

59- {Fig. 1 8.) Trom^er V angle de deux droites donndes (AB, A'B') et (BC, Vcf) 

On entend p^r Tangle de deux droites, qui souvent ne se rencontrent pas. Tangle 
que comprendraient entre elles deux droites respectivement parallbles aux pre- 
mieres, et qui seraient menees par un meme point de Tespace. Commen^ons done 
par examiner si les lignes proposees se coupent reellement. Or, si elles ont un point 
commun, on voit bien qu'il devra etre projete horizontalement en B, et verticale- 
ment en V : mais, pour que ces points-la fussent les projections d'un meme point 
de Tespace, il faudrait (n^ ID) que la droite B6' se trouvat perpendiculaire a la 
ligne de terre, condition qui n'est pas remplie ici; par consequent, les droites pro- 
posees ne se coupent pas. Alors, nous aliens mener une parallele a la droite 
(BC, h'&) par un point quelconque de Tautre droite; et pour simplifier, nouschoi- 
sironsle point qui est projete en B et B'. Cette parallele aura ainsi pour projection 
horizontale la droite BC deja donnee, et pour projection verticale la droite B'C 
parallele k V&\ de sorte que le probleme sera reduit a trouver Tangle forme par 
les deux droites ( AB, A'B') et (BC, B'C) que nous regarderons comme les donnees 
immediates dela question. 

En construisant les traces horizontales A et G de ces droites^ la ligne AC sera la 
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base d*un triangle ayant pour sommet le point (B, B'), oil se coupent les droites 
proposees, et dont Tangle situe a ce sommet sera celui que Ton cherche. Dfes lors 
on pourrait construire ce triangle en cherchant les longueurs de ses trois cotes, qui 
sont connus par leurs projections; mais il vaut mieux employer la hauteur de ce 
triangle. Or cette hauteur est ^videmment I'hypotenuse d'un triangle rectangle qui 
aurait pour base la perpendiculaire BH abaissee sur AC, et pour hauteur la verticale 
qui projette le sommet en B, laquelle est egale k B'K; consequemment, si Ton 
prend KH'' = BH, et que Ton tire B'H", cette ligne sera la hauteur du triangle pri- 
mitif. Maintenant, si Ton rabat ce dernier sur le plan horizontal, autour de sa base 
AG, le sommet ne sortira pas du plan vertical HB perpendiculaire k cette base ; 
done, en portant la hauteur B'H" de H en B", le triangle cherche se trouvera rabattu 
suivant AB"C, et Tangle de meme nom sera celui que formaient dans Tespace les 
deux droites ( AB, A'B') et (BC, B'C). 

40. Lorsqu'une de ces droites, par exemple la seconde, sera parallele au plan 
horizontal, le triangle dont nous nous sommes servis n'existera plus; mais la trace 
horizontale du plan des deux droites proposees, qui 6tait AG dans le cas general, 
deviendra une parallele a BG menee par le point A; desorte qu'en rabattant, comme 
ci-dessus, ce plan autour de sa trace horizontale, on obtiendra encore Tangle 
demande. 

Nous ne parlerons pas du cas oil les droites seraient toutes deux parallMes au plan 
horizontal, puisque alors Tangle qu'elles formeraient dans Tespace, serait egal a 
celui que comprendraient leurs projections. 

41 . Si Ton proposait de diviser en deux parties Sgales I* angle de deux droites qui 
se coupent, on opererait cette division aprfes avoir rabattu cet angle sur le plan 
horizontal, comme ci-dessus; puis, on releverait Tangle AB"G et la droite bissectricc, 
en observant que le point oil cette derniere ligne va couper la trace horizontale AC 
du plan des droites donnees, demeure immobile pendant ce mouvement de rotation. 
De meme, etant donnee une droite siluee dans un plan connu, on pourra tracer dans 
ceplan une seconde droite qui fosse avec la premidre un angle donnd. Nous conseil- 
Ions au lecteur de s'exercer sur les operations indiqu^es aux n*^ 40 et 41 . 

42. {Fig. 19. ) Trouver r angle form^ par une droite ( AB, A'B') a^ec unplan PQR'. 
L'angle d'une droite avec un plan serait une grandeur indeterminee, si Ton ne 

convenait pas d'eiitendre par la r angle que forme la droite proposeeavec sa projection 
orthogonale sur leplan; et ce choix est fonde sur ce que ce dernier angle est ^videm- 
ment le plus petit de tons ceux que fait la droite avec les diverses lignes tracees par 
son pied dans le plan dont il s'agit. II suit de Ik que, si Ton abaisse d'un point de 
cette droite une perpendiculaire sur le plan propose, Tangle compris entre cette 
perpendiculaire et la droite primitive se trouvera le compliment de celui qu'on veut 
obtenir, et suffira pour en deduire ce dernier. 

Menons done par le point (B, B'), choisi arbitrairement sur la droite donnee, une 
perpendiculaire BC, B'C) au plan PQR'; puis, construisons Tangle forme par les 
deux droites (AB, A'B') et (BG, B'C). En appliquant ici la methode du n^ 59, on 

G^mStrie Lerojjr, 3 
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venra qu*il faut abaisser ia perpendiculaire BH sur AC, prendre KH" = BH, et porter 
rhypot^nuse B'H" de H en F'; alops AB^C sera Tangle des deux droites. Ensuite on 
ooQStruira son complement en tra^ant la droite B''D perpendiculaire sur CB"; et 
enfin AB'^D sera Tangle forme par la droite ( AB, A'B') avec le plan PQR'. 

43. {Fig, 1 5 his.) Trower tes angles que forme une droite aureoles deux plans de 
projection. 

Ge probl^me pourrait Stre traite eomme un cas particulier du precedent; maia 
il sera plus court de le r^soudre directement, en observant que, d'apr^s ce que nous 
avons dit au n*^ 42, Tangle de la droite (CD, C'ly) avec le plan horizontal n'est 
autre chose que Tangle eompris entre cette droite et sa projection CD. Or il est evi- 
dent que ce dernier angle appartient au triangle rectangle qui aurait pour base CD, 
et pour hauteur CG' ; si done on rabat ce triangle sur le plan vertical, suivant CHiC, 
Tangle de nieme nom sera celui qu'on demandait. 

Semblablement, Tangle de la droite (CD, C'ly) avec le plan vertical fait partie 
d'un triangle rectangle qui aurait pour cdt^s DD' et D'C ; si done on rabat ce triangle 
sur le plan horizontal, suivant D'ND, T&ngle de m^me nom sera Tangle de la 
droite avec le plan vertical de projection. 

44. Par un point donnd p mener une droite qui fosse V angle a an^ec le plan hori- 
zontal, et r angle S wee leplan vertical. 

{Pig. 1 5 bis.) Prenons d'abord un point arbitraire (C, G) dans le plan vertical, 
ettra(;ons-y la droite GW qui fasse avec la ligne de terre un angle ^gal a a; puis, 
faisons tourner cette droite autour de la verticale C'C, de sorte que son pied d^crive 
un cercle M'M du rayon CM. Dans toutes ces positions, la droite mobile formera 
toujours Tangle a avec le plan horizontal; mais il reste k choisir celle oii elle aura 
en m^me temps Tinclinaison S sur le plan vertical. Or, si, aprbs avoir construit 
Tangle M'C(^ 6gal k S, nous abaissons sur la droite indefmie CV la perpendiculaire 
M'<^, le triangle rectangle M'C'c^ repr6sentera 6videmment celui qui doit dtre forme 
par la droite inconnue avec sa projection verticale. Done, en d^crivant Tare de 
cercle <^D' avec le rayon C^, et en ^levant sur la ligne de terre la perpendiculaire 
D'D jusqu'k sa rencontre avec le cerole M'M, on d^terminera les projections CD' et 
CD d'une droite qui aura bien les indinaisons a et £ sur les deux plans de pro- 
jection. 

Ensuite, il n'y aura plus qu'k conduire, par le point/) donn^ primitivement dans 
Tespace, une droite qui soit parallMe k (CD, GJV). 

45. {Fig. x5.) Trower les angles que forme un plan donnd VQK oi^ec les deua^ plans 
de projection. 

On salt que, pour mesurer Tinclinaison de deux plans, il suffit de les couper par 
un troisifeme plan qui soit perpendiculaire k leur intersection, et que les deux 
droites tracees par ce plan secant ferment entre elles un angle qui exprime Tincli- 
naison cherch^e. D'apr^*cela, coupons le plan PQR' et le plan horizontal par un 
plan qui soit perpendiculaire a la trace PQ. Ce plan secant, qui sera vertical, aura 
pour traces une ligne AD perpendiculaire k PQ, et la Verticale DD' : par consequent 
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il coupera le plan donn^ suivant tine droite qui ^ dansl'espace, r^tinirait le point A 
avec D', et serait Thypotteuse d'un triangle rectangle ayant pour c6tes AD et DD'. 
Si done on fait tourner ee triangle autour de DD' pour le rabattre sur le plan verti- 
cal, il deviendra D'A''D; et Tangle de meme nom merarera i'inclinaison du plan 
PQR' sur le plan horizontal. 

Pour obtenir Tangle du plan PQR' aveo le plan verticaU on les coupera par nh 
plan quelconque G)B' perpendiculaire k la trace verticale QR', et cela fournira un 
triangle rectangle ayant pour cotes CD et DB' ; par consequent ce triangle, apr)^s 
avoir ete rabattu autour de CD, deviendra DB^'C dans lequel Tangle B"^ exprimera 
Tinclinaison demandee (*). 

46. Par un point donne^ menerunplan qui/asse un angle a as^c tephm horiaon*- 
tal, et un angle § avec le plan verticai. 

Observons d'abord que, dans le probleme pr6c6dent, les deux plans secants D'D A 
et B'DC {fig. 1 5) devaient se couper eux-^m^mes suivant Une droite perpendicu- 
laire au plan PQRS et qui mesurait la plus courte distance de ce plan au point D de 
la ligne de terre. D'ailleurs, comme cette perpendiculaire, rabattue tour k tour avec 
les deux triangles, se trouve ^videmment representee par les droites DF et D/ 
nienees a angle droit sur les hypotenuses, il s'ensuit que, quel que soit le plan PQR', 
on doit avoir la relation DF ^ D/. Cela pose, si sans connaitre le plan PQR' que 
nous supposerons avoir sur les plans fixes les inclinaisons a et 6, on construit ii 
volonte sur la ligne de terre un triangle rectangle D'DA'' dans lequel Tangle A'" soit 
egal a a; puis, qu'avec la perpendiculaire DF on decrive un arc de cercle, et qu'on 
lui mene une tangente B'/C qui fasse Tangle B'' egal a S; cette tangente (*") diter*- 
minora, par sa rencontre avec le prolongement de la verticale D'D, un point C de 
la trace du plan PQR'. Alors, en tirant la droite CQ tangente a Tare de cercle d^crit 
avec le rayon DA'^ puis joignant les points Q et D% on obtiendra les traces d'un 
plan CQD' qui aura sur les plans fixes les inclinaisons ocetS; enduite, pour r^soudre 
le probleme primitif, il restera k conduire par le point donnd un plan parallfele 
a CQD'. 

On pourrait aussi resoudre ce probleme en menant d'abord, comme au n^ 44, une 
droite qui fit avec les plans de projection des angles 

a' = 90** — a, S' =i 90"* — S; 

(*) Dans certains arts, on d^finit souvent un plan par sa trace horizontale PQ et par son inclinaison ot 
sur le plan horizontal. Avec ces denudes, il est toujours facile de trouver sa trace vei'ticale au moyen dtt 
plan (le profit AD perpendiculaire 4 PQ, et qui conlient Tangle a; car, en rabattant DA suivant DA' et 
formant Tangle DA'D'^ a, le c6te A'^D' prolonge ira couper la verticale DD' au point .D' par lequel on doit 
mener la trace QD'R'. Quelquefois m^me on 6vite d*employer le plan vertical de projection, et Ton rabat 
le profil autour de AD en formant Tangle DA^ == «, oe qui repr^sente d'une itiani^re sufiSsamment claire la 
position du plan propose, et permet d'en dMuire les cons^uences dont on A besoin* Au fond, In plaa du 
pro61 DA(^ tient lieu du plan vertical de projection. 

(**) Comme il est Evident que Tangle CD/=B'=6, on pourra, au lieu de mener cette tangente, con- 
struire le triangle rectangle CD/snr la base DP ; puis, rapporter son hypotdnuse de D en C sur le prolon- 
gement de la verticale D'D, 
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et ensuitCt on conduirait par le point donne un plan perpendiculaire a cette droite. 

47. (Fig. i6.) Construire Vajigle compris entre deux plans donnds PQR' et PSR'. 
II fauty comme nous I'avons dit pr^cedemment, couper ces deux plans par un 

troisieme qui soit perpendiculaire k leur intersection. Or cette droite, projetee 
(n° 27) suivant PR et FR', est I'hypotenuse d'un triangle rectangle ayant pour 
cotes PR et RR', et qui, rabattu sur le plan horizontal, deviendra PRR". Si done, f 
par un point arbitraire A'' de cette hypotenuse, je lui mene une perpendiculaire ; 
A^'B, et qu'ensuite je releve le triangle R''RP dans la situation verticale PR, il est 
Evident qu'alors la ligne A^'B se trouvera dans le plan secant que je dois mener per- 
pendicnlairenxent a Tintersection par ce point A"'; puis, comme A''B ira percer le 
plan horizontal enB, la droite CBD, perpendiculaire a la projection PR, sera (n^33) 
la trace horizontale de ce plan secant. Maintenant, on doit voir que ce dernier plan 
coupera les plans proposes suivant deux droites partant du point A'' releve, et qui, 
aboutissant en G et D, formeront un triangle dont la base sera CD, et dont Tangle 
au sommet A'" sera celui que Ton cherche; ainsi il ne s'agit plus que de construire 
ce triangle. Or sa hauteur est precis^ment A^'B, puisque cette droite relev6e se 
trouve dans le plan vertical PR qui est perpendiculaire sur h base CD ; d'ailleurs, si 
Ton rabat ce triangle autour de CD comme charnifere, le sommet A'' ne sortira pas du 
plan vertical PR perpendiculaire k cette charniere : done, en portant sur PR la dis- 
tance BA =1 BA"", on obtiendra CAD pour le triangle demande, et Tangle de meme 
nom mesurera Tinclinaison des plans PQR' et PSR'. 

Onauraitpu rabattre sur le plan vertical Tintcrsection des plans proposes; cette 
droite eut ete representee par RT"", eten lui menant une perpendiculaire A'B', 
dont le pied B' devrait 6tre rapport^ en B, on en aurait fait le meme usage que 
ci-dessus. 

48. Lorsque les plans proposes ont leurs traces parall^Ies sur un seul des deux 
plans de projection, comme R'QP et R'ST [fig. 17), la construction precedente 
exige une legere modification qui rend meme la solution plus simple; car on sait 
(n® 28) qu'alors Tintcrsection est la droite horizontale (R'V, RV) parallele aux 
traces horizontales. Par consequent, si Ton mene un plan vertical R'RC perpendicu- 
laire a cette intersection, il coupera les plans proposes suivant deux droites qui for- 
meront avec CD un triangle ayant pour sommet le point R', et pour hauteur la verti- 
cale R'R : de sorte qu'en rabattant ce triangle sur le plan horizontal autour de sa 
base CD, le sommet R' viendra en R'', et Tangle CR"D sera la mesure de Tinclinaison 
des plans proposes. 

Enfin, si les traces etaient toutes paralleles a la ligne de terre, comme dans la 
fig. 9, on couperait les plans donnes par le plan de profil ZXV deja employe au 
n*" 29) ; et par le rabattement dont nous nous sommes servis dans ce numero, on 
obtiendrait Tangle PA"T pour Tinclinaison des plans en question. 

En renversant les operations du n" 47, il sera facile de resoudre le probleme sui- 
vant : Par une droite donnde dans un plan connu par ses traces, conduire un autre 
plan qui fosse ai^ec le premier un angle determind oi ^ 
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49. Construire la position et la grandeur de la ligne qui mesure la plus courte 
distance erUre deux droites nan situies dans le mime plan. 

On salt que^ dans Tespace, deux droites peuvent ne pas se rencontrer, sans etre 
paralleles; alors il y a lieu de chercher, parmi toutes les lignes qui reunissent deux 
quelconques de leurs points, quelle est la plus courte; mais, afin de faire mieux 
saisir la serie d'operations k effectuer pour resoudre ce problbme, nous aliens 
d'abord les indiquer sur une figure en perspective, oil AB et CD [fig. ao) repre- 
senteront les deux droites propos^es. Si, par un point quelconque B de la pre- 
miere, nous menons une droite BE parallele a CD, et que nous imaginions le plan 
ABE, ce plan se trouvera lui-m^me parallMe a la ligne CD; ainsi, en abaissant d'un 
point de cette derni^re une perpendiculaire DE sur le plan ABE, la distance cher-^ 
chee ne saurait 6tre moindre que DF. Mais pour faire voir qu'une droite egale k DF 
peut effectivement reunir deux points des lignes proposees, menons par le pied F 
de cette perpendiculaire une parallele FG k CD ; cette ligne FG rencontrera neces- 
sairement AB en un certain point G, sans quoi AB serait parallele k CD, ce qui est 
contraire a Thypothese admise. Or, si du point G nous elevens la perpendiculaire 
GH sur le plan ABE, elle se trouvera evidemment contenue dans le plan CDFG deja 
perpendiculaire sur ABE, et par consequent GH rencotitrera CD- Cette ligne GH, 
egale et parallele k DF, mesurera done la phis courte distance des droites AB et CD ; 
et Ton voit qu'elle se trouvera perpendiculaire a toutes deux en meme temps, puis- 
4u'elle Test sur le plan ABE parallele a ces droites. 

Pour conGirmeT a posteriori la premiere de ces deux consequences, il suffit d'ob- 
server qu'en joignant deux points quelconques m et n des lignes proposees, la 
droite mn sortira du plan CDFG, toutes les fois que le point n sera different de G ; 
des lors mn sera une oblique par rapport au plan ABE, et cons^quemment elle sera 
plus longue que la perpendiculaire mp qui egale GH. Quant au cas oil le point n 
coinciderait avec G, la droite mG serait oblique par rapport k CD, et par consequent 
plus longue que la perpendiculaire GH, qui demeure ainsi la plus courte de toutes 
les lignes qui peuvent reunir deux points quelconques des droites proposees. 

50. Realisons maintenant les constructions que nous n'avons fait qu'indiquer 
ci-dessus, et Ton reconnaitra (comme nous Tavons annonce n^ 3) la difPerence 
essentielle qui existe entre les precedes vagues de la Geometric ordinaire et les 
methodes precipes par lesquelles la Geometric descriptive obtient les resultats com-^ 
plStement ddterminis^ pour la solution des probl^mes relatifs aux trois dimensions 
de I'espace. 

Soient done (AB, A'B') et (CD, CD') [fig. 21) les deux droites donnees : en 
s'assure qu'elles ne se trouvent pas dans un meme plan, en remarquant d'abord 
qu'elles ne sent point paralleles, et qu'ensuite les points oil leurs projections verti- 
cales et horizontales se coupent, ne sent pas situes ( n^ 39 ) sur la meme perpendi- 
culaire k la ligne de terre. Cela pose, choisissons le point (B, B') de la premiere 
droite pour mener une parallele (BE, B'E') k la seconde, et construisons les traces 
AEQ etQB' du plan qui contiendrait les lignes (AB, A'B') et (BE, B'E'); puis. 
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ababsoos d*un point (D, D') de la deuxieme droite, une perpendiculaire (DF, DT') 
sur le plan AQB', et cherchons (n° 50), au moyen du plan projetant DRR', le point 
(F, F') oil cette perpendiculaire rencontre le plan AQB', Maintenant il faudra 
mener par le pied (F, F'), et parallelement a (CD, CD'), une droite (FGr, F'G') qui 
devra necessairement {n**49) couper (AB, A'B'); par consequent les deux points 
Get 6' devront etre sur une m^me perpendiculaire a la ligne de terre. Ensuite, du 
point (G, G'), nous menerons parallelement a (DF, D'F') la ligne (GH, G'H'); et 
commeelle doit aussi rencontrer la droite (CD, CD'), il faudra encore que H et 
H' se correspondent sur une meme perpendiculaire a la ligne de terre. Alors GH et 
GH' seront les projections de la plus courte distance demandee; puis, pour en obte- 
nir la grandeur absolue, on prendra (n^ 17) sur Thorizontale menee par le point G', 
une partie KG"" = GH, et Ton tirera la droite G"H' qui sera enfin la vraie longueur 
de la distance en question. 

On pourrait encore resoudre le meme probleme, en cherchant Tintersection de 
deux plans perpendiculaires a AQB', et passant Tun par la droite (AB, A'B'), 
Tautre par la droite (CD, CD'). D^'Oilleurs ces plans se determineraient en abaissant 
une perpendiculaire sur AQB' par un point de chacune des droites propos^es; mais 
nous laisserons au lecteur 1% soin d'executer ces constructions. 

51 . Si les deux droites proposees etaient paralleles entre elles, leur distance 
serait partout la meme, et pour Tobtenir, il suffirait de chercher la plus courte dis^- 
tance de la premiere droite a un point de la deuxiime, par exemple, a la trace hori«-* 
zontale de celle-ci; or c'est la un probleme dont nous avons donn^ la solution dans 
lesn*^'36et37. 

Les diverses questions que nous venons de parcourir renferment tons les k\^ 
ments necessaires pour resoudre les problfemes oil il n'y aura a combiner que de^ 
droites avec des plans, et Ton en trouvera des applications utiles dans le chapitre 
suivant. Ici, nous ferons seulement observer qu'etant donnees les projections de 
tous les sommets d'un polyfedre, on saura determiner la position et la longueur de 
chacune de ses aretes, rinelinaison de chaque face sur le plan horizontal ou Tangle 
de deux faces entre elles; on pourra aussi construire en rabattement, et dans ses 
vraies dimensions, le polygene qui forme une quelconque de ces faces, puis trouver 
la section que produirait dans le polyedre un plan dont la position serait assignee. 
Reciproquement, si la situation du polyfedre est definie par d*autres conditions en 
nombre suffisant, on pourra en conclure ses deux projections : mais, comme les 
precedes varieront necessairement avec le choix des donnees, nous ne citerona 
qu'un exemple qui sufiira pour indiquer la marche a suivre dans d'autres cas. 

' 52. Un parallelipipede rectangle repose, par sa base^ sur un plan qui e^t incline a 
f horizon dune quantiU ca, et qui a pour trace horizontale PQ (y?^. 22) ; une des 
ar£tes de cette base estprojetee horizontalement suii^ant AB^ tandis que les deux autres 
aretes contigues avec celles'-ld, ont des longueurs donnees V et 1" : on demande de 
construire les projections horizontale et verticale de ce corps. 

Par le sommet B, imaginons un plan de profil PRR' perpendiculaire a la trace 
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PQ : il coupera le plan donne suivant une droite qui formera avec PR Tangle «; 
par consequent, si Ton rabat ee profil autour de PR, et que Ton construise Tangle 
RPR'' = 0), puis que Ton ramene le point R" sur la verticale RR', la droite R'Q sera 
(n^ 45) la trace verticale du plan donne ou repose la base du parallelipipede. 
D'ailleurs, si nous rabattons ce dernier plan autour de PQ, le point projete en B, 
et qui est situe en B" sur le profil, se transportera 6videmment en b; de sorte que 
Ab sera le rabattement et la vraie longueur de Tar6te projet^e en AB sur le plan 
horizontal. Alors, en tirant la droite Ad egale a /' et perpendiculaire sur A6, on 
obtiendra deux des cotes de la base rabattue; puis, en relevant cette face, on ve?ra 
aisement que ces deux cotes sont projet^s suivant AB et AD, et le parallelogramme 
ABCD sera la projection horizonlalede la base du parallelipipede. Cela pose, Tarete 
perpendiculaire k cette base et qui part de Tangle B, est projetee horizontalement 
(n** 53) sur la droite indefinie BP perpendiculaire h PQ, tandis que sur le profil, 
cette arfite est representee dans sa veritable grandeur par la ligne B"F", egale a l" 
et menee k angle droit sur PR"; par consequent, si Ton projette Textremite F" 
en F, BF sera la projection horizontale de Tarete en question : puis, en formant le 
parallelogramme ABFE, et achevant les autres faces par le moyen de diverses paral- 
leles, on obtiendra aisiment la projection complete ABCDHEF6 de tout le corps 
sur le plan horizontal. 

Quant k Tautre projection, on observera que les c6tes AD et CD se trouvent dans 
leplanPQR', etqu'ainsi (n**25) leurs projections verticales sont A'K' et M'N' qui, 
par leur rencontre, determinent le point D', projection verticale de Tangle D (*). 
Si, de plus, on projette le sommet C en C sur M'N', on pourra achever le paralle- 
logramme A'D'C'B'; et apres avoir mene par les quatre angles de cette base, des 
perpendiculaires a la trace QR', il suffira de projeter sur ces droites indefinies les 
points E, F, G, H, en E', F', G', H', ce qui d'ailleurs devra fournir des droites res- 
pectivement parallMes aux c6tes de la base inferieure A'B'C'D'. 

II restera enfin k discerner quelles sont les aretes visibles sur chacun des plans de 
projection, en observant les regies etablies n°* 13 et 16; et Ton devra se rappeler 
que le point de vue 6tant different pour le plan vertical et pour le plan horizontal 
(n**16), une meme arfite, telle qu'ici (AD, A'D'), pent etre visible sur un des 
plans et invisible sur Tautre. 

ThAme du changement de plans de projection. 

52 {bis). II arrive quelquefois, dans une epure de coupe de pierre ou de char- 
pente, que pour trouvcr certaines parties du probleme, on a recours a des plans de 
projection auxiliaires, differents de ceux qui ont servi a exprimer les donnees de 
la question. Ce passage d'un systeme de plans a un autre systeme s'explique et se 

"■^■■■~" — — — ' ' > 

(*) Onpourrait aussi Irouverles points D', C, B', d'apr^s leurs projections horizontales et leurs hauteurs 
au-dessus de la ligne de terre ; car ces hauteurs seraient fournies par le profil oil les points en question sont 
projette tous sur ia droite PR". 
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justifie dans chaque exemple par des considerations fort simples, qui ne m^ritent 
pas qu'on les regarde comme formant une theorie nouvelle. Toutefois, pour satis- 
faire aux programmes des services publics, nous allons donner ici quelques regies 

generales. 

I. Si les plans primitifs, que je designerai, pour abreger, par P et F, ont pour 
ligne de terre ay, et qu'on veuille substituer au plan P un autre plan horizontal P* 
qui ait pour ligne de terre x^y^f autour de laquelle le plan P* sera rabattu sur le 
plan F, suivant I'usage ordinaire, il est evident qu'un point de Tespace qui avail 
pour projection horizontale A et pour projection verticale A', devra conserver cette 

dernifere projection A', et quant a sa nouvelle pro- 
jection A^ sur le plan horizontal P*, on Tobtiendra 
manifestement en prenant sur la droite AA' une 
distance/A* egale ^ eA. De meme, le point de Tes- 
pace (B, B') aura pour nouvelles projections B' et 
B'; et enfin la droite ( AB, A'B') aura pour projec- 
tion verticale A'B', et pour nouvelle projection 
horizontale la droite A'B' parallfele k AB. 

Pour un plan quelconque n qui aurait ete d^- 
fini sur les plans primitifs par ses traces ajS et ]3/, 
la trace verticale restera 6videmment la meme ^/; 

et quant k sa nouvelle trace horizontale sur le plan P', elle partira necessairement 

du point & sur a?'j^, et sera la droite &e parallele a a]3. 
On agirait semblablement si Ton voulait deplacer le plan vertical P', en le laissant 

parallele ksa premiere direction. 

II. Supposons maintenant que des deux plans primitifs P et F qui ont pour ligne 
de terre ar/f on veuille garder le plan horizontal P, et remplacer P' par un plan P' 
aussi vertical, mais ayant pour ligne de terre sur le plan P, la droite quelconque 
xy , autour de laquelle il faudra concevoir que le plan P' a tourne pour se rabattre 

sur P. Alors, une droite qui avail pour 
projections primitives AB et A'B', conser- 
vera necessairement la meme projection 
horizontale AB. Quant k sa nouvelle pro- 
jection verticale surP', il suffira evidem- 
ment d'abaisser des points A et B des per* 
pendiculaires sur la nouvelle ligne de terre 
a?y ; puis, en prenant les hauteurs 

D'A' = D'A', C'B'=C'B', 

on obtiendra la nouvelle projection A'B* 

sur le plan rabattu P'. 

Pour un plan quelconque n dont les traces primitives etaient aj3 el jS/, la trace 

horizontale a]3 restera necessairement la lueme, et en la prolongeant jusqu'a ce 

qu'elle coupe la nouvelle ligne de terre x^y^ en un point ^', ce dernier point appar- 
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tiendra k la trace verticale du plan n sur le plan P^ D'ailleurs ce plan P*, relev6 
dans sa position verticale, coupe le plan vertical primitif P' suivant la verticale zz 
qui allait rencontrer le plan n au point z' ; done, quand on rabattra le plan P' autour 
de x^y*, cette verticale zz' deviendra la droite zz* perpendiculaire k la charniere 
a?y , et le point z* appartiendra a Tintersection des plans tt et P* ; c'est-a-dire que 
z* sera un point de la trace de n sur le plan P*, et consequemment cette trace 
chercheesera (J*js*6*. 
III. Le cas qui precfede est le seul vraiment utile; mais, pour montrer que la 

question est susceptible d'une solution tout 
k fait generale, nous aliens resoudre encore 
le probleme suivant. 

Les plans primitifs etant le plan horizontal 
P et le plan vertical P', rabattus autour de 
leur ligne de terre XY, et sur lesquels on 
donne les projections M et M' d'un certain 
point de Tespace : on veut trouver les pro- 
jections de ce memo point sur deux nouveaux 
plans P' et P*, perpendiculaires aussi entre 
eux, et dont le premier P^ a pour traces pri- 
mitives a]3 et ]3/, tandis que leur ligne de 
terre ou leur intersection mutuelle est une 
droite projetee horizontalement sur ary. Nous 
n'avons pas besoin d'assigner sa projection 
verticale que Ton trouverait aisement, puis- 
que cette ligne de terre est dans le plan 
connu a^y. 
Par le point (M, M') menons un plan de profil perpendiculaire k aj3, et conse- 
qmemment vertical; il aura pour traces horizontale et verticale MC^ etdd\ et cou- 
perale plan a]3y suivant une droite qui, rabattue avec le profil autour de Cd, devien- 
dra ^videmment Cd\ Quant au point (M, M') entraine avec ce profil, il prendra 
une position M'" qui s'obtient en ^levant sur la charniere Cd une perpendiculaire 
MM* = HM'. Alors, en abaissant la perpendiculaire M'Y' sur Crf", et en relevant le 
profil, on doit bien voir que le point q'' serait la projection du point (M, M') sur le 
plan a/3/ ou P*.Mais, comme, pour faire usage du plan de projection P*, il fautne- 
cessairement le rabattre sur notre feuille de dessin, faison&-le tourner autour de aj3, 
et le point 9'^ viendra se placer en m*. II reste a trouver ce que deviendra la ligne de 
terre projetee sur a?y, et situee dans le plan aj3y'. Or, en tirantdu point j^ une perpen- 
diculaire ind efinie sur la charniere aj3, et en decrivant un arc de cercle avec le rayon 
/3y, on voit bien que y* sera le rabattement du point (y,y); ainsi la nouveile 
ligne de terre sera rabattue suivant ocy^. Enfin, si Ton con^oit le planP* rabattu 
aussi autour de xy*, il suffira de mener par m* une perpendiculaire indefinie sur 
ay^t et de prendre la distance Km* egale k M"q'% pour obtenir les deux projections 
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m* et Tpf du point (M> M') sur les plans P* et P* rabettus autour dc leu* ligne de 
terreajy^. 

IV. On voit assez, par ces details, qu'il n'y a pas la de theorie nouvellc ; d'ailleurs 
nousavions dejk maintes fois employ^ des precedes analogues dans le& epures qui 
precedent. Ainsi, dans \^fig* 9, le p!an de profil qui nous a serri est vraiinent un 
nouveau plan vertical ayant pour ligne de terre la droite VX. 11 en est de meme dans 
\^fig^ 16, oil le plan vertical PRR' rabatlu suivant PRR" peut etre appele un nouveau 
plan vertical sur lequel la trace du plan secant est A''B. Encore, dans \^fig^ i4f 1^ 
plan A9B' men^ par la droite et le point donne, et que nous avons rabattu suivant 
AiJ;B", peut^lre considere comme uu nouveau plan de projection, ayant pour ligne 
de terre A(p, et sur lequel la solution C'M"du probleme se trouve immediatement, 
puis se ramene ensuite sur les deux plans primitifs. Yoyez aussi \^fig* 60, oil la 
seconde solution ^quitatit \ projeter les aretes du cylindre sur un plan vertical 
auxiliaire BB" parallels a ces ardtes. 

Ajoutons enfin que, danfe la^^. 13, la distance cherchee peut s'obtenir plus vite 
en regardant le plian vertical ACC mene par le point (A, A') perpendiculairement a 
PQ, comme un nouveau plan vertical que Ton rabattra autour de sa ligne de terre 
AC; alors, en cherchant la position A* que prendra le point (A, A') sur ce plan 
rabattu, et la nouvelle position DC^ que prendra la droite d'intersection qui reunit 
les points de Tespace D et C, il suftira d*abaisser du point A^ une perpendiculaire 
sur DC . Nous engageons le lecteur a executor cette construction, qui est fort simple. 



CHAPITRE III. 

RESOLUTION DE l' ANGLE TRiilDRE. 

55. Dans un angle solide a trois faces SABC {jig. a3), le sommet offire trois 
angles plans et trois angles diedres : les premiers sont les angles recttlignes formes 
par les aretes entre elles, les autres sont les inclinaisons mutuelles des faces. De 
ces six angles, trois quelconques etant donnes, il s'agit de trouver les autres, ce 
qui offre six problfemes distincts; car, en designant par A, B, C les angles difedres 
qui ont respectivement pour aretes SA, SB, SC, et par a, §, 7 les angles plans oh 
faces qui sont opposes a ces angles diedres, on peut donner : 

I® Les trois faces ou angles plans «, €, 7 

2^ Deux faces et Tangle diedre compris tt, 6, C 

3** Deux faces et Tangle difedre oppose a Tune d'elles. ... «, €, B 

4® Deux angles diedres et une des faces opposees A, B, € 

5* Deux angles diedres et la face comprise A, B, 7 

6* Les trois angles diedres A, B, G 

Ce sont Ik evidemment les seules combinaisons vraiment distinetes; et tnSme 4es 
trois derniers cas peuvent se ramener aux trois autres par le secotirs d'un angle 
triedre supplimentaire. 



$4* D*uii point quelcoaqua S' pris dans Vintirieur de Tangle solide S« akaissoas 
une perpendiculaire sur chacune de ses faces; et pour fixer les idees» regardons la 
plan BSC cpmine horizontal et Tarete SA comme situee au-dessus de ce plan. Nous 
formerons ainsi un second angle triedre S' ayant pour aretes la verticale S' A^ avec 
les deux droites 6' B\ S' C, respectivenient perpendiculaires sur les faces ASC, ASB; 
et ce nouvel angle solide est dit supplementaire du premier, parce que les £ices ei les 
angles diedres de I'unsont les supplements des angles diedres et des faces de Tautre. 
Mais, avant de deryiontrer ees relations reciproques, observo^s qu'il n'e«t pas indif- 
ferent, pour former le nouvel angle solide, d'abaisser les perpendiculaires de tel 
ou tel point de Tespace; car trois droites ou trois plans qui se coupent en un meme 
point S', et qui sont prolong^s de part et d'autre de ce point, determinent toujours 
huit angles triedres differents, parmi lesquels il n'y en a que deux (symetriques 
Tun de Tautra et opposes par le sommet) qui soient vraimeqt supplementaires de 
Tangle donpe SABC» Aussi, pour ne pas commettre d'erreur dans la maniere de 
proloQgar les perpendiculaires, nous avons reoommande de les abaisser sur les 
faces, k partir d'un point pris dans Tinterieur de Tangle solida propose; epsuite on 
pourra transporter oil Ton youdra dans Taspace Tangle S' ainsi forme, 

55. Cela pos6, fm designant par A', B', C les angles diedres compris entre les 
face3 qui se coupent suivant S' A', S' B', S' G, et par a\ 6', y les faces opposees a ces 
aretes, on voit que le plan A'S'B', perpendiculaire aux deux faces BSC, ASC, les 
coupera suivant deux droites A'E, B'E, qui seront elles-memes^^ii^erpendiculalres 
sur SC; et par consequent Tangle A'EB' sera la mesure de Tangle diedre G. Or le 
quadrilatere plan S' A' EB' a deux de ses angles qui sont evidemment droits, savoir : 
A'et B'; done las deux autres sont supplementaires, et Ton a 

A'S'B'-f- A'EB'=i8o% oubien y'-hC = i8o«; 

on prouvera de meme que . S'4-B = i8o*', 

a'-4-A = i8o«, 

* 

en considerant les quadrilatferes 6' A' DC et S' C FB' formes par les sections que 
produisent les faces A' 8' C et B' S' C dans Tangle solide S. Done Us faces de V angle 
solide S' sont bien les supplements des angles diedres de S. 

56. Maintenant, considerons les angles diedres de S'; les deux faces B'S' A' et 
CS' A' coupent le plan BSC auquel chacune est perpendiculaire, suivant les droites 
A'E et A'D; done Tangle rectiligne DA'E est la mesure de Tangle diedre A'. 
Mais dans le quadrilatere SDA^ E, les angles D et E sont evidemment droits, puisque 
la face A'S'B' est perpendiculaire sur SC, et A'S'C sur SB; par consequent, les 
deux autres angles de ce quadrilatere sont supplementaires, et Ton a 

DA'E-hDSE = i8o«, ou bien A'H-a=i8o«; 

on prouvera de meme que. , B'-f-S = i8o°, 

C-h7 = l8o^ 

au moyen des quadrilateres SEB' F et SDC F. Done les angles diedres de &' sont les 

4. 
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suppliments des faces de^\ et Ton peut dire que ce dernier angle solide est ^ son 
tour supplimentaire de V angle S'. 

57. Remarquons ici qu'en decrivant, du point S comme centre, une sphbre d'un 
rayon quelconque SA, elle serait coupee par les faces de Tangle solide S, suivant trois 
arcs de grands cercles AB, BC» CA, lesquels formeraient un triangle sphirique^ dont 
les cotes mesureraient les angles plans a, §» 7, et dont les angles ne seraient autre 
chose que les inclinaisons A» B, G des faces de Tangle solide. Par consequent, la con- 
struction de ce dernier, d'apres la connaissance de trois de ses elements^ revient k la 
solution graphique des problemes que traite par le calcul la trigonometric sph^- 
rique. D*ailleurs, si Ton transportait au centre S Tangle solide S', ses faces coupe- 
raient la meme sphere suivant un autre triangle qui serait le triangle supplementaire 
ou polaire de ABC, et dont on fait usage aussi dans la trigonometric sph^rique (*). 

58. Revenons maintenant aux six problemes que nous avons ^nonces n® 53, et 
observons que, quand on donne les trois angles diedres A, B, G, on peut trouver 
tout de suite leurs supplements, qui seront ( n° 55 ) les faces a', 6', 7' d'un autre angle 
solide S'; or si, par le premier cas du n^ 55, on sait deduire de ces nouvelles don- 
nees les angles diedres A', BS G' de cet angle S', il n'y aura plus qu'k prendre les 
supplements de ceux-ci pour obtenir (n^ 56) les faces a, §, 7 de Tangle solide pri- 
mitif S. On voit par Ik que le sixieme cas se ramene au premier; et de meme on 
reduira le cinquieme au deuxieme, et le quatri^me au troisi^me. Nous aliens done 
nous occuper seulement de la resolution des trois premiers problemes. 

59. Premier cas. itant donnees les trois faces a, §, 7 {^g. 24) d'un angle solide, 
trouver les trois angles diedres A, B, G. 

Soient A''SB, BSG, CSA'les trois angles donnas, supposes rabattus sur le plan 
de la face BSC, que nous regarderons comme le plan horizontal de Tepure ; il est 
clair que, pour recomposer Tangle solide, il suffirait de faire tourner les deux faces 
laterales A" SB, A'SC autour des droites SB et SC, comme charnieres, jusqu*k ce que 
les deux lignes SA"et SA' vinssent coincider Tune avec Tautre; et leur position 
commune dans Tespace serait celle de la troisieme arete, dont nous designerons la 
projection inconnue par SA. Pour la determiner, prenons sur les droites rabattues 
SA' et SA'^ deux distances quelconques, mais egales, SD' = SD''; alors les points jy 
etW devront evidemment se reunir dans la formation de Tangle solide; puis, comme 
en tournant autour des droites SG, SB, ils ne sortiront pas des plans verticaux DTD, 

(*) A la rigueur, pour avoir le triangle polaire de ABC dans la situation oCi on Temploie ordinairement 
dans la lrigonom6trie, il faudrait adopter Tangle solide sym^trique de S'A'B'C, lequel s'obtiendrait enpro- 
bngeant les trois arStes au deli du point S'; c'est-&-dire qu'il edi fallu, d^ le commencement, Clever par 
le somniet S trois perpendiculaires aux faces de cet angle solide, Tune sur BSC et situ4e du mdme c6t6 de 
celle face que Tar^te SA; I'aulre sur CSA et du ro6me c6t^ que Far^te SB; enfin, la troisieme sur ASB et 
du m^me cdt^ que SC. L'angle solide ainsi construit aurait coup^ la sphere pr^istoent suivant le triangle 
polaire de ABC; mais la figure edi 6v6 peu intelligible sans le secours des triangles sph^riques: c'est pour- 
quoi nous avons pr^f^^re la conslruction du n"* 54 ; d'autant plus qu'ici, oii il ne s'agit que d'angles solides, 
ceux qui sent sym^triques I'vi de Tautre se trouvent compost avec les mdmes 61^ments dispoete aeulo* 
ment dans un autre ox^Te, et que les relations suppUmentaires sent 6galement vraies« 
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ITED, perpendiculaires a ces derniferes, il s'ensuit que les points rabattus en D' et D" 
iront coincider avec le point de Tespace qui est projete horizontalement en D, et, 
par consequent, la troisifeme arete de Tangle solide aura pour projection SDA. 

D'aiUeurs le plan vertical FD, perpendiculaire a SC, devra couper les deux faces 
qui passent par cette arete, suivant les droites FD et FD' qui, etant relevees, com- 
prendront entre elles un angle egal a I'inclinaison de ces faces, et qui formeront 
un triangle rectangle avec la verticale D ; par consequent, si Ton rabat ce triangle 
autour de FD, en elevant sur cette base une perpendiculaire indefinie DG' que Ton 
terminera par un rayon FG' = FD', on obtiendra ainsi Tangle rectiligne G'FD pour 
la mesure de Tangle difedre C qu*il s'agissait de trouver. 

De m6me le plan vertical ED coupera les deux ^ces passant par SB, suivant des 
droites ED et ED" qui, 6tant relevees, comprendront entre elles la mesure de Tangle 
dibdre B ; et comme ces droites forment aussi avec la verticale D un triangle rectangle 
dont elles sont la base et Thypotenuse, on pourra ais^ment construire le rabatte- 
ment G''ED de ce triangle, et Tangle B sera mesure par DEG". On observera d'ail- 
leurs que les deux verticales DG' et DG'' devront se trouver egales, puisque Tune et 
Tautre expriment la hauteur du point unique de Tarete SA, qui est projete en D. 

Pour obtenir le troisieme angle difedre A, on menera un plan secant perpendi- 
culaire a SA par le point de cette ar^te qui est projete en D, et rabattu en D' d'une 
part, et en D'' de Tautre. Ce plan coupera les faces lat^rales suivant des droites D'N 
et D"M , respectivement perpendiculaires a SA' et SA"; et consequemment son in- 
tersection avec la face BSCf sera la droite MN qui devra evidemment se trouver 
(n^33) perpendiculaire sur la projection horizon tale SA de la troisieme arete. Si 
done avec les trois lignes D"M, MN, ND', on construit le triangle PMN, Tangle au 
sommetPsera precisement la mesure de Tangle difedre qui a pour arete SA. 

Remarquons en outre que ce triangle, avant d'etre rabattu autour d6 MN, avait 
son sommet P situ^ au point de Tarete SA qui est projete en D. Mais puisque cette 
charni^re MN est perpendiculaire, comme nous venons de le dire, au plan vertical 
SA, le point P n'aura pas du sortir de ce plan ; et, par consequent, il faudra qu'il 
se trouve rabattu sur le prolongement de la droite SDA, ce qui est une verification 
-essentielle k observer. 

60. Les constructions pr^c^dentes sont pareillement applicables au cas ou les 
trois angles a, S, y, ou bien quelques*uns d' entre eux, se trouvent obtus : seule- 
ment, pour que le problj^me soit possible, il fauttoujours, i^ que les trois angles 
a, S, 7, fassent une somme moindre que quatre droits; 2^ qu'en outre le plus grand 
de ces angles soit moindre que la somme des deux autres. En effet, si ces condi- 
tions n'etaient pas remplies par les donnees de la question, il est facile de voir que 
les operations grapbiques fourniraient pour la construction des triangles FDG' et 
EDG", des hypotenuses plus courtes que les bases : tandis que ces triangles seront 
possibles, si les deux conditions ci-dessus enoncees sont satisfaites, et, par suite, 
Tangle solide pourra etre compose avec les donnees du problems. 

61. Riduire un angle a F horizon. Ceproblfeme^ qui est utile dans la levee des 
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plans, a pour objet da trouver la projection horizontale d'un angle a qai est connE 
de grandeur, et dent les cotes font, avec la verticale abaissee du somniet, des 
angles donnes € et 7. Or, si Ton imagine un angle solide ayant pour ses trois aretes 
cette verticale et les deux cotes de Tangle propose a, on connaitra les faces a, S, 7 
de cet angle solide, et la projection demandee sera evidemment Tangle rectiligne 
qui mesure Tangle difedre A compris entre les deux faces verticales; par conse- 
quent, ce probleme rentre dans celui du n^ 59, et pourrait etre resolu de la meme 
maniere, si la supposition qu'une des aretes est ici verticale, ne permettait de don«- 
ner k la figure une disposition plus commode. 

(Fig- 25.) Dans un plan quelconque, formons, avec la verticale SA, les angles 
ASB = 7, ASC = 6; puis, en laissant invariable la grandeur de ce dernier, fai- 
sons-Ie tourner autour de SA jusqu'a ce que le cote mobile 6G forme, dans Tespace, 
un angle a aveq le cdl6 fixe SB ) par la nous obtiendrons Tangle donne, exacte- 
ment dans la situation que lui asaigne le probleme, et ensuite il nous sera facile 
d'en deduire la projection horizontale. Or, dans ce mouvement de revolution autour 
deSA, le pied C du cote mobile decrira un arc de cercle CC, dont le centre sera en A, 
et il s'arretera sur cet arc en un point C tel, que sa distance au point fixe B sera 
evidemment la base d'un triangle qui aura pour cotes des droites egales k SB et 
SC, tandis que Tangle compris egalera a, Si done on construit sur le plan vertical 
un angle BSC = a, ^t que Ton prenne SC = SG, la droite BC sera la distance dont 
nous parlions; puis, en la rapportant par un arc de cercle de B en C, on connaitra 
la position C oil doit s'arreter le pied du cot^ mobile SC, et, par suite, cette droite 
se trouvera projetee horizontalement suivant AC. D'ailleurs, le cote fixe SB etant 
projete sur AB, on en conclura que Tangle a, dans Tespace, a pour projection ho^ 
rizontale BAC^; ainsi ce dernier angle, qui pent etre plus grand ou plus petit que a, 
est celui qu'il f^ut employer sur une carte topographique oil tons les objets doivent 
etre representes par leurs projections. 

62. DEUXiiiME CAS. J&tant donnees deux faces a, € dun angle, solide ^ a^ec tangle 
diedre camprU G, trower les auires parties. 

(Fig. 26.) Soient BSC = a, GSA' = § les deux faces donnees rabattues sur le 
plan horizontal; en faisant tourner la seconde autour de SG jusqu'k ce qu'elle forme 
avec BSG Tangle diedre G, on obtiendra deux faces de Tangle solide dans leur veri- 
table situation. Or, pendant ce mouvement de rotation, un point D' pris a volonti 
sur Tarete mobile ne sortira pas du plan vertical DTM perpendiculaire a la char* 
niere; si done, dans ce plan rabattu autour de FM, on construit Tangle MFK = C, 
et que Ton prenne la distance FG' = FD', il est evident que le point D' viendra coin- 
cider avec G\ et, par suite, qu'il sera projete horizontalement en D, lorsque la face 
mobile ASG aura pris Tinclinaison assignee par la question. Maintenant, le point 
de Tespace qui a pour projection D et G' appartient a la troisieme face inconnue, et 
si on la conceit rabattue autour de SB, le point (D , G') ne sortira pas du plan verti- 
cal DED'' perpendiculaire a cette eharniere ; done, comme ce point doit aussi rester 
i une distance du sommet egale a SD', si Ton decrit avec cette distance un arc de 
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cercle, il coupei»a la df oite ind^finie DE au point D" qui determinera Tangle D"'SB 
pour la troisicme face inconnuo. Alors les trois faces de Tangle solide etant trou* 
v6efl, on rentrera dans le problemc du n** 59, qui a enseigne it conetruire les angldi 
diedres. 

Oti pouvait aussi en)ployer la distance MG' (Jui 6gale Avidemmdnt MD", pour de- 
crire un aire de cercle dont la rencontre avec le premier aurait determine le point D". 

63. Troisii^me CAS. Etant donnies deux faces a, 6 d'un angle soUdCf cwec Vangle 
diidre B opposS a rune d'eUeSy trouver les autres parties . 

[Fig. n*].) Soient encore BSC=:«> CSA'==€ les deux faces donnies rabattnes 
sttf le pl-an horizontal. Si, dans un plan vertical EF perpendiculaire sur Tarite SB, 
on coHstruit Tangle REF =: B, et que Ton imagine un plan indefini passant par SB 
et ER, ce plaa indiquera la position de la face inconnue; de sorte que^ pour compo-' 
ser Tangle solidei il ne restera plus qu'li faire tourner la face A'SC autour de CS, 
jusqu'fiL ce que Tar^te SA^ vienne se placer dans le plan SER. Pendant ce mouvement 
de rotation^ le point D' de Tarete mobile ne sortira pas du plan vertical D' FM> 
niene par le point F perpendiculairement k la charniere CS ; et^ par consequent/ ce 
point D' s'arrStera sur Tintersection du plan vertical FM avec le plan indefini SER< 
Or cette intersection est une droite qui part de My et vient rencontrer la verticale F 
au meme point evidemment que la droite ER relevee; si done, pour trouver cette 
hauteur, on tire la ligne FR perpendiculaire k EF, puis qu'on reporte FR k angle 
droit sur FM de F en R', la ligne MR' sera Tintersection dont nous avons parU> et 
c'^sl sur cette droite que devra s'arr6ter le point D' de Tarete mobile SA'. AInsi, 
en difecrivant avec le rayon D'F un arc de cercle qui coupe MR' en G, on obtiendra, 
dans le plan vertical FM, la position G d'un point de la troisifeme ar^te SA, et il 
sera facile d'en deduire la projection horizon tale D. 

Maintenant observons que ce point G, situ6 dans le plan vertical MF> appartient 
a la face inconnue: et que quand on rabattra celle-ci autour de Tari^te SB> it ne 
cliangera pas de distance par rapport aux points M et S situ^s sur la charaiere. Or 
ces distances sont evidemment MG et SD'; si done, avec ces droites pout rayons, 
on decrit deux arcs de cercle, leur rencontre D"' determinera le rabattement du 
point G(*), et par suite la face inconnue sera D"SB. Une fois cette face trouvee, 
on retombera sur le cas du n^ 59, et Ton saura construire les aotres parties de 
Tangle solide. 

64. Remarquons que Tare de cercle decrit avec le rayon ED' coupera generale- 
ment la droite MR' en deux points G et g^ : de sorte que la face A' SC, en tournant 
autour de CS, pourra prendre deux positions dans ehacune desquelles Tarete SA' se 
trouvera situie dans le plan indefitii SER ou SMR'; pour Tune de ces positions, le 
point D' s'arrete enG, et pour Taulre il vient en g. Par consequent, si Ton rabat 
ce dernier point autour de SB, comme on Ta fait pour le premier, il se transportem 
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(*) On pouvait aussi trouver le rabattement D", en combinant un de ces deux arcs avec la droite DD' 
inei^ perpendieulairemetit k la charoi^e SB-, par la projection borizontale D du point Q, 
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en rf", et d''SB sera alors la grandeur de la troisieme face inconnue. II y aura done . 
deux angles solides differents que Ton pourra composer avec les donnees a, € et B ; • 
resultat tout a fait analogue avec ce qui arrive dans la construction d'un triangle < 
rectiligne oil Ton connait deux cotes et Tangle oppos^ k Tun d'eux. K 

II n'est pas besoin d'aj outer que si Tare decrit avec le rayon FD' ne faisait -que ^ 
toucher la droite MR% il n'y aurait plus qu'une solution; et que le problbme serait 
impossible, si cet arc ne rencontrait pas du tout la droite MR'. 

Gependant il importe d' observer que la deuxibme solution devrait etre rejet^e, si 
le point g tombait sur MR' au-dessous de MF, c'est-k-dire au-dessous du plan hori- 
zontal (nous supposons ici qu'on aura soin de construire Tangle donne B, aigu ou 
obtus, toujours au-dessus du plan de projection). En effet. Tangle solide qu'on 
obtiendrait alors se trouverait evidemment compose avec les faces a^ §, et un angle 
di^dre suppl^mentaire de B : or, comme ce dernier est ici donn6 graphiquement, et 
non pas par la valeur de son sinusj il ne pent y avoir d'ambiguit^ sur sa grandeur, 
et, par consequent, il n'est pas permis d'adopter indiff^remment B ou i8o^ — B. 

Par la meme raison, il faudrait rejeter les deux solutions et declarer le problfeme 
impossible avec les donnees actuelles, si les points G et ^ tombaient Tun et Tautre 
au-dessous de Thorizontale MF; ce qui, au reste, ne pourra arriver que quand 
Tangle di^dre B sera obtus. 

Remarque. Quoique les trois derniers problemes du n^ 53 puissent 6tre ramenes 
aux trois premiers par le moyen d'un angle solide supplementaire, ainsi que nous 
Tavons montre au n^ 58, il est int^ressant et quelquefois utile d*en avoir une solu- 
tion directe. Nous aliens done Texposer, en prevenant toutefois les lecteurs qui com- 
mencent k ^tudier la Geometric descriptive, que cette solution suppose la connais- 
sance des plans tangents aux surfaces courbes; ainsi ils feront bien de differer la 
lecture de ce qui suit, jusqu'k ce qu'ils aient 6tudie au moins les chapitres II et III 
du livre second. 

65. QuATRiiME CAS. £tant donnds deux angles diedres X ei B d'un angle solide, avec une ties faces 
opposdes 6, trouver les auires parties, 

(PL ^^fig^ I.) Adoptons pour plan horizontal celui de la face inconnue 7, et tra^ns-y le rabattement 
ASC" de la face donn^e 6; ensuite, perpendiculairement k TarSte SA> menons le plan vertical D'EF, sur 
lequel nous tracerons Tangle D'ED 6gal au di^dre A donn4 par la question. Alors, si nous faisons tourner 
la face ASG' autour de AS jusqu'^ ce qu'elle yienne se placer dans le plan SED', le point D'se transportera 
en D' qui se projelte horizontalement en D; et pour composer Tangle solide, 11 n'y aura plus qu'4 conduire 
par Tar^te ( SD, ED' ) un plan qui forme avec le plan horizontal un angle ^al au di^dre B. A cet effet, dans 
le plan vertical EF, tirons la droite D'F qui fasse Tangle D'FD= B; puis, aprds avoir fait tourner cette 
droite autour de la verticale D'D pour engendrer un c6ne de revolution dont la base sera le cercle DF, me« 
nons ce cdne a un plan tangent qui passe par Tardte (SD; ED'). Ge plan aura pour trace la droite S6B tirte 
du point S tangentiellement au cercle du rayon DF, laquelle sera la troisi6me ar^te de Tangle solide en 
question, et d^terminera la face ASB = 7. Quant k la troisieme face a, qui est rabattue ici suivant BSC, on 
verra ais^ment qu'elle se construit en prenant sur la perpendiculaire DG une longueur 6D"' ^ale i la 
gte^ratrice D'F du c6ne auquel cette face est tangente. 

66. ClNQUi^ME GAS. J^tont donnSs deux angles diedres A. etBd'un angle solide^ avec la face comprise y, 
trouper les autres parties, 

{PL ^^Jlg* a.) Aprto avoir trac6 sur le plan horizontal un angle ASB = 7 pour repr^nter la face con- 
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nue, nenoDS un plan vertical EF perpendiculaire k Tardte SA, et tra^ns-y Tangle F'EF egal au di^re A ; 
semblablement, dans un plan perpendiculaire k TarSte SB, construisons Tangle G'KG = B. Alors les plans 
SEF' et SKG' seronl ceux des faces inconnues; et pour oblenir un second point D de la projection SDC de 
leur intersection, il suffira de les couper par un meme plan horizontal quelconque. On prendra done les 
hauteurs ^ales EH' = KL'; puisen menant des droites H'F', L'G', respectivement parall^les aux deux lignes 
de terre £F, KG, on obtiendra les deux sections horizontales F'D, G'D, qui par leur rencontre feront con- 
nattre le point cherch^ D. Enfin, pour rabattre les deux faces qui se coupent suivant SDC, on prendra les 
perpendiculaires MD''= EF', ND"'= KG', et ces deux faces auront 6videmment pour vraies grandeurs ASC? 
elBSC*. 

67. Sixi^B CAS. £tantdonnes les trois angles diedres A, B, C ^un angle solide, trouver les trots faces 

[PL S,^g. 3.) Sur le plan horizontal que nous supposons coYncider avec celui de la face inconnue 7^ 
marquons la droite arbitraire DA pour repr^senter une des ardtes de cette face ; et sur un plan vertical 
perpendiculaire k DA, tragons Tangle Y'AX 6gal au di6dre donn^ A: le plan Y'AD sera ainsi celui qui con- 
tient la face 6. Ensuite, d'un point T' choisi arbitrairement dans Tint^rieur de Tangle Y'AX, abaissons sur 
les faces 7 et 6 les perpendiculaires T'O, TT, et tra^ons les angles T'FO= B, T'G'r = C; alors, si nous 
faisons toumer ces angles autour des axes T'O et T'l', ils produiront deux cdnes de revolution auxquels la 
face inconnue a devra ^idemment 6tre tangente; de sorte que la question est r^uite k mener un plan 
qui touche k la fois ces deux cdnes, dont le sommet commun est en T' et dont les bases sont les cereles 
d^rits avec les rayons OF etl'G'. La solution directe consisterait k chercher la trace korizontale du second 
c6ne I'T'G', et k mener une tangente commune k cette courbe et au cercle du rayon OF ; mais on peut eviter 
le trace approximatif d'une courbe par points, en recourant aux considerations suivantes. 

Inscrivons une sphere au c6ne T'OF le long du cercle horizontal MFN : le centre &»' de cette sphere s'ob- 
tiendra en tirant la droite Fai' normale au cdne dont il s'agit; et pour avoir une seconde sphere, egale a 
celle-li, et inscrite pareillement dans Tautre c6ne TTG', il faudra mener k angle droit sur T'G' la ligne 
T'H' = w'F, et achever le paralieiogramme T'H'K'y'qui foumira le centre ^'et le rayon <p'K'de cette nou- 
velle sphere. Cela pose, imaginons un cylindre qui soit circonscrit k ces deux spheres : il les touchera sui- 
vant deux grands cereles perpendiculaires a son axe qui est la droite (p'&>'; or le plan qui touchait les deux 
cdnes k la fois se trouvait necessairement tangent aux deux spheres : done il est aussi tangent au cylindre 
acluel, etla question se reduit k mener par le point T'un plan qui soit tangent a cette surface unique. 

La methode directe serait done de tracer, dans le plan «>'¥' perpendiculaire a Taxe (p'o»', un cercle avec 
un rayon egal k fii>'F ; puis, de mener k ce cercle une tangente par le point od aboutirait sur ce plan la 
paralieie k Taxe mene par le point T'. Tout cela pourrait s'executer en rabattement sur le plan horizontal* 
mais il y a encore un moyen bien plus court. En effet, le plan cherche devant etre tangent k la fois au cy- 
lindre, k la sphere &>' et au cdne T'FO, son point de contact avec la sphere doit etre situe : 1° sur le cercle 
horizontal MFN qui est la ligne de contact de la sphere et du cdne; ^''sur le grand cercle contenu dansle 
plan 6>'V', et qui est la ligne de contact de la sphere avec le cylindre. Or ces deux cereles se coupent evi- 
demment suivant une corde qui est projetee verticalement au point M', et representee en vraie position par 
MM'N sur le plan horizontal ; done M est le point de contact et BMS la trace horizontale du plan tangent 
demande: sa trace verticale, qui doit passer par le sommet T', sera des lors BT'C. 

Maintenant que nous connaissons la grandeur ASB = 7 de la face horizontale et la projection SG de Ta- 
rete suivant laquelle se coupent les deux plans SAC, SBC', il n'y a plus qu'^ rabattre ces deux derniers 
autour des charnieres AS, BS, et Ton obtiendra aisement les deux faces ASC'= 6, BSC" = a. On observers 
que Tarete rabattue suivant SC' devra etre tangente au cercle decrit du point I' avec un rayon egal a I'G'; 
car ce cerde est la base du second cdne TTG' auquel le plan SBC' est aussi tangent. 



CHAPITRE IV. 

DES poly£:ores ri^guliers. 



68. Un poly^dre est dit ref^/ter lorsque toutes ses faces sont des polygenes regu- 
liers egaux, et que tous ses angles solides sont aussi egaux entre eux. On sait qu'il 
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n'existe que cinq genres de poly^dres qui remplisseDt eea conditions, sayoir : i^ h 
tdtraidre^ forme par quatre triangles equilateraux, assembles trois k trois autour 
d'un mfime sommet; of^ Voctaedre^ forme par huit triangles equilateraui^, assembles 
quatre a quatre; 3^ Vicosaidre^ forme par vingt triangles equilateraux, assemble 
cinq k cinq; 4** Vhexaidre ou cube, forme par six carres reunis trois a trois; 5^& 
doddcaidre, compose de douze penta^ones r^guliers, assembles trois a trois. II ne 
saurait y en avoir d'autres, attendu qu'un plus grand nombre de triangles, de ear* 
res ou de pentagones reguliers, que Ton voudrait reuqir autour d*iin mefne point, 
donnerait lieu a une somme d'angles plans qui egalerait ou surpas^erait 36o degr^s; 
et pour prouver Texi^tence de ces cinq corps reguliera, ixous ^lUons apprendre ^ lea 
construire. 

DU TETRAEDRE. {PL g, fig, i.) Avec le c6t6 donn^ / du polytedre, on con- 
struira sur le plan horizontal uct triangle equilateral ABC; et au centre S 4^ cercl§ 
circonscrit, on elevera une verticale (S, S'H') dont la grandeur sera fouraia par la 
cdte SK d'un triangle rectangle ASK construit sur AS comme base, et ayee une 
hypotenuse AK 6gale k AB. Alors, en joign^nt le point (S^ S') avecles trois sommets 
primitifs, on obtiendra un corps forme par quatre trianglea dvidemment egaux et 
reguliers. Les angles tri^dres sont aussi manifestement egaux. 

OCTAEDRE. [PL Qffig- 2l.) Avec le c0t6 /, formons dans un plan horizontsit c(ue|- 
conque un c?rre(ABCP, A'C); puis^ p?tr le centre (S, H') elevon^ uQe verticale 
que nous proiongeroQs, au-dessus at au-dessous, d'une quantite S'H^ oo S^'H' egale 
a la demi-diagonale SB. Alors, ep joignant les points (S', S) et (S'', S) avec les 
quatre angles du carr^, nous forpierons un corps compost de c(eu$ pyramides qua-r 
drangulaires, dont lea huit faces aeront evidenamept des triangles equilateraux : car 
cela revient k faire faire au carr6 ABCD un quart de revolution autour de sa diago- 
nale AC ou BD. D'ailleurs les angles solides en (S, S'), (A, A'), (B, B')f- seront 
aussi 6gaux, puisque chacun d'eux appartiendra k une pyramide quadrangulaire 
identiqueavec la premiere (SABCD, S'A'B'C'D'). 

ICOSAEDRE. {PL g^fig. 3.) Avec le c6t6 donn^ /, et dans un plan horizontal 
quelconque^ Qonstruisons un pentagone regulier (ABCDE, B'A'S'); etsursQU^X!^ 
vertical, cherchons un point (S, S') tel, qu'en le joignant avec les sommets du pen- 
tagone, on obtienne cinq triangles ciquilat^raux. Pour cela, il suffit ^videmment de 
former sur SD, comme base, un triangle rectangle DSH dont Thypotenuse DH soil 
6gale a / ou DE; de sorte que le cote SH de ee triangle fournifa la hauteur ineonnue 
A'S' de la pyramide pentagonale (SABCDE, S'B'E'). Dans un autre plan horizontal 
Q'M', dont nous fixerons plus tard la dist?in.ce au plan B'E% tragons un second pen- 
tagone LMNPQ egal et concentrique avec ABCDE, mais tourne de maniere que ses 
sommets L, M, N,... soient placj^a aux Qiilieux des area que sous-tendraient les cdtes 
CD, DE, EA,... dans le cercle circonscrit; puis, en prenant la distance L'S" egale k 
A'S', formons la pyramide pentagonale (SLMNPQ', S*'Q'M') evidemment 6galek la 
precedente. Maintenant, joignons par dea droites ehaque sommet du pentagone 
superieur avec les deu^ sQmmeta voisioa du pentagone inferieuPi camoM (C| C'} avec 



(Q» Q') et(L, I/), (D, D') avec (L, L') et (M, M'),..., et nous obtiendrons ainsi line 
zone intermiidiatre de dio) triangles d^ja isbcfeles, taais qu'il faut tacher de rendre 
equilM^Ttuowi en choisiBdant conTenablemefit Tlntelpvallfe B'Q' des deux pentagones, 
intervalle que 6ous Rtroos laiss^ ci-dessus ihd^termin^. Or, pour que la droite (CL, 
CL')«oit egaleli hQ,, il rafflt de confetruipe le triangle LCK avec une hypotenuse LK 
igalek LQ, et leedtiCK dotinera la differeftce de niveau qui doit exister entreC et 
L', ou bien rinterv&lIeB'Q' qtt*il fellait mettire ehtre les deux pentagones paralleles. 
On aura doncainsi fomi6 un e()rps <^Dmpos6 de f)ihgt triaiigles equilateraux, assemblies 
eiiiqiicinq; it% les aiigles solideis eeront aussi ^gaiiit etitre eux, parce qu'a chaque 
Mmmei (C, C), (L^ l/),^». oa pourfft fconceroif une pyramide pentagonale iden- 
tique avec la premiere (SABGDB, S'B'B'). 

HEXAEDRSi (W* g^/fg'. 4-) Aprfes avoir construitle carre ABCD, oh elfevera par 
«e6 qutttrfe iingleft d^BTerticale* (A, A' A"), (B, B'B"),,.. ^gales a AB; et en r6unis- 
Mnt leurs extremitea Bup^rietires par an autre earni, on obtiendra imiiiediatement 
le wlide 4ematidi&, lequel n'efit autre chose qu'uti cilbe. 

DODl^BDRS^ {Pi. ^^fig. 5.) Dans Un plati horizontal quelconqueB'A'E', tra- 
4ons un penuigone r(^gulter ABCDE dotit les cdtigs sdlent i^gaux ^ la longueur / assi- 
gnee pour i^sarfetefedu polyfedre; pulsk chaque feomihet (A, A'), (B, B'), (C, C'),... 
ijoUtOM deux attires pentagones ^aux au preniier, et inclines de maniere a former 
<»nq angles tri%dl^d» Par \^^ nous obtiehdroiM Une calotte cotnposee de six penta- 
g^ines, ^ termln^e M (JontoUr (KRStUVXTZWj K'R'S'T'U'V'X'Z'W) dOht nous 
enseignerons tout ^ Theure k trouver les projections. TraQons encore^ dans le plan 
horieontaU tin pentagone LfttNPQ egal et conceutrique avec ABCDE, tnais tourne 
dd maui^^e que see ftUgles soient aux milieux des arcs que sous-tendraient les cdtes 
AB^ BCv..< daus le eerele circonscrit; puis^ sur ce pentagoue LMNPQ, eonstruisons 
une calotte concave identique avec la pr^c^dente, et 6Ievous cette dernifere le long 
de la verticale (0, L'A'), jusqu'k ce que des angles saillants et rentrants aillent 
coincider avec les angles rentrants et les angles saillants de la premiere calotte. 
Tout cela est manifestement possible, puisqu'il ne s'agit que de reunir, a chaque 
sommet du contour, trois pentagones ideUtiques avec ceux qui ont deja forme les 
angles triedres (A, A'), (B, B"),...; maisil restera k savoir quelle est la distance 
verticale G'W qui e^parera les deUx pehtligoties horiasontaux. D'ailleurs, par la 
reunion de ces deux calottes, on aura produit un polyedre compose de douze penta- 
gones 6gaux, et oil les angles solides seront aussi egaux entre eux, puisque chacun 
sera form6 par trois pentagones identiqUes. 

Pour construire les projections de ce corps avec plus de clarte, commen^ons par 
la calotte inferieure dont nous placerons la base LMNPQ dans un plan horizontal 
G'Q'M' choisi k volonte; puis rabatlons sur ce plan les trois faces de Tangle trifedre 
(Q, Q'), en tra^ant les deux pentagones Vccyzi^,^ Q^z'wkh, identiques avecLMNPQ^ 
Alorst en operant cooime pour efaercher les angles diedres (n"" 59), il faudra 
mMer par les points rabattus jb et s' deux plans verticaux. Tun ta perpendiculaire 
^ PQ» I'autre b'% perpendiculaire k QL; ces plans se coupant suivant la verticale Z, 

5. 
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c^est sur cette droite que viendront se reunir les points z et z' lorsqu'on recorapo- 
sera Tangle solide, et consequemment Z est la projection horizontale d'un des 
somniets du polyfedre, tandis qu*une de ses aretes sera projet^e sur ZQ qui doit 
^videmment converger vers le centre 0. Quant a la projection verticale Z% on ob- 
servera que le sommet en question appartient a un triangle rectangle qui a pour 
base Za et pour hypotenuse az : si done on construit ainsi le triangle aZe^, le cote 
Z& indiquera la hauteur G'H' qu'il faut porter sur le plan vertical pour obtenir la 
projection Z\ d'ou Ton deduira Tarete Z'Q'. On aurait pu aussi remarquer que, 
connaissant la projection horizontale ZQ de Tarete en question, et sa grandeur 
absolue qui egale PQ, on obtiendra la difference de niveau G^H' en construisant un 
triangle rectangle dont la base soit ZQ et Thypotenuse PQ. 

Pour le sommet rabattu eny, il est certain que pendant le relfevement de la face 
aryzQP^ ce sommet ne sortira pas du plan vertical J7O perpendiculaire k la char- 
niere PQ; et que sa plus courte distance yy finira par prendre une position paral- 
lele a acJ. Si done on prolonge cette derniere jusqu'a ce que oce soit 6gale k jy, et 
qu'on abaisse la verticale sX, le pied Xdevra etre rapporte suryy pour fournirla 
projection horizontale Y du sommet en question. Quant a la projection verticale Y% 
on I'obtiendra en remarquant qu'elle doit etre a une hauteur G'H" 6gale k Xe. On 
aurait pu obtenir le point Y en observant que, par suite de la symetrie des deux 
calottes, la distance BY doit ^galer QZ qui est dejk trouvee; et la hauteur G'H'' se 
deduirait de cette consideration, que la droite projetee sur ¥7 a pour vraie 
grandeur 7OM. 

Enfin, la hauteur H^'M"" de la calotte superieure doit manifestement etre prise 
egale a G'H', ce qui permettra de tracer les projections verticales A', B', C, D', E', 
correspondantes k A, B, C, D, E; et on agira semblablement pour W, K', R'..., aprfes 
avoir trac^ sur le plan horizontal les longueurs CW, LK, DR,..., egales toutes k la 
distance QZ, que nous avons enseigne a determiner. 



LIVRE II. 



DES SURFACES ET DE LEUBS PLANS TANGENTS. 



CHAPITRE PREMIER. 

DE LA GtNfiRATlON DES SURFACES, ET DE LEUR REPRliSENTATION GRAPHIQUE. 

69. Pour repr^senter graphiquement une surface, nous avons annonce (n'' 7) 
qu'il ne faudrait pas, comme pour les lignes, chercher k construire sur deux plans 
fixes les projections des differents points de ce lieu geometrique; en effet, attendu 
que sur une surface, et k partir d'un point donne, on pent cheminer dans une infi- 
nite de directions, le moyen precedent n'aurait d'autre resultat que de charger 
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les plans fixes d'une multitude de points et de lignes dont on n'apercevrait pas la 
liaison, et dont Tensemble surtout ne peindrait nullement, a I'oeil du spectateur, la 
forme de la surface, sa courbure plus ou moins prononcee, et le nombre de ses 
nappes. Nous emploierons done un autre procede (n^ 93), deduit de la nature 
meme de cette grandeur, dont il faut, avant tout, etablir une definition precise. 

70. Par le mot surface on ne doit pas entendre simplement une serie de points 
ou de courbes aussi rapproches qu'on youdra les uns des autres, mais n'ayant entre 
etix aucune dependance fixe; il faut encore que ces points ou ces lignes soient 
soumis a quelque liaison commune et continue, dont I'expression analytique ne 
serait autre chose que Tequation de la surface, et dont la definition geom^trique 
doit etre enoncee ainsi : 

Une, surface est le lieu de toutes les positions que prend successivement^ dans I'es^ 
pace, une ligne mobile qui change de situation^ et sou/vent mime de forme d'apris une 
hi ddtemdnde et continue. 

La ligne mobile se nomme la g^n^ratrige, et par ces mots, une hi ddterminde^ 
il faut entendre des conditions telles, que, pour chaque point donn^ de I'espace, 
elles ne laissent plus rien d'arbitraire dans la forme ni dans la position de la gene- 
ratrice. Or le moyen le plus commode ordinairement pour exprimer (du moins en 
partie) la loi de ce mouvement, c'est d'assigner une ou plusieurs lignes fixes, nom- 
mees directrices, sur lesquelles devra constamment s'appuyer la generatrice dans 
toutes ses positions : de sorte que pour definir compl^tement une surface particu- 
lifere, il faut indiquer la nature de la generatrice, la maniere dont elle se meut, et 
les directrices sur lesquelles elle doit glisser pendant son mouvement {*). Lorsqu'on 
change seulement ces directrices, on obtient diverses surfaces qui appartiennent 
toutes k une mime famille; et d'ailleurs on doit sentir que chaque surface indivi- 
duelle est susceptible d*une infinite de modes de generation. Nous allons en citer 
plusieurs exemples, tant pour eclaircir la definition generale, que pour acquerir 



(*) Ce8t effectiyement par la traduction en analyse de ce mode de g^n^ration, ou d'une propri^t^ 6qui- 
valente, que Ton oblient toujours F^uation de la surface. (Yoyez Y Analyse appUqu/^ a la giom^trie des 
trois dimensions, chap. XIV. ) R^iproquement, lorsqu'un lieu geom^trique est d^fini imm^atement par 
r^uation F ( x, ^, z) = o, si I'on coupe cette surface par divers plans, horizontaux par exemple, on obtient 
les courbes 

/i)« = a et F(x,7-,a) =0, (a) 
a = a' et F(x,^,a')=Oj 
2= a" et F(ar,7,a') =o, 



dont une quelconque est ce que devient la premiere quand on attribue k la constante a les valours succes- 
sives a', a", par cons^uent, ces diverses courbes sont les positions successives que prendrait la courbe (i) 
at (a) si on la faisait mouvoir dans des plans parall^les, en cbangeant d'ailleurs ses dimensions d*aprte une 
loi qui d6pendrait de la maniere dont la constante a entrera dans T^uation (a) : aussi, en ^liminant ce 
param^tre entre (i) et (a), on retombe ^videmment sur T^uation F(x,7, z) = Oy qui se trouve done le 
lieu de toutes les positions de la premiere courbe mobile. Ajoutons d*ailleurs que, comme on pent adopter 
une infinite de directions pour les plans slants paralldles, ou mdme employer d'autres surfaces s^ntes, 
il doit ezisler pour chaque surface une infinite de modes de g^^ration. 
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dis k present U connaissanee des lieux geometriques dont nous deVoM ^ire Utafi 
le plus frequemtnent. 

71 . UNE SURFACE CONIQUE est le lieu de toutes les positions que pr end mni 
droite mobile SA, assujettie a passer toajours par un point fixe S {fig*> ^6) 9tk s'cp*^ 
payer constamment sur une courbe donnSe ABC, laquelle pent etre gauche oa i 
douhk courhure (voyez n^ 7). D'aprfes cette definition, la droite mobile SA est une 
generatrice eonstante de forme^ et variable de position seulement, tandis que I0 
point fixe et la courbe ABC sont les directrices; d'ailleufs, cette ligne SA devant 
etre regardee comme indeftniment prolongee de part et d'autre du point S qu'on 
nomme le sommet ou le centre^ elle engendrera les deux nappes opposes et ind^fi-* 
nies SABC, Sa§7. Si Ton substituait a la courbe ABC une autre direotrice^ en cbfrn^ 
geant m^me le somniet S, on obtiendrait diversea surfaces individuelkis opparte- 
nant toutes a lafamUle des odnes. 

72. Mais ces surfaces admettent bien d'autres modes de generation. £n tetht, el 
nous coupons le cone SABC par divers plans paralleles, nous obtiendrons delk mc- 
txons s^nblabks A'B' C\ A''B'X"^ c'est-a-dire des courbes oil il existefa des points 
0', 0", tels, que les rayons vecteurs respectivement paralleleS) O'A' et (yA"", 0' B' 
et 0''B'% O^D' et 0''W,.* ^ auront entre eux un rapport constant : cette proposition, 
vraie quelle que soit la directrice ABC, se d6montre aisement par la thedrie des 
lignes proportionnelles. Pour fixer les id6es» nous admettrons que ABC soit yne 
ellipse ayant pour ses demi-axes OA = a» OB s i; alors les autres sections A' B'GS 
A'^B'^C^ supposees p^ralleles a cette base, seront aussi des ellipses dent lee axes M 
trouveront paralleles a ceux de ABC, et tels que 

a a' of* 

l'"P~V 

Cela pose, si Ton fait monvoir Tellipse ABC de manifere^ i^ que son centre pAr^^ 
coure la droite SO; 3^ que ses axes restent paralleles k leurs positions primitiveik; 
3"" qu'ils decroissent ensemble, et proportionnellement aux distances SO, S0% 
SO"....; alors il est evident que cette ellipse mobile coincidera successivement avec 
A'B'C, A''B'X%..., etdeviendraainsi, pour la surface conique propos^e, uneg^n^*^ 
ra trice variable de forme et de position. Mais, pour r6duire ces diverses conditions 
a un enonc6 plus simple, il suffira de se rappeler qu'une courbe du second degre est 
determinee, dans son plan, par la connaissance decinq de ses points; par conse- 
quent, si Ton trace sur le cone cinq aretes fixes, SA, SB, SC, SD, SE, on pourra 
dire que, pour engendrer la surface, il hut /aire moui^oir T ellipse variable ABCde 
manidre que son plan dem^eure parallele a lui-mSme, et quelle s'appuie constamment 
sur ces cinq droites regardees comme autant de directrices. 

Enfin, puisqu'on serait libre d*adopter pour les plans secants paralleles twe 
direction quelconque, et que mSme on pourrait couper le c6ne par d'autres stir- 
faces, telles que des sphferes d^crites du point comme centre avec un rayon 
variable, il demeure evident qu'il existe une infinite de lignes planes ou gaudb 
que Ton pent adopter pour generatrices d'une memo surface conique. 
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75. UNfe SURFACE CYLINDRIQUB est le lieu des diverses positions que prend 
une dpoite mobUe kk^ qmglisse le long dune courbefixe ABC [fig. 219), eo demeu- 
rsint par€iltile a une direction donnie. Mais ce premier mode de description, 011 la 
gfo^ratrioe AA' est eonstante de forme, n'est pas le seul admissible; car, puisque 
toutes les sections paralleles au plan de ABC seraient ici des courbes evidemment 
identiques^ on peut encore regarder la surface comme parcourue par la courbe ABC 
qui 96 moxwrait parcUHlement a eUe-mSme {*), en sappuyant toujowrs par le meme 
point surladroite kk\ laquelle deviendrait alors une directrice de la eourbe mobile 
ABC. En variant ensuite la direction des sections paralleles, on obtiendrait une 
infinite d'autres generatrices propres k d^crire le meme cylindre : au reste, ces sur- 
faces peuvent 6tre consid^rees comme un cas particulier des cones; c'est celui ou le 
sommet s'^loigne k Tinfini. 

74. Observons, en passant, que si la directrice du cone ou du cylindre itait une 
droite, la surface se r^duirait k un plan, lequel peut done 6tre d^flni comme le 
lieu des positions que prend une droite mobile assujettie, 1^ h glisser sur une droite 
fixe; a^ h passer constamment par un point donne, ou bien k demeurer toujours 
parallfele k sa premiere position. 

75. UNE SURFACE DE REVOLUTION est engendree par une courbe quel- 
conque GO'C qui tqurne autour d'une droite fixe DZ {^g. 3o), de manifere que 
ch^cun de ^s points G decrit un cercle dont le plan est perpendiculaire ct l*axe DZ, 
et dont le rayon est la plus courte distance GO de ce point au meme axe. Observons que 
ces divers rayons GO, G'O', G"0", quoique tous perpendiculaires k DZ, ne seront 
point paralleles entre eux lorsque la generatrice 06' G'' sera k double courbure; 
ou lorsque, etant plane, son plan ne renfermera pas Taxe DZ. D*ailleurs, les difTe- 
rents cercles, GMA, G'M' A',..., decrits par ces rayons, se nomment les paralleles 
de la surface. 

76. Si| par Taxe DZ, on mfene des plans quelconques ZOA, ZOM , on obtiendra 
des sections AA' A", MM'M", que Ton nomme les meridiem ou plutot les courbes 
TnAidiennes de Iqt surface^ et qui sont necessairement identiques quant a leur forme. 
En effet, ces plans meridiens coupent les paralleles suivant des rayons qui com- 
prenuent des angles evidemment egaux AOM, A'O'M', A"0"W; par consequent, si 
Ton fait tourner le plan ZOM d'une quantite angulaire MOA, tous les rayons OM, 
O'M'i 0"M"» coincideront en meme temps avec OA, O'A', 0"A", et les courbes 
meridienne? se confondront Tune avec I'autre. 

77. II r^wU^ ^ussi de la que la meridienne AA' A''» en tournant autour de DZ» 
parcourra toute la surface de revolution, et peut en etre regardee comme une nou- 
\^\e giiB&fdXv\w qui remplacerait la courbe primitive GG'G''* Cette derniere^ en 

mu f -'  ' '. '■ — • — • — • — '  

(^) Une ooofbt eal dito le mouvoir paraiielement a elie-m^me lorsque deux q«eicofiqueft de sea coixiea 
demeurent toujours paralleles k leurs directions. primitives. Cette condition entraine Evidemment le paraU 
lElisme du plan de la courbe ; mais cela exprime en outre que cette courbe ne tourne pas dans son plan 
mobile* 
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etfetf sera distincte du m^ridien, lorsqu'elle n'aura pas tous ses points situ^s dans 
un meme plan passant par DZ, comme on pent le remarquer dans la figure actuelle, 
qui est censee construite en perspective sur le plan ZOBB"A''A ; c*est par suite de 
cette convention que nous avons ponctue les parties des paralleles et de la courbe 
GG'G" qui sont derriere ce tableau. Au reste, on pourra toujours construire le 
meridien d'apres la connaissance d'une generatrice quelconque, puisqu'il suffira de 
chercher les points dans lesquels un plan, tel que ZOB, coupe les diwers parallSles 
decrits par les points deGG'G''; et nous donnerons plus loin (n^l48) un exemple 
de cette operation. 

78. Les surfaces dont nous nous occupons ici admettent un autre mode de 
generation qu'il importe de connaitre. Puisque tout plan perpendiculaire k I'axe 
DZ (^g. 3o) donne pour section un cercle dont le centre est sur cet axe (n° 75), 
et qui a un point commun avec la courbe GG' ou avec la meridienne BB', on pent 
done regarder la surface de revolution comme le lieu des disperses positions queprend 
un cercle mobile f toujours perpendiculaire a la droite DZ, et dont le centre parcourt 
cette droite, tandis que son rayon varie de maniere que la circonfSrence s'appuie conr- 
stamment sur la courbe fixe GG'G" : cette ligne devient alors une directrice k laquelle 
on peut substituer le meridien BB'B", et le cercle mobile est une gindratrice variable 
k la fois de forme et de position. Cette definition, que Ton traduit plus aisement en 
analyse (*), offre Tavantage que, sous ce point de vue, toutes les surfaces de revo- 
lution forment une meme famille (n** 70) qui admet une gindratrice d'une espice 
constante; c'est le cercle mobile toujours perpendiculaire a Taxe, et dirige dans son 
mouvement par le meridien qui, seul, change d'une surface individuelle a une autre. 

79. Ainsi, suivant qu'on adoptera pour meridien une droite, une ellipse, une 
hyperbole ou une parabole, on obtiendra un cdne, un cylindre^ un ellipsoide, unhyper^ 
boloide, ou un paraboloide DE REVOLUTION, pourvu d'ailleurs queTaxe de rotation 
coincide avec un des diametres principaux de la courbe; car autrem^entla surface^ 
quoique toujours de revolution, serait d'une espece plus compliquee. Un cercle, 
par exemple, qui tournerait autour d'une droite situee dans son plan, mais ne pas^ 
sant pas par son centre, produirait un tore qui est un genre de surface annulaire 
que nousaurons occasion d'etudier bientdt(n^ 138). 

80. Ces divers exemples, k Texception du dernier, ne sont encore que des cas 
particuliers de surfaces plus generales qui, sans etre de revolution, nous deviendront 
utiles dans la suite, et dont il importe de connaitre la generation. Ce sont les sur- 
faces DE second degri£ qui oifrent cinq genres distincts, sans compter les cones, 
les cylindres et les plans, qui en sont des vari^tes trop simples pour nous y arreter 
de nouveau. 

81. ELLIPSOIDE. Soit une ellipse AGDF {Jig. 34) construite sur les demi-axes 
OA = a, OC = c : en la supposant trac^e dans un plan vertical que nous prendrons 
pour le tableau sur lequel la surface sera representee en perspective, il en resultera 

(*) Voyez VAnaixse appUqueea la gSomStriefUs trois dimensions^ chap. XIV. 
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que les Ugnes ponctuies indiqueront les portions de courbes situees derrierele plan 
de cette ellipse, et nous conserverons cette hypothfese dans tout ce chapitre. Si, 
dans un plan perpendiculaire ^ OC, nous construisons une autre ellipse A'B^D' qui 
ait pour ses demi-axes Tordonn^e 0'A' = af de la premifere ellipse, etune droite 
O'B' = b' de grandeur quelconque, mais perpendiculaire sur 0' A'; puis, que nous 
fassions mouvoir la courbe A'B'D' de manifere que ses axes, restant parall^les k eux- 

memes, conservent le rapport primitif 3 > et que I'un d^eux coincide successivement 

avec les cordes D'A', D'^A'', DA,..., de Tellipse fixe CAF; alors le lieu geom6trique 
ainsi engendre sera la surface que Ton nomme ellipsoide. Lorsque le plan de Tellipse 
mobile passera par le centre 0, elle atteindra son maximum de grandeur, puisque 
le demi-axe variable a' deviendra Tordonnee maximum OA = a; etsi Tonrepre- 
sente par OB = 6 la longueur que prendra au meme instant le second axe l/y les trois 
lignes 

AD = !aia, BE=2b, CF = 2c 

seront ce qu'on appelle les diamitres principaux' on les axes de Tellipsoide. D^ail- 
leurs on doit apercevoir que cette surface sera fermee de toutes parts, puisqu'au 
dela des points C et F, I'ellipse mobile aurait ses deux axes imaginaires (*). 

82. Si Tellipse generatrice A'B'D' etait un cercle, c'est-k-dire qu'on eut choisi 
O'B' egal a O'A', la surface deviendrait (n** 78) un ellipsoide de revolution qui 
aurait pour meridien la courbe directrice CAF; et deux des diametres principaux de 
la surface, savoir OA et OB, seraient egaux entre eux. Enfin, dans le cas oil les trois 
axes OA, OB, OC seraient tons de meme longueur, Tellipsoide d6g6nererait en une 
sphere. 

85. HYPERBOLOIDE a une nappe (fig. 35). Substituons k Tellipse directrice 
une hyperbole A' A'' A, dont le demi-axe r6el soit OA = a, et le demi-axe imagi- 
naire OG = c; puis, dans un plan perpendiculaire a OG, et sur deux axes, dont un 
soit la corde A'D' de Thyperbole, construisons encore une dilipse A'B'D' : en la fai- 
sant mouvoir d'aprfes la meme loi que precedemment, elle engendrera Vhyperbo^ 
hide a une nappe^ ainsi nomme parce que cette surface n'aura evidemment qu'une 
nappe unique, mais indefinie comme Thyperbole directrice. Lorsque le plan de Tel- 
lipse mobile passera par le centre 0, elle atteindra son minimum^ puisque I'axe 
variable D'A' sera devenu egal a DA, qui est la plus petite corde de Thyperbole; 
c'est pourquoi la courbe ABDE est nommee V ellipse de gorge^ et les trois droites 

AD = :ia, BE=:i6, GF=ac 

sont les trois axes de Thyperboloide : mais le dernier CF ne rencontrant pas la sur- 

i ' — 

( *) En exprimant par Tanalyse ce mode de g^n^ration, on obtient pour T^quaUon de Tellipsoide rapport6 
a ses azeSy 

yitytzV Analyse appliqude h la g^m^trie des trois dimensiofu, chap. IX. 

G^mStrie Leroy. 6 
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face, est dit Yaafe imaginairt, quoique la quantity reelle ac ue soit que le coefficient 
de Texpression imagiuaire que fouruirait Tanalyse, en cherchant les points de la 
surface qui seraient situes sur la droite indeiinie OCQ' (*). 

84. Lorsque les deux axes riels OA et QB sout 6gaux, Tbyperboloide est de revo- 
lution (n*^ 78), pulsque alors TelUpse g6neratrice A'B'D' devient un cercle; aussi, 
dans ce eas paFticuUer, la surface pour rait etre engendree par la revolution de Thy- 
perbole A! k'' X autour de son cure imaginaire OCO'. 

83. ITYPERBOLOIDE a deux nappes [fig. 36). Sup les demi-axes OA = a, 
OC ^ e, eonstruisons encore une hyperiMle, mais pUe^e de maniere que OC soit 
Taxe r^el; puis faise^ns mouvoir, eomme pree^demment, Tellipse A'B'D' ; elle 
engendrera u»e autre espece d'byperboWide qui aura deux nappes indefinies, et 
s6pdr6es Tune de Fautre par un intervalle ou il n'existera aucun point de la surface. 
En effet, entre les points Get F, la corde variable A'I>'» qui sert d'axe ft Tellipse 
mobile, deviendra imaginaire, et il en sera necessairement de meme du second axe 
O'B', qui doit conserver aveele premiet un rapport constant : de sorte que la gen^ 
ratrice^ se trouvant totalement imaginaire dans cet intervallct ne fournira aucun 
point reel de la surface. Cependant^ comme pour le point 0, on sait que le demi-axe 

O'A' deviendra egal a OA. y/— i, si Ton veut construire le coefficient reel de Tautre 
axe, qui est pareillement imaginaire, il faudra porter sur une perpendiculaire au 
plan AOG, une longueur OB telle que 

0' B' G%. i/=l OB 



0'A'-(>A.V=^~OA' 

alors les deux droites AD = a a, BE = 2& seront ce qu^on nomme les axes imagt-- 
naires de Thyperboloide k deux nappes, tandis que CF = ac sera Ycujce rdel (**). 

86. Pour que cet hyperboloide fut de revolution, if iaudrait que les deox axes 
imaginaires OA et OB devinssent 6gaux, puisque cette hypotbese entrainerait fa 
relation 0' A' = O'F, qui change Tellipse generatrice en un cercle. Alors la surfeee 
pourrait etre engendree par la revolution des deux branches CA" A'' et FA^ de Fhy- 
perbole primitive, autour de son axe rdel COF. 

87. PARABOLOIDE etliptique. Maintenant, adoptons pour directrree fixe une 
parabole D"OA" {^g. 87), en faisant mouvoir perpendiculairement k son axe QiX 
une ellipse A'B'D', dont le premier axe 0' A'= a' soit Tordonnee variable de cette 
parabole, et dont le second O'B' = b' ait d'abord une grandeur arbitraire, mais eon- 
serve to uj ours avec le premier un rapport constant. Dans ce mouvement Tellipse 



(*) L'^oatioD de lliyperbelo'Mie^ une nappe, rapports k sea axes, eat 

(**) L'^uation de Thyperboloide k deux nappes, rapport6 k ses axea, en prenantcelui qui est r6el pour 
]*axe des Zj serait 
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mobile engendrera une surface composee d'une seule nappe indefinie dans le 
sens OX, etqui se nomme le paraholoide ettiptique, parce que toutes les sections 
planes qu'on y pent tracer ne sont jamais que des parabotes ou des ellipses (*). 

88. Lorsque les deux axes de Tellipse generatrice sont egaux, la surface devient 
Ae rfevolution (n^ 78), etalors elle pourrait etre engendree par le mouvement de la 
parabole OA'A*', tournant autour de OX. 

89; PARABOLOIDE hyperhoUqne. Enfin, tout en gardant pour directrice la 
parabole D"OA'' {fig. 38) , remplaQons Tellipse generatrice qui nous avait servi jus- 
qu'ii present, par une hyperbole D'ff, A'G', construite dans un plan perpendicu- 
laire a OX, et sur deux demi-axes O'A', O'B', dont le rapport restera constant, 
tandis que le premier, qui est Taxe reel de cette hyperbole, deviendra successive- 
hientggalauxdiverses ordonnces O'A', O'^A'',..., dela parabole fixe. L'hyperbole 
mobile, en se mouvant ainsi parallMement k elle-mfime, decrira d^abord deux 
nappiss ouTertes k droite et k gauche , separees par le vide interieur du cylindre 
D'^OA", etqui s'etendront indefiniment, comme cette parabole, dans le sens O'X. 
Mais si nous laisons mouvoir Thyperbole mobile de 0' vers le point V, son axe 
reel O'A' diminuera, et deviendra nul en 0; par consequent les deux nappes dont 
nous vcnons de parler s'y r6uniront, et en mSme temps Thyperbole se reduira, 
pour cette position, \ deux droites indefinies KO*, LO/, qui seront tout entieres 
sur la surface, et parallbles aux asymptotes de toutes les hyperboles precedentes. 

Au-dedsus du point O, en 0* par exemple, Thyperbole generatrice reparaitra, 
mais dans une situation inverse H*'B''G"', par rapport a ses asymptotes. En effet, 
les axes que nous avons representes graphiquement par O'A' et O'B', devaient etre 
\ la rigueur exprim^ par 

a'=0'A', fe' = 0'B'v/^; 

done, puisqu'en 0*" I'ordonnee de la parabole est imaginaire^ et qu*ainsi le premier 

axe de Thyperbole mobile devient «'"= 0'"A'". yj—if il faut bien que le second 
at«, [^oor eODserver avec Tautre un rapport eonstaot, pretrne la forcne 

•Lm -m ^ _^ f\m km ^ » 

b =a .^ = A .q7^, 

quantitts rdelle, representee siir la figure par O^'B*. Ceci montre qu'au-dessus de 0, 
Taxe r6e! O^'B* de Thyperbole gen6ratrice se trouvera dirige perpendiculaircment 
au plan A' OD' ; et les deux branches de cette courbe decriront encore deux nappes 
indefinies, placees Tune en avant de ce plan, Tautre en arriere, mais qui, reunies 
avec les precedentes par les droites KO*, L0/> ne prfeenteront dans leur ensemble 
qu'une seule surface non interrompue, dont les courbures seront de sens opposes, 
k peu pres comme cela arrive dans la gorge d'une poulie. On a donne a la surface 



(*) L'^uation de ce paraboloide, rapports k son Bommel et a Taxe unique OX comme aie des x, est 



•^H — ; = jr. 



6. 
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qui nousoccupele nom de paraboloide hyperbolique , parce que Tanalyse apprend 
que toutes les sections planes que Ton peut y tracer, ne sont jamais que despom- 
boles ou des hyperboles, parmi lesquelles il faut comprendre les cas particuliers oil 
cette section se trouve une droite isolee, ou bien deux droites qui se coupent (*). 

90. II importe d'observer ici que le paraboloide hyperbolique ne saurait jamais 
etre de revolution; car, d'apres ce que nous venons de dire sur la nature des sec- 
tions planes, aucune de ces courbes n'est jamais fermee, et par consequent ne peut 
etre circulaire. 

91 . La maniere dont nous venons dMndiquer la formation du paraboloide hyper- 
bolique offre, a la verite, une sorte de discontinuite graphique, puisque au-dessus 
du point 0, la parabole qui servait de directricedevient imaginaire; mais, comme 
I'analyse explique aisement cette difficulte, nous avons prefere conserver ce mode 
de generation, parce qu'il presente plus d' analogic avec les surfaces precedentes, 
justifie mieux les denominations imposees aux deux paraboloides, et manifesto 
clairement I'existence des deux droites OL et OK situees sur le second. Neanmoins 
nous citerons encore un autre mode de generation, tout a fait continu, et commun k 
ces deux paraboloides. 

Sur le meme axe OX {Jig. 87), et dans des plans perpendiculaires, construisez 
deux paraboles A'^'OD'^ et B'"OE* quiaient le m^me sommet, des parametres quelcon- 
ques, et leurs concavites tournees dans le meme sens; puis faites glisser Tune des deux 
parallelement k elle-meme (n^ 75), sans alterer sa forme, mais de maniere que 
son sommet reste constamment sur I'autre parabole fixe : vous obtiendrez ainsi le 
paraholoide elliptique. 

Prenezdeux paraboles A"OD", B'"OE*' [fig. 38) construites comme ci-dessus, 
mais ayant leurs concavites tournees en sens contraire ; puis faites encore glisser, 
parallelement a elle-meme, la courbe A''OD" constante de forme, et de maniere 
que son sommet parcoure Tautre parabole fixe : vous produirez ainsi le paraboloide 
hyperbolique (voyez Analyse appUqude, chap. VIII). 

92. Pour completer la connaissance des lieux geometriques employes le plus 
frequemment, il nous resterait k parler des surfaces d^veloppables et des sur- 
faces GAUCHES; mais, outre que les propri^tes caracteristiques de ces deux classes 
de surfaces ne peuvent etre bien nettement comprises qu'aprbs avoir vu les plans 
tangents, il nous semble qu'il vaut mieux laisser au lecteur le temps de se familia- 
riser avec les exemples cites jusqu'ici, par des applications nombreuses et des con- 

(*) Pour bien lire \9ifig. 38, on devra se rappeler que nous la supposons trac^ sur le plan vertical 
D'OA' comme tableau de perspective; ainsi toutes les lignes ponctuees sont derridre ce plan. Apr^s tout, 
comme il est assez difficile de donner une id6e nette de la forme de ce paraboloide par un dessin en per- 
spective, on fera bien de consulter un module en relief qui peut se construire aisement au moyen de simples 
ills tendus en ligne droite suivant une certaine \oi\ voyez les v^ 555, 556 et laySJ?. 120. Quant k I'^quation 
du paraboloide hyperbolique, rapport^ au sommet pour origine des coordonn^, et a I'axe OX comme 
axe des x, elle est 
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structions varices; et plus tard, nous nous occuperons specialement de ces deux 
classes de surfaces qui sont trfes-importantes. 

93. Revenons maintenant a la question indiquee n^ 69, et qui avait pour but 
de trouver un mode de reprdsenter graphiquement une surface. Or, puisque, d'apres 
la definition generale donnee au n^ 70, une telle grandeur est toujours produite 
par le mouvement d'une certaine ligne, il sufBra, pour atteindre le but propose, de 
mctrquer sur les plans de projection diverses positions de la g^n^ratrice, assez nom- 
breuses et assez rapprochees pour que ce systime de courbes puisse peindre auxyeucc la 
continuite de la surface^ sa courbure, ainsi que I'etendue de ses nappes. D'ailleurs, 
parmi les generatrices de diilerente espece qu'admet toujours une meme surface, 
on devra pr^ferer celle qui, par sa simplicite ou sa regularite, est la plus propre a 
faire image ; et quelquefois, pour mieux atteindre ce but, on tracera en meme temps 
deux systbmes de generatrices, tels que seraient les meridiens et les paralleles dans 
les surfaces de revolution. G'est effectivement par des moyens semblables que nous 
avons deja figure, sur nos dessins en perspective, les diverses surfaces dont nous 
avons parle dans ce chapitre. 

94. En outre, il est aussi tres-utile de marquer les traces de la surface, c'est*k*dire 
ses intersections avec les plans de projection, ainsi que les contours en dedans ou 
au dehors desquels se trouveraient projetes tous les points de cette surface, lorsque 
du moins il existe de pareilles limites ; car ces contours sont des especes de protiis, 
qui accusent d'une maniere souvent tres-sensible les formes des objets : mais, 
pour apprendre k determiner exactement ces contours, il faut que nous ayons parle 
des plans tangents. Observons toutefois que, quand la forme de la surface nous sera 
bien connue d'avance, nous pourrons nous borner, pour simplifier nos dessins, a 
employer seulement quelques-uns des moyens de description dont nous venons de 
donner le detail. 

CHAPITRE II. 

DES PLANS TANGENTS EN Gl^N^RAL. 

95. Un plan est dit tangent k une surface dans un point donne, lorsquil contient 
les tangentes a toutes les courbes que Von tracercdt sur cette surface par le point en 
question; mais il est necessaire de demontrer qu'il existe, en general, a chaque 
point d'une surface, un plan qui jouit de cette propriete, car on ne voit pas a prion 
pourquoi ces diverses tangentes ne formeraient pas un cdne, ainsi que cela arrive 
effectivement dans certains points singuliers. Nous aliens done prouver que trois 
courbes quelconques^ trades sur une surface a partir dun point donnS^ ont toujours 
leurs trois tangentes situees dans un seul et mime plan. 

Soit 6M ^ [fig. 3i) la forme et la position de la generatrice (n^ 70) lorsqu'elle 
passe parte point donne M : soit DM </ une courbe tracee sur la surface, et sur la- 
quelledevraglisserconstammentla generatrice, lorsque, dans son mouvement, elle 
decrira ce lieu geometrique : soit enfin MX une troisieme courbe quelconque, tracee 
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ftrbitrairenient sur la mftme surikce. Si nous transportons la generatrice dans UM 
autre position G'M'g^, elle ne manquera pas de rencontrer la courbe MX en an 
ceHain point P, pourvu que le point M' soit pris assez voisin de M sup la directrice 
DMrf. Alors, en Joignant les points M, M', P par des droites indefinies, ces trois . 
lignes seront des secantes par rapport aux courbes MD, MX, G'g^, et elles seront ! 
4videnimenttoutestroisdansunmemeplan.Maintenant,faisons mouvoir la genera- \ 
trice G'g' sur MD, en la rapprochant de sa situation primitive G g^, mais en observant 
toujours la lol qui r^gle la variation de forme et de position de cette courbe dans la 
sttrfece que Ton consid^re : puis, imaginons que le plan des trois si^cantes tourne 
aulour du point M, de manifere qu'il passe, en meme temps que la g^n6ratrice, par 
les points M" et F, M** et P'',..,, oil elle coupei'a successivement les courbes MD et 
MX ; par Ik ce plan mobile ren/ermera constamment les trois sdeanies variaMes. Or, 
quand la generatrice sera revenue II la position (Mg, le point M', mobile sur MD, 
sera confondu avec M : mais au m*me instant le point P' de la courbe MX aura dCi 
^idemment se reunir avec le point M; et, par une suite n^cessaire, aur la courbe 
variable &g les points F et M' seront aussi confondus. Done alors les trois s^eantes 
mobiles seront devenues respectivement tangentee aux courbes MD, MX, MG; et si 
Ton se rappelle que ces trois secantes ^taient, pour chaque position de la gaidra^ 
trice, toujours situ^es dans un mem« plan, on en conclura que, quand elles sottt 
devenues les tangentesHT, MT', MT'', elles se trouvent encore dans un plan unique, 
qui n'est autre chose que la limite des positions qu'avait prises successivement le 
plan mobile des trois secantes (* )• 

(*) Jo feitii observer que ce th^r^e (demoiiM ainsi en 1817, dans tnes lecons k T^cole Polytech- 
nique) me paraft indispensable k ^tablir pour pouvoir, dans la suite, emprunter k la cn6thode infinilesi- 
male les considerations abr^g^es et si utiles auxquelles nous aurons nous-mSme recours bieutdt (n^'lSB). 
En effet, ce n'est qu'apr^s avoir prouve rigoureusement que toutes les tangentes, en un mftme point d'une 
surface, se trouvent dans un plan unique, qu'il est permis de regarder la surface comme rx)mpos^ dV/^- 
ments superficiels qui soient plansy parce qu'alors ils sont formes par les elements linSaires communs aux 
courbes de la surface et a leurs tangentes. Quant k la d^onstration pr6c6deute, on a object^ qu'ici la 
droite M'P' est bien, par rapport k la courbe G'^, une s^cante dont les points de section vont se reunir; 
mais que, dans Fintervalle, la ligne G'g' ne restera pas cotistante de forme, et qu'ordinairement cette con- 
dition est admise quand on d^finit la tangente comme la limite d'une s^caute. A cela, il suflit de r^pondre 
que si, dans la g^om^trie plane, on admet cette permanence de forme, ce n*est que lacitement et parce 
qu'on ne s*7 occupe gu6re que de courbes invarisdt)lement donnas; mais si, sans aortir d'an plan, on Irft- 
cait UA cercle qui c0Qp4t une droite, puis qu'on fit d^croitre le rayon jusqu'i ce que les deux points de 
section vinssent k se reunir, il n*y aurait pas de doute qu'alors ce cercle variable ne fi^t devenu tangent 
k la droite. Ainsi la permanence de forme n'est pas du tout n6cessaire, et vouloir Texiger, ce serait res- 
treindre gratuitement le caract^re general de la tangente k une courbe. II faut done d^finir celle-oi comme 
hi Umfte des posiUons que prend une s^nte dont deux points de section se sont rapprochte ind^niment, 
poMfYn ^ue oes points soient situ^ sur la m6me branche de la courbe et que cette demi^re n'ait yari6 de 
forme et de position que d'apr^s u/ie loi continue; or c*est bien \k ce qui arrive ici pour la courbe G'g-', puis- 
que la surface est elle-mdme suppos^e continue. 

Ajeutons enfin qu*il faudra de mdme ntgarder oomme tangentes l*iine A Tautre deux courbes qiielconques 
qui, aiNTte avoir ^t^ a^cantesi se sont roodifi^es de position ou de forme, d'apr^ une loi continue, jusqu'A 
^ire coXncider ensemble deux de leurs points de section ; car il est Evident que ces deui courbes auront 
acquis une tangente commune, qui sera la limite des positions de la droite mobile passant par les detik 
points cemmtms aux courbes s^antes. 
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D*ailli*urs, comme la courbe MX avait, dans ce qui precfede, une position arbi- 
traire snr la surface, i! s'ensuit que le plan mene par les tangentes des deux lignes 
MG etMD renfermera la tangente de toute autre courbe qui passerait en M; ainsi 
ce plan TBIT' se trouvera bien tangent a la surface^ d'aprfes la definition que nous 
avons donn^e au commencement de cet article. 

96. Lorsqu*une surface presente deux ou plusieurs nappes qui se coupent, 
comme il arriverait dans un cdne dont la base serait une courbe a noeud, les points 
de rinterscction de ces deux nappes semblent d'abord oflrir une exceptiob k la 
propri6t6 dont jouit le plan tangent en general; mais on reconnaitra que cette cir-- 
Constance rentre dans les cas ordinaires, si Ton observe que toutes les tangentes en 
un m^me point de Tintersection doivent 6tre distributes sur les deux nappes, 
comme elles leseraient sur deux surfaces ind^pendantes qui viendraient se couper en 
cet endroit, et dont chacune aurait son plan tangent distinct du plan tangent 
de Tautre. 

97. Cependant il se rencontre quelqucfois de v^ritables exceptions \ la proprietA 
du plan tangent; mais cela ne pent arriver que dans des points singuUers de la sur- 
face, pour lesquels la generatrice ou la directrice, venant it se r^duire ii un point 
unique, nadmettent phis de tangente. Par exemple, au sommet d'un c6ne, les 
diverses aretes qui s*y coupent sont des lignes droites situees sur la surface, et qui 
sout elles-memes leurs propres tangentes; cependant ces droites se trouvent deox k 
deux dans des plans ^videmment distincts. Le sommet d'un c6ne est done un point 
sjngulier de cette surface pour lequel il nexiste pas de plan tangent. Mais si Ton 
remarque que la gen6ratrice par^llfele a la base du c6ne (n** 72) se resserre de plus 
en plus en s'approchant du sommet, et finit, en y arrivant, par se r^duife k un 
point lequel n'admet plus, k proprement parler, de tangente, on sentira comment 
la demonstration generale du n^ 95 cesse d'etre applicable a ce cas particulier. La 
meme cause d'exception se rencontrerait si Ton partait de la definition donn^e 
n* 71 pour les surfaces coniques, parce qu*alors une des directrices de la droite 
mobile serait le point unique, nomme sommet du c6ne, et qu'une telle directrice 
n*est plus susceptible d'avoir une tangente. 

Une circonstance analogue se presente dans les surfaces de revolution, dont la 
m^ridienne coupe Taxe sous un angle oJ^oj ou aigu, ou meme nul : au point d*une 
telle surface qui est situ6 sfur I'axe de revolution, il n'y a plus deplan tangent; et les 
tangentes aux diverses positions du meridien forment, au contraire, un c6ne droit. 
C'est ce qu'on reconnaitra en faisant toumer un cercle autour d'une de ses cordes. 

98. II est tr^s-important d'observer que la definition du plan tangent donnee 
n® 95 n'exige pas du tout que ce plan n'ait qu'w/i seul point de commun avec la sur- 
face. Cela arrive, il est vrai, dans les surfaces entierement convecces; mais, dans 
d'autres cas, le plan tangent pent rencontrer la surface en divers points, et mdme 
la couper suivant.une courbe qui passe par le point de contact, comme nous en 
verrons des exemples dans le tore (n^ 138) et dans les surfaces gauches. Cette cir- 
constance n'empechera pas que ce plan ne renferme les tangentes k toutes les 
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courbes tracees sur la surface par le point en question » et par consequent il tour- 
chera reellement la surface en cet endroit; tandis que dans les autres points qu'il 
aura de communs avec elle, il sera generalement secant. 

99. II existe neanmoins certains genres de surfaces ou le plan qui est tangent dans 
un pointy se trouve necessairement tangent tout le long d'une droite. Consid^rons, 
en eflety le cylindre ABC {fig. ^2) a base quelconque; si, par la generatrice AB et 
la tangente BT a la base, on m^ne un plan, je dis que non-seulement ce plan con- 
tiendrai les tangentes aux diverses courbes que Ton voudra tracer sur la surface par 
le point B (ce qui resulterait deja du theorfeme demontr6 n® 95), mais qu'il renfer- 
mera aussi les tangentes k toutes les autres courbes que Ton tracerait sur le 
cylindre, par les divers points de la generatrice AB; et pour justifier cette asser- 
tion, il suffira de faire voir que le plan ABT renferme la tangente MY k la courbe 
quelconque MX. Or, si par AB et un point D voisin de B, je mene le plan ABR, il 
coupera evidemment le cylindre suivant une droite DE parallMe k AB, et la courbe 
MX en un point G situe sur DE; de sorte que ce plan contiendra les deux secantes 
BDR et MGS. Maintenant, faisons-le tourner autour de AB de manifere que le point 
D se rapproche de B; les points de section D et G vont changer sur les courbes, mais 
ilsse trouveront touj ours ensemble sur une droite mobile, constamment parallile a 
AB; done, quand Tun de ces points D sera confondu avec B, au meme instant Tautre 
point G co'incidera avec M; c'est-a-dire que, quand le plan mobile aura pris la 
position ABT, la secante variable MGS, toujours situee dans ce plan, sera devenue la 
tangente MV. Ainsi cette demifere droite est renfermee dans le plan ABT. 

Concluons de Ik que, lorsquun plan touche un cjlindre en un point quelconque^ il 
est ndcessairement tangent tout le long de la ginSratrice rectiligne qui passe par le point 
de contact. 

100. Dans les surfaces coniques, le plan tangent jouit aussi de cette propriety, et 
elle se demontrera d'une maniere analogue, en observant qu'alors les points de 
section D et G sont situ^s constamment sur une meme droite variable, mais qui 
rencontre toujours AB au sommet du c6ne. Enfin, nous verrons plus loin que cette 
meme propriete subsiste ^galement dans une classe de surfaces nommees dd^elop^ 
pableSy et dont les cylindres et les cdnes ne sont que des genres particuliers. 

101 . Toutefois ce serait une erreur de croire que ce contact du plan tangent, 
tout le long d'une droite, tient k ce que les surfaces dont nous venons de parler ad- 
mettent des generatrices rectilignes; car nous rencontrerons bientot des surfaces 
engendr^es aussi par une droite, et nommi^^ gauches, danslesquellesle plan tangent 
ne satisfait aux conditions du veritable contact que pour un seul point, quoiqu'il 
contienne toute une droite de la surface {voyez n^ 142 et 154). 

102. Le theoreme demontre n^ 99 offre une consequence importante que nous 
aurons souvent besoin d'invoquer par la suite : c'est que, quand onprojette sur un 
plan une courbe MX et sa tangente MV {fig* 3a ) , les projections de ces deux lignes sont 
elles-mime^ tangentes t une a V autre. En effet, pour projeter la courbe MX, il faudra 
(n^ 4) imaginer un cylindre MBCX passant par cette ligne et perpendiculaire au 
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plan donn^y qu'il coupera suivant une courbe BC qui sera la projection de MX. En- 
suite, pour projeter la droite MV, il faudra mener le plan VMB, lequel etant evidem- 
ment tangent au cylindre en M, devra I'etre aussi (n** 99) en B; et par consequent 
il renfermera la tangente BT de la base BG. Done cette tangente se trouvera Tinter- 
section duplan proj etant avecle plan de cettebase, et elle sera ainsi la projection deMV. 

La meme consequence subsisterait encore, si Ton projetait la courbe et sa tan- 
gente par des droites obliques au plan donne, mais toujours paralleles entre elles. 

i03» En resumant ce qui a ete dit sur les plans tangents, on doit en conclure que, 
pour construire le plan qui touche une surface quelconque dans un point donne, il 
suffira dorenavent de chercher les tangentes a deux courbes tracees sur la surface par 
le point dont il s'agit, en preferant dans chaque exemple celles qui offriront plus de 
facility; puis, de faire passer unplan par cesdeux tangentes, ce qu'on executera 
comme au n^ 22. Nous donnerons bientot divers exemples de ces constructions. 

Lorsque, par le point donne, il passera une droite situie tout entiere sur la surfojce^ 
cette droite sera elle-meme sa propre tangente ; des lors elle devra se trouver con- 
tenue dans le plan tangent, et pourra etre employee a construire ce plan; mais il ne 
faudra pas en conclure toujours que ce plan touche la surface tout le long de cette 
droite (nMOi). 

104. Z/a 7io/7na/e k une surface est la droite perpendiculaire au plan tangent, et 
menee par le point de contact de ce plan. Cette normale se construira done aisement 
(n^ 33), quand on aura determine les traces du plan qui touche la surface au point 
en question. 

105. GoNTOUH APPARENT d'uu corps : on appelle ainsi la ligne qui, sur la surface 
du corps, separe les parties visibles pour I'observateur d'avec celles qu'il ne pent 
apercevoir. Soitdonc {fig^ 33) la position qu'occupe Toeil du spectateur : imagi- 
nons tons les plans qu'il est possible de mener par ce point tangentiellement a la 
surface proposee ; ils toucheront celle-ci suivant des points A, B, C,..., qui forme- 
ront une courbe a laquelle aboutiront tons les rayons visuels OA, OB, OC,..., tan- 
gents a la surface; ainsi cette ligne ABGD sera la limite de la portion que pent aper- 
cevoir Tobservateur place en 0. Mais ce contour apparent changerait de forme et 
de position si le point de vue se depla<;ait : que celui-ci soit transports en 0', par 
exemple, et le contour apparent deviendra A'B'CD'. II faudrait done assigner, dans 
chaque cas, la position du point de vue; puis determiner en consequence le contour 
apparent, ce qui donnerait lieu a des operations graphiques que nous apprendrons, 
ilestvrai, k executor dans la perspective, mais qui compliqueraientinutilement ici 
nos dessins. Au lieu que si nous conservons Thypothese dejk admise n^ 16, et 
d*aprfes laquelle le point de vue, dans toute projection korizontale, est censiaune dis^ 
tance injinie sur la verticale 00' passant par un quelconque des points de I'objet, alors 
les plans tangents dont les points de contact avec la surface faisaient connaitre la 
courbe ABC,..., deviendront tons verticaux^ et leup determination sera plus facile; 
ou plutot, elle s'effectuera ordinairement d'une maniere trfes-simple, comme nous le 
recoanaitrons dans les epures suivanles. 

G^metrie LeroY. 7 
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106. II r^sulte de la que le contour apparent d'une $ufface projetie sur le plan 
HORIZONTAL s'ohtient en cherchant les points de contact de tons les plans tangents qui 

507l^VERT]CAUX. 

Quant k la projection verticale de cette meme surface, elle a son point de vue par- 
ticulier, qui est cense (n^ 16) a une distance infinie sur une perpendiculaire au plan 
vertical; d'oii il suit que le contour apparent, relatif h cette projection, ne sef a pas 
le m^me que pour le plan horizontal, mais il s'obtiendra en cherchant les points de 
contact de la surface avec torn les plans tangents qui sont pebpendigulaires au plan 

VERTICAL. 

107. Nous pouvons maintenant completer les regies que nous avons indiqu^es 
n®* 15 et 16, pour la ponctuation des lignes principales. Car il suit de ce qui pre- 
cede que les lignes ou portions de lignes qui, sur une surface quelconque, se trou- 
veront au-dessus du contour apparent relatif a la projection horizontale, serontseules 
visibles sur cette projection; et quant au plan vertical, les seules parties visibles seront 
celles qui se trouveront en aidant du contour apparent relatif k ce dernier plan. Mais 
on ne devra pas oublier qu'une mfime ligne pourra etre visible dans une des pro- 
jections et invisible dans Tautre, puisque le point de vue est diflPferent pour les 
deux cas : de sorte qu'il faudra, sur chaque plan, employer avec discernement les 
deux modes de ponctuation que nous avons assignes pour les lignes principales, en 
se rappelant toujours que les distinctions precedentes ne s'appliquent pas aux 
lignes auxiliaires (n° 15, n^). 

108. En outre, toutes les fois que dans une epure ii entrera un plan indifini, 
tangent ou secant, nous ne le regarderons pas comme existant r^el(ement, mais nous 
supposerons qu'on a voulu seulement donner ou trower ses traces. Car, autrement, 
ce plan cacherait presque toujours une grande partie ou lalotalite de la surface, ce 
qui aurait le grave inconvenient de ne plus laisser distinguer sur cette surface, 
objet principal de T^pure, les parties superieures ou anterieures d'avec les parties 
oppos^es : de sorte que la forme des objets serait moins nettement accusee par le 
dessin graphique. Cette restriction devra done toujours 6tre sous-entendue dor^na- 
vant, sans que nous ayons besoin de la rappeler chaque fois ; mais elle ne s'applique 
pas k un plan limite^ tel qu'une face de poly^dre. 
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CHAPITRE III. 

DBS PLANS TANGENTS AUX CYUNDRES ET AUX GONBa. 

109r Par un point donni sur la surface d'un cyUndre quelconque, on propose de 
lui mener unplan tangent. 

Soil AECG [fig. 39) la directrice du cylindre, que nous supposons situ6e dans 
le plan horizontal, et quoique cette ligne se trouve ici un cercle, la m6thode sera 
generale et applicable a toute autre courbe; soit aussi [aby dV) la droite k laquelle 
la generatrice rectiligne doit rester constamment parallele, en glissant sur AEOG« 
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Nous commencerons par determiner le contour apparent de la surface qui^ sur le 
plan horizontal, sera donne (n^ 106) par les points de contact de tous les plans tan- 
gents verticaux. Or chaque plan de ee genre renfermera une arete (*) du cylindre, 
et aura pour trace horizontale la projection meme de cette droite, o'est-k-dire une 
parallele a ez6; de plus, ce plan touchera le cylindre tout le long de cette genera- 
trice ( n^ 99 ) , et par consequent sa trace devra itre tangente a la hose AEG6. Done, si 
Ton mene a cette courbe les tangentes AB et CD parall^les a ab^ ce seront les traces 
de deux plans tangents verticaux qui toucheront le cylindre suivant les generatrices 
projetees horizontalement sur AB et CD ; et consequemment les projections verti- 
cales de ces generatrices -seront les droites A' B' et C' D' menees parallelement 9idl/. 
Ainsi, les deuxlignes (AB, A'B') et (CD, CD") formeront le contouf apparent du 
cylindre sur le plan horizontal ;^et toute ar^te de cette surface qui sera aur-des- 
sous de ces droites, c'est-k-dire qui aboutira sur le demi-cercle AGC, sera irwir- 
sible en projection horizontals 

Quant au contour apparent sur le plan vertical, il sera fburni (n^ 106) par les 
plans tangents qui serodt perpendiculaires a ce plan de projection; leurs traces 
horizontales devront done dtre perpendiculaires a la Ugne de terre^ et comme ci- 
dessus tangentes a la base AEGG ; par consequent ces traces seront BE' et GG'. En- 
suite, comme ces plans toucheront necessairement le cylindre suivant les genera- 
trices qui aboutissent aux points de contact E et G, et qui sent evidemment projetees 
sur (EF, E'F) et (GH^ G'H'), il s'ensuit que ces deux generatrices formeront le 
contour apparent de la surface sur le plan vertical ; de sorte que toute arete qui se 
trouvera en arriire de ces droites, ou qui aboutira sur le demi-cercle EAG, sera 
invisible en projection verticale. 

110. Maintenant, r^solvons le probl^me propose, en supposant que M soit la pro- 
jection horizontale du point donne; et puisqu'il doit etre sur la surface, il ne faudra 
pas choisir arbitrairement la seconde projection de ce point, car celle-ci va r^sulter 
de la premiere. En effet, par le point en question sur le cylindre, il passe necessaire- 
ment line generatrice qui sera projetee horizontalement suivant ML parallele a ab\ 
or Ml ttllant rencontrer la base du cylindre en L, ce point doit etre la trace horizon- 
tale de tette generatrice, dont la projection verticale sera par consequent L'K' 
parallele ^ ^b'\ ainsi, c*est sur cette droite L'K' qu'il faut rapporter le point M par 
une perpendiculaire a la ligne de terre, pour obtenir la seconde projection M' 
du point assigne sur le cylindre. 



(♦) Quelquefois, pour simplifier le langage, nous appellerons arites d'un cylindre ou d*un c6ne, les di- 
versed positions de ta generatrice rectiligne; mais il ne faut jamais donner & ces droites le nom ^ elements^ 
car les elements d'une grandeur doivent toujours dtre bomogenes avec eile : ainsi les elements d'une sur- 
face soni d'auires petites surfaces dont la somme compose la surface en question. D'ailleurs, nous aurons 
besoin plus tard (n** i59) d*employer ce mot ^element dans sa veritable acception, et alors il r6sulterait de 
ce double sens une confusioti d'id6es tr^s-nuisible dans la th^orie des surfaces gauches. Nous emploierons 
aussi quelquefois le nom de hose pour designer la directrice d'un cylindre ou d'un c6ne, surtout quand cette 
Goarbe se trouvera situ^ dans le plan borizontah 
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Cependant ll existe ici une autre solution; car la droite ML allant coupcr la 
base en deux points L et V, on pent dire que V est la trace d'une autre arete pro- 
jetee ^galement sur MV, mais dont la projection verticale sera V'K"; de sorte que 
si Ton rapporte le point IVhsur cette derniere droite en M", il y aura sur le cylindre 
un second point (M, M") qui sera, comme.le premier (M, M'), projete horizontale- 
ment en M. 

111. Cela pose, construisons le plan tangent pour le point (M, M') {fig. Sg). Ce 
plan renfermerala generatrice (ML, M'L'), et par consequent sa trace passera par le 
pied L de cette droite; puis, comme il doit toucher le cylindre tout le long de cette 
generatrice (n^ 99), il contiendra necessairement la tangente de la base au point L, 
c'est-k-dire la ligne LQ, qui sera pr^cisement la trace horizontale du plan demands. 
Pour obtenir Tautre trace, on cherchera le point K' oil la droite (ML, M'L') con- 
tenue dans ce plan, va percer le plan vertical, et QK' sera la trace verticale du plan 
tangent. Mais s'il arrive, comme dans notre epure, que la trace PQ aille couper la 
ligne de terre a une distance trop considerable, on imaginera par le point (M, M') 
une droite auxiliaire qui soit parallele a la trace horizontale LQ, et dont les projec- 
tions seront evidemment MX parallele a QL, et M'X' parallele k la ligne de terre; 
puis, en construisant le point X' ou cette auxiliaire va percer le plan vertical, ce 
point devraappartenir encore a la trace verticale du plan tangent, laquelle sera X'E'. 
Dans tons les cas, ce moyen est bon a employer comme verification. 

Quant au plan tangent relatif au point (M, M"), on observera que la generatrice 
de contact est ici projetee sur MV, M"V'; done, en menant par le pied V de cette 
droite une tangente YS a la base du cylindre, ce sera la trace horizontale de ce 
nouveau plan tangent. La trace verticale SK'' se determinera, comme ci-dessus, 
en cherchanl k point K'' oil la generatrice de contact va percer le plan vertical; 
ou bien, on aura recours encore a Thorizontale (MY, M"Y'), qui fournira un 
troisifeme point Y de cette trace. 

112. Observons d'ailleurs que les deux plans tangents PQR' et PSR', que nous 
venous de construire, renferment deux generatrices du cylindre qui sont parallfeles 
entre elles; done ces plans ne pourront se couper que suivant une droite parallele 
a ces generatrices. Par consequent, si Ton construit comme au n^ 27 Tintersec^ 
tion (PR, P'R') de ces deux plans, cette droite devra se trouver exactement paral- 
lele a (a6, a'b')^ ce qui fournira une nouvelle verification des operations graphiques 
anterieures. 

113. D*apres les motifs exposes n^ 108, nous noussommes propose, dans I'epure 
actuelle, de construire seulement les traces des plans tangents, sans regarder ceux-ci 
comme reellementexistants; mais, puisque ces traces subsistent, il faudra /^onc/uer 
les parties de ces lignes qui se trouvent cachees par la projection du cylindre sur ie 
plan horizontal et sur le plan vertical. Quant aux diverses aretes du cylindre, nous 
aurions pu pointiller celles d'entre elles qui nous avaient servi de lignes auxi-- 
liaires pour arriver aux plans tangents; mais nous avons prefere de regarder toutes 
ces droites comme aulant de generatrices reeliement existantes, et dont Tensemble 
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accuse mieux la forme de la surface; dfes lors elles out du etre marquees par un 
tvait pkin on ponctuSy selon qu'elles ^talent visibles ou invisibles; distinction qui 
s*effectuera d'apres les regies enoncees aux n^ 107 et 109. 

114. Si Ton veut construire la courbe suivant laquelle le cylindre va penetrer le 
plan vertical, il suffira de chercher les traces de diverses generatrices de cette surface, 
et Ton obtiendra ainsi la ligne FK'D'H'K'^B' qui, dans Texemple actuel, sera une 
ellipse; elle devra toucher aux points K', K", les traces des deux plans tangents, 
puisque ceux-ci renferment (n^ 99) les tangentes k toutes les courbes situees 
sur le cylindre, et menees par les divers points de leur ar6te de contact. Pour 
obtenir les points leplus heait et le plus bos de la courbe F'K'D'H'. . ., il suffira de 
construire les deux generatrices qui repondent aux points de la base T et / dans 
lesquels la tangente est parallele a la ligne de terre. Car, pour chacune de ces gene- 
ratrices, par exemple (TU, T'U'), le plan tangent correspondant coupera le plan 
vertical suivant une droite necessairement parallele k cette ligne de terre, et con- 
sequemment horizontale ; d'ailleurs cette intersection devant toucher evidemment 
la courbe F'K'D'H'. . ., il s'ensuit que le point U' est bien celui oil la tangente est 
horizontale. Observons, en outre, que cette consequence est vraie pour un cylindre 
quelconque, quand meme sa base serait toute autre courbe qu'un cercle. 

115. Cos ou la directrice est une courbe donnie dans Vespace, et definie par ses 
deux projections que nous designerons par x et a;\ sans tracer la figure. Pour 
resoudre le probleme directement, on pourrait, comme au n^ 110, mener par le 
point M, et parallfelement k a6, une droite qui rencontrerait la courbe x en un 
point L; puis, en projetant sur a/ ce point L en L', on tirerait par ce dernier une pa- 
rallele a a'b\ sur laquelle on projetterait le point M en M% ce qui acheverait la deter- 
mination du point de contact. Ensuite, on construirait la tangente de la directrice 
pour le point (L, L'), et Ton ferait passer le plan tangent par cette tangente et 
par la generatrice (LM, L'M'). Mais il est ordinairement plus simple de mener par 
divers points de la directrice [x, xf) des paralleles a la droite [ah, a' b')\ et en cher- 
chant les traces horizontales de toutes ces generatrices^ on obtient des points assez 
rapproches pour pouvoir etre reunis par un trait continu, ce qui fournit la base AELG 
du cylindre sur le plan horizontal, et nous ramene aux donnees de la^^. Sg. 

116. Mener un plan tangent a. un cylindre par un point donne hors de cette surface. 
Conservons pour le cylindre les m^mes donnees que precedemment, et soit 

(N, N') [fig. 39) le point assigne dans Tespace; nous menerons par ce point, et 
parallelement aux generatrices, une droite (NP, N'P') qui devra evidemment se 
trouver contenue tout entiere dans le plan tangent cherche, puisque celui-ci, quel 
qu'ilsoit, renfermera une arete du cylindre. Done, en construisant la trace hori- 
zontale P de cette droite, on obtiendra un point de la trace du plan demandc; et 
celle-ci, devant toucher la base du cylindre (n^ 99), sera Tune des tangentes PLQ 
et PYS que Ton pent mener a cette base par le point P. II y aura done deux plans 
qui resoudront le probleme, et leurs traces verticales s'obtiendront aisement, puis- 
que chacun de ces plans renfermera la droite (PN, P'N') et Tarete qui part du point 
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de contact L ou Y (*). D'ailleurs on pourrait aussi^ comitie au n^ 11 i» imaginer par 
le point donne (N, N') une horizontale situee dans Tun ou Tautre des plans tangents^ 
et construire la trace verticale de cette droite. 

117. Trower tm plan qUi soit tangent d un cylindre^ et paralUle a une droite 
donnde* 

Soient AEGG {fig. 4o) la base du cylindre sur le plan horizontal, et (EF, ¥/V') 
une des generatrices : on construira le contour apparent de cette surface sur les deUJc 
plans fixes eomme au n^ 109; puis, si Ton represente par {mn^ trin') la droite don- 
nee> il faudra, par un point de cette ligne» mener une parallele [ma, m'a!) aui gene- 
ratrices du Cylindre, et f^ire passer un plan par ces deux droites. Ge plan, (|ui aura 
pour trace horizontale an^ devra se trouver parallele au plan tangent cherchet 
puisque ce dernier tenferme une arete du cylindre, et se trouve ainsi parallele aux 
deux droites projetees sur ma et mn; done la trace de ce plan tangent sera Tune des 
deux tangentes PQ ou IS menses a la base parallelement a an. Par consequent, il y 
aura encore deux solutions, et les traces verticales QR', SV s'obtiendront facilement 
au moyen des aretes de contact qui seront (PR» P'R') pour Tun des plans, et (TV^ 
T'Y") pour Tautre. Ici les deux plans tangents seront evidemment paralleles entre 
eux, et, par suit6> leurs traces verticales devront aussi se trouver paralleles Tune 
a Tautre. 

118. Observons, en terminant cesproblemes sur les cylindres, qu'on ne pourrait 
pas exiger qu'un plan f&t tangent a une telle surface et passat en menle temps par 
une droite donnee. Car, par cela seul qu'un plan touche un cylindre en un point, il 
est, comme on Ta vu n^ 99, necessairement^tangent tout l3 long de la generatrlce 
qui passe par ee point; de sorte que cette premiere condition en renferme implicite- 
ment deuk, d'aprfes lesquelles te plan cherche dolt jouir du contact en deux points 
de la surface : puis, si Ton y joint robligatioh de passer encore par une droite du par 
deux points donties en dehors, cela formera quatre conditions distinctes, tandis que 
trots suffisent pour determiner la position d'un plan. Gependant, si la droite donnee 
etait parallele aux aretes du cylindre, cela reviendrait k n'assigner qu'un seul point 
exterieur» et le probleme rentreraitdans celui du n'' 116. 

119. Pitr un point donne mr une surface conique, on propose de ku mener unphh 
tangent. 

Soient ABCD {fig. 4i ) la courbe dlrectrice que nous sUppoSons situee dans le plan 
horizontal, et (S, S') le sommet du c6ne; nous commettcerons par determiner le 
contour apparent de cette surface sur le plan horizontal, en cherchant (n^ lOtt) 
tons les plans tangents qui peuvent etre venicaux. Or, un tel plan ayant pour trace 
horizontale la projection memo de la generatrice qu'il renferme, cette trace passera 



(*) II arrive ici que les points de contact L et Y sont sur une mSme parallele k la droite ab, parce que 
nous avonfi voulu faire servir la figure du probldme pr^c^ent; mais lorsqu'on prendra le point (N^ N') 
tout k fait arbitrairement, cette circonstance n'aura pas lieu en g^n^ral, et du reste cela ne cbangera rien 
aux raisonnements qui nous ont servi k rteoudre le probleme actueh 
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par le point S; puis, comme elle doit toucher la base, attendu qu'ici encore le con- 
tact du plan tangent a lieu (n° 100) tout le long d'une genera trice, on en conclura 
que les tangentes SA et SB, menees du point S, sont les traces des plans tangents 
verticaux, et que ceux-ci touchent le c6ne suivanl les deux aretes (SA, S'A') et 
(SB, S'B'), lesquelles forment le contour apparent de la surface conique relative- 
ment au plan horizontal. De sorte que toute generatrice qui sera au-dessous de 
eelles-la, c'est-a-dire qui aboutira dans la portion ADB de la base, se trouvera inn- 
siblesuT le plan horizontal. 

Quant au contour apparent sur le plan vertical, il sera donne par les plans tan- 
geqts au c6ne qui se trouveront perpendiculaires k ce plan de projection (n® 106) ; 
ainsi les traces horizontales de ces plans, devant etre perpendiculaires a la tigne de 
terreet tangentes (n^ 100) a la base ABCD, seront les droites CC et DD'. Quant aux 
traces verticales, elles passeront n^cessairement par la projection S- du sommet, et 
seront les droites C'S'etD'S'. D'ailleurs, puisque ces plans toucheront 6vidftmment 
le c6ne suivant les generatrices (CS, C'S') et (DS, D'S'), il s'ensuit queces^deux 
droites formeront le contour apparent de la surface projetee sur le plan vertical*; et, 
par consequent, toute ar^te qui se trouvera en arriere de ces droites, ou qui aboutira 
dans la portion CAD de la base,, sera invisible en projection verticale. 

120. Revenons maintenant au probleme priniitif, et supposons que M soit la 
projection horizontale du pointdonne. L'autre projection ne doit pas 6tre prise arbi- 
trairenoent; car, puisque le point en question appartient k la surface, il doit se 
trouver sur une certaine generatrice qui ne pent etre projet6e horizontalement que 
suivant SM : eette droite aura done pour trace horizontale le point E ou le point G, 
et des lors sa projection verticale sera S'E' ou S'G'. Done, si Ton y rapporte la pro- 
jection M par une perpendiculaire k la ligne de terre, on obtiendra pour le point 
assigne les deux solutions (M, M') et (M, M"). 

121. {Fig. 41.) Cela pos6, construisons le plan tangent pour le premier de ces 
deux points. Ce plan renfermera la generatrice (SE, S'E') et touchera le c6ne tout 
le long de cette droite (n^ 100) ; par consequent, il aura pour trace horizontale la 
tangente PEQ de la base. Quant a sa trace verticale, elle devra passer par le point 
(F, F') oil Varfete de contact va percer le plan vertical, et parle point Q oil la 
trace PB irait conper la ligne de terre : mais comme ce point Q se trouve ici hors 
dn cadre, ony suppleera en imaginant, par le point (M, M') et dans le plan tan- 
gent cberch6, une horizontale (MX, M' X') qui va percer le plan vertical en X', et 
fournit ainsi un nouveau point de la trace demandee QX'F'. 

De mSme, pour le point (M,M*) Tarfete de contact *tant (SG, S'G'), la tan- 
gente GV sera la trace horizontale du plan tangent actuel; et sa trace verticale VP 
se determinera en cherchant le point F" oil I'arete de contact (GS, G'S') va percer 
le plan vertical : ou bien, comme precedemment, on se servira d*une horizontale 
(MY, M^'Y') situ^e dans le plan tangent qui nous occupe. 

122. Observons ici que les deux plans tangents que nous venons de determiner, 
renfermant chacun une generatrice du cdne, passeront tons les deux par le som- 
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met (S, S'); d'ouil resulteque si Ton construit (n^27) leur intersection qui est 
projetee suivant PR et P'R', il devra arriver que la premifere de ces lignes passe 
par S et Tautre par S', ee qui fournira une verification des constructions anterieures. 
D'ailleurs les traces verticales devront toucher en F' et F'' la courbe suivant laquelle 
le cone est coup6 par le plan vertical, courbe qui se construira en cherchant les 
points oil les diverses generatrices vont percer ce plan de projection. 

125. Mener un plan tangent a une surface conique, parun point donnd au dehors. 

[Fig.l\'x.) Soient encore ABC la base du cone et (S, S') le sommet; on determi- 
nera, comme ci-dessus, le contour apparent de la surface sur chacun des plans 
fixes, et nous representerons par (N, N') le point assigne dans Tespace. Le plan 
tangent que Ton cberche, devant contenir une generatrice, passera par le sommet 
(S, S'), et, par suite, il renfermera la droite (SN, S'N'); done, en cberchant le pied 
(P, P') de cette droite, et en menant a la base les tangentes PEQ, PGV, ce seront les 
traces horizontales des deux plans tangents qui satisfont a la question. Quant aux 
traces verticales, on les determinera par le moyen de la droite (SN, S'N') contenue 
dans les deux plans, ou bien par le secours des aretes de contact de ces plans, les- 
quelles sont evidemment (SE, S'E') et (SG, S'G'). On pourrait encore employer 
une horizontale auxiliaire menee dans cbaque plan par le point (N, N'), comme 
nous Tavons deja fait plusieurs fois. 

124. Trowerun plan qui soit tangent a un cdne, etparallele a une droite donnie. 
{Fig. 4^2. ) Conservons les memes donnees que precedemment, et soit [mn^m'n') la 

droite k laquelle le plan tangent doit etre parallble. Comme ce plan passera neces- 
sairement par le sommet, si nous menons de ce point et parallelement a (m/i, m'n')' 
la droite (SP, S'F), cette derniere sera evidemment contenue dans le plan demande ; 
par consequent, la trace (P, P') de cette droite appartiendra a la trace horizontale 
du plan tangent, laquelle sera Tune des deux tangentes PEQ, PGV menses k la base. 
II y aura done encore deux solutions, et les traces verticales de ces plans se deter- 
mineront comme au numero precedent. 

125. Puisque tout plan qui est tangent a une surface conique dans un point, 
touche necessairement cette meme surface tout le long d'une droite (n^ 100) , la 
remarque faite au n® 118 s'applique ici; et il en resulte qu'on ne saurait exiger 
qu'un plan soit tangent a un cone, et passe en meme temps par une droite ou par 
deux points donnes; k moins que la droite qui reunirait ces deux points ne passat 
t^lle-meme par le sommet, caralorscela reviendrait a n'assigner qu'un seul point 
exterieur, comme au n*^ 123. 

En terminant ce chapitre, nous ajouterons quelques probl^mes dont nous indi- 
querons seulement les moyens de solution, en invitant le lecteur a s'exercer au trace 
de ces epures. 

126. Par une droite donnee, mener un plan qui fosse ^ avec le plan horizontal^ 
unangle determine a. D'un point quelconque de la droite on abaissera sur le plan 
horizontal une perpendiculaire et une oblique, en dirigeant celle-ci parallelement 
au plan vertical, et de maniere que sa projection sur ce dernier plan forme Tangier 
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avec la ligne de terre. Alors^ ea imaginant que cette oblique tourne autour de la • 
veriicale, elle decrira un cdne droit dont la trace horizontale sera un cercle bien 
facile a determiner, et dont toutes les aretes se trouveront aussi inclin^es sous Tho- 
rizon d'une quantite angulaire a ; par consequent, si Ton mene a ce cone un plan 
tangent passant par la droite donnee, ce qui rentre ici dans le problfeme du n® 125, 
on obtiendra evidemment un plan qui satisfera aux conditions assignees par la 
question. 

127. Menerd un cylindre donnd, un plan tangent dont VincUnaison sur le plan 
horizontal soit a. On construira, comme dans le problfeme precedent, un c6ne de 
revolution dont les aretes fassent Tangle a avec le plan horizontal; puis, en tirant 
par le sommet une droite parallele aux generatrices du cylindre, et faisant passer 
par cette droite un plan tangent au cdne (n^ 123), il restera a mener au cylindre 
un plan tangent parallele acelui-la, problemequi se resoudra, comme au n^ 117, 
en menant a la base du cylindre une tangente parallele k la trace horizontale du 
plan qui touchait le c6ne. On sent bien que le probleme deviendra impossible, 
lorsque la parallble menee par le sommet du cone aiixiUaire aboutira dans Tint^- 
rieur de sa base. 

Si Ton proposait la mime question pour un cdne defini par une base quelconque, 
il faudrait modifier la solution en prenant pour sommet du cone de revolution le 
point meme qui sert de sommet a la surface conique assignee par le probleme; 
ensuite, on devrait mener une tangente commune aux bases de ces deux cones, et 
ce serait la trace horizontale du plan demande. 

128. Par un point donnS, mener une droite qui soit tangente a une surface conique 
et parallele a un point donnS. 

Mener a un cdne ou dun cylindre un plan tangent qui soit perpendiculaire d un 
plan donnd. 

Etant donndes les deux projections de I'a^xe d'un cylindre de rSi^olution, avec la 
grandeur de son rayon, trouver sa trace horizontal et son contour apparent. 



CHAPITRE IV. 

DES PLANS TANGENTS AUX SURFACES DE REVOLUTION, LORSQUE LE POINT DE CONTACT 

EST D0NN6. 

129. [Fig. 43-) Puisque par chaque point M pris sur une surface de revolution 
(n^' 75), il' passe toujours un meridien AMD et un parallele FMG, si Ton construit 
les tangentes MT et MY k ces courbes, et que Ton mene un plan par ces deux 
droites, ce sera (n^ 103) le plan tangent de la surface en M. Or la tangente MV, 
situee dans le plan du cercle FMG, est evidemment perpendiculaire a la fois au 
rayon MO et a I'axe AO; done elle Test aussi au plan meridien AOM, et par suite 
le plan tangent qui contiendra MY sera lui-meme perpendiculaire sur ce meridien. 
Cette consequence etant independante de la nature dela courbe AMD et de la position 

Gcometrie Lerojm " 



du point M, il cfft ?6Stllte c6 thedi^feme rfemai^quable f Dtt/i^ /oii<<? iai/«ice rfe n^olution, 
le plan tttHgeni eit pefpehdkulaire aU plan mifidien qui passim par k point de contact. 

IW; Efl ffldbsrtltslu poiftt M utie nopmale MN a la sUrfoce, cette droite, perpen- 
dicdlairt kU pkh taiigenl, se tr&uvel^a liiScetoaitettieflt renferm^e dins le plan meri- 
dien AMD J doii6, daasloiite stirfa(5e de f6lrolution. Id normcUe va retteonirer lasbe. 

Dd p\m, 6ette i^etidontre se fait au m^me point, pour toutes les normales MN, 
PN, FN,..., qui repondent k un mfime parallele. En efifet, lorsque le plan meridien 
AMD toiiriie autoui* de I'axe, en enttiiifiattt avec lui les droites MN et MT, la pre- 
Wiifefetfe ccJsse pa& d'etre perpendicultfire a Tautre; en outre, cette droite mobile 
Ulllf, tottloiifs ftnftf^M^ dans le plan iftferidieti, se trouve, cortime eelut-ci {n^ 129), 
pefp<ttdfif6«triilref i^u^essivdnifetit \ ch^qtte tanfgetitct MY du parallele ; done MN est 
Ken pWpffeftdlciilaire If delix tangentesy et par cond^ueht normale k la surface; 
daris tottt*sl#s posStio-fisf qtt'etle occupe eti toUfnant autoiir de Taxe AD. D'ailleurs; 
{Mfis^^ d^tls ee' mouteufifent le point N de la tierrnale MN reste immobile, il en 
F^^altcf (|ue tcniUs^ le^ Aotmalei menses le long d'tin mifne paraltik forment toujauh 
Un c6he MofT dtint lif s&mmm est stir Vdace : liiais ce sommet change en passant 
d'un parallele a un autre. 

Aprfes dfvoi^ falit i^efmarquei^ ces propri^t^s g^m^frsAes et comiAmres k toutes les 
surfaces de r6vo>irtion, noiis allons nous oteciiper de la construction do plan taftgeht. 

131 . Paf un point donni stir une surface de r^olution dont le mSridien est connu^ 
menet tin plan qui sort tdtngeni a cette surfojce, 

{Fig, 440 Pour simplifier les constfuctioTis, choisissons notre plan hoffz&ntal de 
inanifere qfu'iJ SOtt perpendicrtaire \i Taxe de revolution : alors cette droite se trou- 
vant verticale, elle sera projetee horizontalement en on poiAt O, et verticalemerit 
stiivant la drOite O'Z' perpendiculaire ^ la ligne de terre. Soil d'aillenrs A'B'D' la 
projection du meridien principal, c'est-a-dire de celui qui est parallele att plan 
vertical, 6t qui se trouVe projele horizotitalement sur OB parallele a la ligne de 
terre : ici ce m^ridl^i^ est tttte ellipse dont un des diamfetres principaux coincide 
avec Taxe de rotation, et par suite la surface sera un ellipsoide de revolution (n*^ 79); 
mais les raisonnements et les constructions seraient enti^rement semblables pour 
toute autre courbe meridienne. Le plus grand des paralleles, ou bien Vdquateur de 
la surface, est evidemment le cercle decrit par le demi-a^e C'B', lequel se projette 
horizontalement sur un cercle BKE egal au premier, et forme le contour apparent 
de la surface relativement au plan horizontal (n^ 106); en effet, tout le long de 
f^quateur (B'E', BKE) les plans tangents sevoni veriicauXf puisque chacun r^nfer- 
mera la tdfngente du meridien, laqnell^ est une verticale comme B'B. Quant au 
contour apparent de la surface par rapport au plan vertical, ce sera le meridien 
pn>M?ipf«l(A'B'D'E', BE); car ce coiitour doit etre formfe (n** 106) par les points 
de conl^ct de tous les plans tangents perpendiculaires au plan vertical : or les 
plans AMgente lelong de cette courbe meridiehne sont (n^ 129) tons perpendicu- 
foires k son plan, et par suite au plan vertical de projection. Noiis n'ajouterons pas 
iei d'autrei^ positions de la gen^ratme poUr figurer (n^ 95) la forme de la surface^ 
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parce qu'eile est suffisammeDt iadiquee par ee qui prie^de; raais bous verroDS 
cependant plus loin (n"" 137) la oianiere de eonptvuira ies pve|(etioBS ({'autaut de 
courbes meridienBes que Ton voudrait en tracer. 

132. Gela pose, soit M la projection horizontale du paint dapni mr<M durfaoe; 
U ne faudra pas prendre arhitr^iresaent la seoonde projection de ee poi^t* ptiiaqu'il 
doit etre situe a la rencontre de la verticale M avec le meridien projete suivant OK. 
Or, si Ton fait tourner oelui-ci autour de Taxe ( 0,0' 2- ), juaqu'a ce quHl eaincide avec 
le meridien principal OB, il se trouvera alors projete Y6rticaleaieat auiraat A'B^D', 
et eoHime, par suite de ce deplacement, la projection M aura decrit Tare M6^ ap en 
eendura que la projection verticale du point cherche se trouvd acjUiaUeoAcnt eii Q' 
ou en G'^ Maintenant si Ton ramene le meridien mobile dana la poaition OK, le 
point en qqestion, qui pendant ce mouvement ne changera paa de hauteur, Fec^tera 
prejete verticalement sur rhorizontale6'F ou 6''P; d'eii il suit 6videai(nent que, 
dans aa position primitive, il qtait prejele vei^ticalemeat en M' ou ea M'^ 9 aiqsi, il y 
a snr la surface deux points (M, M') et (M, M'') qui sanf l^ua et I'autre projet^ 
horizontalement en M. 

i^3. {Fig. 44-) €onsidirons le premier (M, M') de cea points, et poup deter* 
miner le plan tangent qui s'y rapporte, noua rasaujettirons fn^ 103) a passier par 
deux tangentes de la surface, savoir ; la tangente au meridien et la tapgente au 
parallfele; mais, comme la projection de la courbe meridienne relative au point 
(M, M') n'est pas donnee. imm^diatement, et qu'aiqsi nous ne pauvoaa pas lui 
mener directement une tangente, nous rabaltrons encore le plan veptical OMI^ &^r 
le meridien prindpat OB. Par la le point (M, M') sera transpojpte en (G, G-), et il 
seta facile alors de coi^str^ire la tangente G'H- qui viendra pf rcer le plan horizon- 
tal au point H sur OB : puis, si Ton ramene le meridien mobile dans ta position 
OMK, le pied H de cett^ tangente decri^a evidemment un are de cerele termine en T, 
tandis que le point de contact Q' reviendra en M'; dpnc, en prQJetant le point T 
sur la Ugne de terre, on obtiendra M'T' et AIT pour le^ projeelions de la tangente 
au meridien qui passe par le point (M, M')- OAiservons d'aiUeur^ que ce^te tan- 
geqte prolonged doit rencentrer I'ax^ de la surface, au meme poiqt 2' ou abautii^ 
sait la droite G'H'. 

Quant au pa^fall^le relatif k ee point (M, W), il efd evidemmeat projete aur le 
cercle GMF et sur G'F; par consequent, aa tangente est Tborizonlale (MY> MT^) 
perpendicplaire au plain meridien OMK. Maintenant, le plan qai re«|ern^era las 
deux tangentes ainsi Seterminees, aur^ pour trace hojrizontale upc droite TU paa- 
sant par le pied T de la premiere tangente, et meaee paraU^^emeat a MV qui est 
one horizontale contenue dans ce plai^ tangent; puist an auia la tr^ee \erticale UV 
de ca meme plan, en construisant le point V ou la draite ('filY, DA' Y') va tfifcei^ (e 
plan vertical. 

Le plan taiigeplpelatif au point (M, M'') a'ohtiendra d'une mani^ anaJiog^^, en 
rabattant d'abord le point W en 0" sur* le Bi^ndien priacipah et men%nt a ^lai-^ci 
la taageifte G^'L'. i^suita le pied (L, V) de celte draita etaat ramwe d^nt la mvir 

8. 
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dien 0E» viendra en R; et comme la tangente aa parallble est ici (MV, WW"), les 
traces du plan tangent seront RS parall^le MY, et SV". 

134. II est bon de remarquer que, d'apres la direction de la tangente MY au 
parallelet cbaque plan tangent a une surface de revolution aura toujours sa trace 
horizoniale perpendiculaire aceUe duplan meridien qui passe par le point de contact, 
du moins tant que Taxe de la surface sera vertical. 

135. Observons encore que les deux plans tangents en (M, M') et (M, M''), 
ayant leurs traces TU et RS paralleles» devront se couper suivant une horizontale; 
ety par suite dela symetrie de la surface actuelle> cette horizontale sera situee dans 
le plan deTequatear E'B'. En effet, comme les tangentes G'H' et G"U a Tellipse 
meridienne se rencontraient necessairement en un point a! situe sur Taxe de cette 
ellipse, ce point transporte en 6' dans le meridien OK avec les deux tangentes, leur 
sera toujours commun, et restera dans le plan de I'equateur E'B' : done Thorizon- 
lale, qui est Tintersection des deux plans tangents, passera par le point &\ et c'est 
aussi pour cette raison que les traces verticales de ces plans doivent se couper en 
un point V situe sur la droite E'B'§' prolongee. 

136. {Fig. l\[\.) Pour obtenir la normale de la surface de revolution au point 
(M, M'), on se rappellera (n^ 130) que toutes les normales, le long d'un meme 
parallele, vont couper I'axe au meme point, et que d'ailleurs cbacune est renferm^e 
dans le plan meridien qui passe par le point de contact. Ainsi, apres avoir rabattu 
sur le meridien principal le point M' en G', on tirera par ce dernier une droite G'N' 
perpendiculaire k la tangente G'H'; puis, en joignant le pied N' de cette normale 
avec le point donne M', on obtiendra la normale N'M' relative a ce dernier point. 
C'estlk du moins sa projection verticale; et quant a sa projection horizontale, elle 
tombe evidemment sur OM. 

Observons ici que cette normale ^tant perpendiculaire au point tangent TUV, les 
traces de ce dernier devront se trouver (n** 33) respectivement perpendiculaires aux 
droites OM et N' M' y ; ce qui ofTrira une verification des constructions dejk effec* 
tuees pour le plan tangent, ou meme, si Ton veut, un moyen de trouver a priori 
ses traces, puisque alors il s'agirait de mener par un point connu (M, M') un plan 
perpendiculaire a la droite (MO, M'N'). Voyezn'' 36. 

137. On a vu (n^ 132) qu'il 6tait facile, en partant de )a projection horizon- 
tale M d'un point de la surface, de conclure la projection verticale M' ou M" : si done 
on applique le meme proc^de k divers points K, M, Q..., pris dans le plan meri- 
dien OK, on pourra ainsi construire la projection verticale de la courbe meridienne 
renferm^e dans ce plan, et cette courbe devra etre tangente aux droites TM' et 
R'M''; puis, enrepetantla meme operation pour d'autres plans meridiens que OK, 
on obtiendrait autant de positions que Ton voudrait de I'ellipse mobile A'B'D', ce 
qui servirait k completer la representation graphique de la surface. 

Cest aussi par des operations analogues, qu'etant donn^es les projections d'une 
gendratrice quelconque d'une surface de revolution, on en conclurait facilement le 
meridien principal, ou toute autre section meridienne. On pourra se proposer, 
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eomme exemple, le cas oil cette g^neratrice est unedroite qui ne rencontre pets I'axe; 
et aiors on trouvera que la meridienne est une hyperbole, ainsi que nous le ver- 
rons plus loin (n^ 148). 

138. [Fig. l\S.) Du plan tangent au TORE. Si Ton fait tourner un cercle 
(A'B'C'B'', ABC) autour d'une droite (0"Z', 0) qui ne passe point par son centre, 
mais qui est situee dans son plan, ce meridien circulaire engendrera une esp^ce de 
surface annulaire^ nomm^e xyxutore^ dont tons les points seront projet^s horizonta- 
lement entre VSquateur decrit avec le rayon OC = O'C, et le cercle de gorge decrit 
par le rayon OA = 0' A' : mais il faut bien remarquer que les deux demi-cercles 
B'C'B" et B'A'B*' engendreront deux nappes tres-differentes de forme, quoique 
Tune et Tautre viennent se reunir le long des circonferences parcourues par les 
extremites B' et B" du diametre vertical. La nappe ext6rieure est convexe^ c'est- 
a-dire que toutes les courbes qui y seraient tracees par un meme point (N, N^), se 
trouYeraient situees d'un meme c6t6 du plan tangent en ce point. En efTet, pour d^ter- 
minei' ce plan, il faut construire la tangente NT' du meridien, et par le pied P de 
cette droite, mener une perpendiculaire PP' k la trace ON du meridien (n*^ 134); 
or on voit que la meridienne B'N'B* et le parallele NT sent tons deux a gauche du 
plan tangent NTP; et quoique nous ayons choisi le point (N, N') sur le meridien 
principal, afin de rendre plus simple la construction du plan tangent, il est bien 
evident que les memes circonstances arriveraient pour tout autre point de la nappe 
exterieure, puisqu'elle est de revolution et, par consequent, symetrique tout autour 
deraxe(0"Z', 0). 

Au contraire, si nous prenons un point (M, M') sur la nappe interieure, le plan 
M"T'T, tangent en ce point traversera la surface; car le meridien B'M'B" sera evi- 
demment a droite de ce plan, tandis que le parallele M'V se trouvera k gauche : 
aussi le plan M'TT coupera le tore suivant une courbe a noeud, qui est representee 
en projection horizontale par (MHEGE'^MA^^a'^M), et que nous apprendrons plus 
tard k construire {poyez n^ 267). Mais cette intersection n'empeche pas le plan 
M'T'T de renfermer les tangentes du meridien, du parallele, et de toutes les autres 
courbes tracees sur la surface par le point (M, M') ; de sorte que ce plan est reelle- 
ment tangent au tore en cet endroit, et secant dans tons les autres points communs; 
circonstance qui tient k ce que la nappe interieure est une surface non corwexe ou 
a courbures opposdes, tout k fait comparable k la gorge d'une poulie. 

139. Dans Tepure actuelle, ou nous avons voulu representor les principaux paral- 
leles de la' surface, une partie dela trace verticale M' T' duplan tangent k la nappe 
interieure, se trouve, il est vrai, cachee par le tore; mais nous avons ddi neanmoins 
la laisser en trait plein, parce qu'elle regoit la projection verticale de la courbe d'in- 
tersection, dont la branche anterieure hrefg est visible sur le plan vertical. 

140. HYPERBOLOIDE DE REVOLUTION a une nappe. Nous avons nomm^ ainsi 
(n^ 84) la surface que decrit une demi-hyperbole en tournant autour de son axe 
imaginaire; mais cette surface, qui jouitde diverses proprietes tres-remarquables, 
peut encore etre engendree par une droits assujettie a tourner^ par un mouvement de 
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revolution, autour d'une autre droitefisoe qui finest pas dans un n^imephm wee la 
premiere. 

Pour le d^moDtrer, representons la droite fixe par OZ {fig'^'])^ et la droits oiobila 
par ADM : soit OD leur plus courte distaace qui sera hprizontate, si Ton regarde 
Faxe OZ comme vertical. Cette ligne OD d^rira daiisle mouvemeBl de revolution 
autour de OZ, un cercle horizontal EDF qui sera evidemment le plus petit des 
paralleles, ou le cerde de gorge de la surface; et 1^ tangente DP a ce cercle sera 
necossairement la projection horizontale de la droite mobile ADH; d'oii il ^uit qu0 
cette droite ira pereer le plan qieridien quelconque ZOX, en un poiiit M situ^ sur la 
verticale elevee par le point P ("). Or> si I'ob construisait ainsi tous \^ points 
M, M% F,... dans l^squels le plan fixe ZOX estsucGessiveaient rencoatite par la 4rQit0 
mobile ADM dans ses divei^es positiims, on obtiendrait la miridi^ne MM^F de la 
surface engendree par cette droite; et» par coBsequent, la questioB est reduite % 
prouver que cette courb^ MM'F est une hyperboJe qui a pour demi^axe r^cl la 
distance OG = OD. Pour y parvenir, rapportons le point quelconque M ^ des CQOih- 
donnees paralleles aux axes OX, OZ; et comm« la disfonce OD reste invariable pen- 
dant le mouvement de la generatrice, aussi bien que Tangle MDP formi^e pw oell^-rci 
avec rhorizon, posons 

OP = 0?, PM = z, OD = <^, tang MDP = a; 
alors le^ triangles rectangles MPD et QDP dop^eront 

Ttmn MP MP 

t^ngMnp = ^ = ^^==; 
ou bien, en substituant les notations prec^dentes, 

a = f » d'od a* a?* — «* s= a*^*; 

equation qui prouve que la meridienne est bien qne hyperbole qui a pour demlrgxe 
reel x = d\ done le lieu parcpuru par la droite mobile ADM est effeotivemeqt un 
hyperbolo'ide de revolution a une nappe. 

141. Cette surface admet une seconde geniratrice rectiligne; en efiet, si dws le 
plan vertical MDP tangent au cercle de gorge, on trace une droite BND qui fa£^, 
avec la verticale DY, un angle NDV egal k VDM, cette ligne BDN, en tourn^nt au^i 
auto^r de OZ, engendrera lamSmesiafaee que ADM, parce que deux points quelcon- 
ques M et N, pris a la oierne hauteur sur ces droites, decriront le meiue circle MNL* 
Pour, justifier cette demiere assertion, il suffira de joindre deux k deux lea points fif, 
N,Z, V, oil un memo plan horizontal rencontre les diversesliguesdont nous venous ^ 
parler ; et, a I'aide des triangles rectangles MVD, NVD, qui sout evidemment egau3(, 
on tlemonlrera que les triangles rectangles ZVM, ZYN le sont pareillement ; d'oii 



(*) La figure %st cens^ construitei en perspective sur ca plan ZOX comme tableau; el, par ooni^AiueDt, 
toutas leg lignes princiivdea situte derri^jre w plan o«t M poAQtuto. * 
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I^oti cbnclufa que ZM = !!N, fet qu'aiiisi les dfeUi polhtd M et N se ttouveht bieri ^ h 
it)i§ine distance de I'axfe OZ. II riisulte de \\k qii'll existe sur Thyperbdloidift deux 
system^s de droites, 

Af A^f A^f*»» ei Dy -D^y I^B'***9 

doht le premier se compose des positions successives qiie prend la geh^ratrice At), 
et ledeuxiSmedesdiVerses positions occupees par BD. D'ailleurs, pui'sque toutes ce's 
droites sont deux k deux dans des plans yerticaux, tel& qu& MDN, il s'eti^uit que 
iouies tes generatrices des deux i^s times se projetteM^ sur le cerble de gorges ^want des 
tdngenies a cette circonferehce, 

!«• I*ar chaqiie point R de la sui'face il passe deux de ces droites; car leis g^nlS^ 
ratrices AD ettiD Viehdrorit passer, a deux 6poques difTferentes de leur r^vdlution, 
par ce point R; etellesy occuperont deux positions necessairement diStincteS ftAg, 
Rtia, piiiscjiie la preihiere sera situee a gauche, bt la seconde ^ droite du ^hu rti^ri- 
dien Zdtt. 11 siiit de Ik que le plan tangent en ft sera diSterminfe (n** 105) pit* Teh- 
semble des deiix drbiles RA, et RB^, puisque ces lignes se trouvent sur la isurfece, 
et qu'elles sont elles-memes leurs propres tahgentes. Mais il importe beaucoup 
d'observer que le plan AsRBs^ quoique renferniant la droitfe RB2 toutentifere, nesera 
pas tangent dans un autre point de cette ligne; car en Da, par exemple, le plan tan- 
gent sera AjDaBa; or ce dernier ne peut coincider avec AaRfij, jpairfe qlii^ les deux 
generatrices AsRet AsBa appartiennent au mfime systfeme, et dfes lors lie saiirdetit 
6tre contenues dans un meme plan, comme nous allons le demontrer. 

145. {Fig. 47.) Deux droites AD et A^Dj, qui appartiennent au mSme systemede 
generatrices y he se trouveni jamais dans un m.Smeplan. En effet, ces droitts 6tant pro- 
jeiees horizontalement sur les tangentesDT etD^T qui se coupent en T, ne poui-- 
raient avoil' de communs que les points qui sont situes sur la verticale TS; or cette 
vefrticale ira evidemment rencontrer A2D2 en S au-dessus du cercle de gorge, et AD 
aU-dessbusen S', parce que les parties inferieureis de ces deux generatrices du mfeme 
s^stfeme Sont inclin^e^ TUne et Tautre k gauche de leurs m6ridiens respectife ZODj 
et2;0D, tel (j[ue Ife point 1" est entre ces m^ridiens. Done, t^ Ifes droites AD et A^Dj 
ne sauraient se rencontrer; 2^ elles ne sont pas non plus paralleled, car Ifeurs pro- 
jections hori2bntkles se coupehten T; ainsi^ il reste d^itiontre que deux genera- 
trices da systfeme A ne se trbtivent jamais dans un meme plan. 

A la yerite, les prbjections horizontales de deUx de ces droites se tirduveront paral- 
Ifeles, quand dh cotnparera celles qui passent par les ejctr6mites d'un m£me dia- 
ittfetredu cercle de gorge; tnais, dansl'espaee. Tune de cte generatrices sera incti- 
nee k di^oite, et I'iiutte a gauche du plah m6lridien mene par eediam^tre, de sorte 
qu'elles seroht loin d'etre paralleles entre elles ; et d'ailleurs il est bien etidetit 
qu'alors elles ne pourrbnt pais hbn plus se tOuper. 

On demontrera d'une maniere toute semblable que les droites B, Ba, B,,... du 
second systeme ne sont jamais deux a deux dans un meme plan. 

144. Chaque droite du systeme A coupe (sans changer de position) toutes les droites 
B} 6a, B,,«,. €le rcuUre systime. Gela est evident pour AD et DB qui sont dans le 
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m^me plan vertical; mais comparons AD avec une droite quelconque BjDa de I'autre 
systeme. Ges deux lignes sont encore projetees sur les tangentes au cercle de gorge 
DT et DjT, et puisque celles-ci se coupent en T, la verticale TS' ira necessairement 
rencontrer les droites en question AD et B2D2; mais cette rencontre aura lieu pour 
chacune d'elles au-dessous du cercle de gorge, attendu que DA estinclinee a gauche 
du meridien ZOD, et D^Ba a droite du meridien ZOD^^ tandis que le point T se 
trouve entre deux. D'ailleurs, d'aprfes la forme de la meridienne, il est evident 
qu'une droite comme TS', qui est parallele a Taxe OZ, ne peut percer la surface 
qu'en deux points, dont un seidS' sera sur la nappe inferieure au cercle de gorge; 
par consequent, ce point unique devra coin cider avec ceux oil la verticale TS' a dejk 
rencontre les generatrices DA et D^Bs qui sont sur cette nappe; done ces genera- 
trices se coupent effectivement au point S'. 

II faut seulement observer que quand on comparera deux droites appartenant 
Tune au systbme A, Tautre au systeme B, et passant par les extremites d'un meme 
diamfetre du cercle de gorge, ces droites auront les projections parallbles, et elles 
seront elles-memes dans Tespace parallSles Vune a r autre; de sorte que leur ren- 
contre n'aura plus lieu qu'a une distance infinie, mais du moins ces deux genera- 
trices seront encore dans un meme plan. 

On demontrera d'une maniere analogue que chaque generatrice du systeme B 
coupe, sans changer de position, toutes les generatrices du systeme A, ou du moins 
se trouve dans un meme plan avec chacune d'elles. 

i45. On designe sous le nom general de surface gauche, toute surface engen- 
dree par une droite qui se meat de teUe sorte que ses positions consecutives ne se trouj^ent 
pas deux a deux dans un m6me plan. Or, en considerant Thyperboloide actuel, soit 
comme lelieu des diverses positions A, A2, A,,... queprend la generatrice AD dans 
son mouvement de revolution autour de OZ, soit comme le lieu des diverses droites 
B, B2, B„... de Tautre systeme, on voit (n^ 143) qu'il satisfera a la definition pre* 
c^dente; par consequent Thyperboloide de revolution a une nappe appartient a 
cette classe generale de surfaces que Ton nomme gauches, et dont nous nous occu- 
perons d'une manibre speciale au livre YII. 

146. {Fig. 47- ) Si par le centre de Thyperboloide, on mene, parallelement aux 
generatrices DA et DB, deux droites Oa et 06, celles-ci formeront des angles egaux 
avec la verticale OZ, et par consequent elles decriront, en tournant autour de OZ, 
un seul et meme cone droit dont toutes les aretes seront respectivement paralleles 
aux gendratrices A, A2, A,,... et B, B2, B,,... de Thyperboloide. Ce sera le c6ne 
asrymptotique de cette dernibre surface; car, pour le deduire de celle-ci, il suffit 
evidemment de poser 

OD = (f = o, dans a'ir»-a« = a*(f» 

qui representait (n** 140) le meridien de Thyperboloide : or, par cette hypothese, 
on obtient pour le meridien du cone droit, z = ± ux; c*est-k-dire deux droites 
qui sont bien les asymptotes de Thyperbole precedente. 
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147. D'ailleurs, lorsque Ton fait varier la distance &, sans changer a ou Tincli- 
naisoD de la g^n^ratrice AD, on obtient successivement divers hyperboloides qui 
ont pour meridiens des courbes semblables; car les axes de Thyperbole sont ^ et ol&, 
et leur rapport est a, quantite independante de la distance &. II resulte de Ik que 
tous ces hyperboloides sont des surfaces semblables et concentriques; et comme 
cettc similitude doit s'^tendre aussi au cone asymptotique pour lequel & est nulle, 
on pourra affirmer que, quand un mdme plan coupera Thyperboloide et le c6ne 
asymptotique, les sections faites ainsi dans ces deux surfaces seront des courbes 
semblables et concentriques (*). Cette remarque nous sera utile plus tard. 

148. Api^s avoir fait connaitre la nature et les principales proprietes de I'hy- 
perbolo'ide engendre par la revolution d'une droite, occupons-nous maintenant de 
la representation exacte de cette surface au moyen de deux plans de projection. 
Nous regarderons toujours I'axe fixe comme vertical, et alors ses projections seront 
et rO'Z' {Jig. 46); quant k la droite mobile, prenons-la dans une situation quel- 
conque ou elle sera projet^e suivant ADB et A'D'S; puis construisons d'abord la 
meridienne de la surface, en cherchant les points dans lesquels le plan vertical OG 
est rencontre par les positions successives de la droite (AB, A'S). Or, d^jk dans la 
situation actuelle, cette droite perce le plan 06 au point (M, M"), lequel appar- 
tient k la courbe demandee, et celle-ci devra toucher en ce point la projection 
A'M''§. En eifet, quoique dans I'espace la tangente de la meridienne et la droite 
(AB, A'S) soient tr^s-distinctes Tune de Tautre, ces droites sont neanmoins situ^es 
toutes deux dans le plan tangent de la surface au point (M, M''); et comme ce plan 
est necessairement perpendiculaire (n^ 129) au plan meridien OG, etpar conse- 
quent au plan vertical de projection, il arrivera ici que A'S se confondra avec la 
projection verticale de la tangente, et qu'ainsi la droite A'S touchera elle-meme la 
projection de la courbe meridienne en M''. 

Ensuite, un point quelconque (/i, n') de AB d^crira, pendant le mouvement de 
revolution, un arc de cercle projete sur nN et sur Thorizontale n'W : done ce point 
(n, /i'), quand il arrivera dansle plan vertical OG, se trouvera projete en (N, N'); 
ainsi ce sera Ik un nouveau point de la courbe meridienne G'N'M'G'', et tous les 
aut'res se construiront de la meme mani^re. En appliquant ce precede k Textremite 
(D, D') de I'horizontale (OD, O'D'), qui est perpendiculaire k la fois sur Taxe et 
sur la g^neratrice, et qui mesure leur plus courte distance, on obtiendra le point 
(F, F) de la meridienne le plus rapproche de Taxe, et c'est ce point qui, dans la 
revolution complete de la droite mobile, decrira le plus petit des parall^les de la 
surface, ou le cercle de gorge projete ici sur'DFE et E'F. De meme, le pied (A, A') 
de la gen^ratrice, decrivant un cercle ALG qui sera la trace horizontale de la sur- 
face, fournira un point (G, G') de la meridienne : et quoique cette courbe doive 
evidemment s'etendre d'une mani^re iliimitee, puisque la droite generatrice a elle- 
meme une longueur indefinie, neanmoins, pour donner une idee plus nette de la 



(*) Voyez VJnafyse appliquce a hi ^c(>mctne ilcs //wi.v diniv nutans, eh:. p. IX, 

Geofnetric Leroy, 9 
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surface, nous admettrons que la dro^f:e qnobile e$t termin^e aux ^ev^n points ( A, A') 
et (B, g), egalement distant? du point (D, D') qm decrit le circle de gorge; de 
sorts que la portion de surface que nous considererons ici, sera termiaee ^ deu% 
cercles egaux projetes horizontalemept sur GAH, et verticalemept sur G'H' et Gr"W. 
Aureste, nous avons demontre (n*" 140) que le meridien G'FG" 6tait pne branebe 
d'hypprbole qui avs^it pour axe reel }e diametre E'F du cercle de gorge; et Ton 
devra pbseryer qu'ici, compiedffns tofite surface de r^VQl^tion^ fe mondien principal 
GT'G'' forme precisepient le contour apparent; d^ h surface par rapport au plan 
vertical, puisque tons \p$ plans tangents )e jioqg d^ ce m^ridiep lui sont perpendicur« 
lairei3(n'' 129). Par une raison semblabte, ie ppptour apparent de I'hyperboloide 
relativement au plan horizontal, est Ip cercle de gorge QF^ le long duquel tous leq 
plans tangents sont evideipment verticaux. 

149. [Fig. 46.) Pour completer la rpprdsentatiop grapbiquo de cat byperboloide, 
d*apres le mode de gen^ratiop par uno )igne droite» il faut construiro un certain 
nombre de positions de cette generatrice rectiligpe. Or, puisqu'elle doit restep k 
une distance constants de raxe(0, Q'Z'), sa projection borizontale sera toujours 
taogente au cercle DFE; menons dopo a volonte la tangente AzD^Ba, puis proje- 
tpf)s le pipd As sur la ligne de tcrre cq A'29 ^ lo point de contact D2 sur KF en 
D'2; alors nous obtiendrops A'a P'2 S2 pour la projection verticale dela droite qui 
etait projetee ))orizontalemept suivant A3 B, ; d'ailleurs, l-extreinite S2 qui est sur 
le cercle superieur G"W\ devra evidemnient se trouver projetene en Bj* ce qui 
ofTrira une verification. Les autres positions de la generatrice s^ construiront d'une 
manierc analogue, et leurs projections verticales devront encore toucA^rl'hyperbole 
mer jdienne, ainsi que nous I'avons demontre au num^ro pr^c^dent pour I9 premiere 
droite ADB; seylement, il faut obsorver que quand on cboisira la projection hori- 
zontale parallele k la ligne de terre, compe KL, la projection verticale correspon- 
idJxt^Q'Ssevdil'cisyTnptote de Thyperbole, puisqu'en effet une pareille g^neratrice 
qe rencontrera plus le plan meridien OG qu'a une distance infinie, sans cesser d'etre, 
en projection verticale, tangente kl'hyperbole meridienne. 

4150. Pour obtenir des resultats plus symetriques, on a, dans Tepure actuelte, 
divise le perclp GAH en quatorze parties egales, et trac6 d'abord les cordes AB, 
A2B2» A3 Bs »..., de maniere k sous-tendre ua mdme nombre d'arcs partiels; par Ik 
ces cordes, n^cessairement igales, se sont trouvees tangeptes a un m^me cercle 
£DF» puis on en a deduit les projections verticalei^, comme nous I'avons dit au 
numi^ro precedent. D'ailleurs, quoique ces cordes aboutissent deux k deux aux 
ipemes points de division sur le cercle GAH, on distinguera aisement les parties 
situees au-dessous du cercle de gorge d'avec les parties superieures, puisque les 
premieres etant invisibles sur le plan horizontal, sont ici repr^entees par des kgnes 
ponctuees. Quant au plan vertical, les portions de generatrices situees au delk du 
plan meridien GOH qui renferme le contour apparent de la surfece (n^ 148) par 
rapport a ce plan de projection, sont les seules qui deviennent invisibles et qui aient 
dCi etre ponctuees. 
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ISl. On sait (li**l4l) querhyperboloide admet un dutre systeme de generatrices 
rectilignes, projetees ^gatetnfetit sur les tangentes au fcercle de gorge AB, AaBj^M 
mais qui ont dans I'espace una pd^iti6ii inverse par rapport k la verticale. Par 
example, calla de cesnouvelles droiteSqui serait projetee suivant BDA (*), aurait 
soil pied en (6, fi') at soi extr^mii^ fetip6rietit*e en (A, a), tandis qu'elle couperait 
\A droits At)fi du prenilef systfeme au fxiirit (D, D'); ainsi elle aurait pour projec- 
tion verticale B'D'a, ligne qui a deja re^u la projection d'une droite LMC du premier 
8^stfehi€!. CAst pdtit' 6v^te^ cette cdiiiMBence que nous n'avonS pas voulu repr6- 
^enier, silr Tepure, les geilerairices drisdeiix systfemes kla fois; car autrement, les 
pa^ftie^ ^leihei^ des Une^ tdmbant stir les pdrties ponctuees des autres, il n'aurait 
^Ihi eik |]6^dible de disti^guer les portions visibles ou invisibles dans chacun des 
fiystfiiiie^. Au surplus, il sera toujours facile, th&tne sur I'epure actUelle, de retrou- 
vfefles dfblt^s du systfeme B quand on en auM bfesoiii, ^uiscfu'il suffira de prendre 
les {)ohioi!s pl^ines pour les parties |)cfnctu6ei^, et t^eciproqudment, comme nous 
ven6ri^ de fifidiquer pour la dtoite Bl)A. On potirra aussi multiplier davantage les 
g^n^ratHced, sifin d'obtehir plus H'l^ffei Siius le de^sin; mais rious avons 6ru devoir 
ici sacHfier (|tielc(ue ch'bsel soils ce derbier rapport, afin d'offrir plus de nettete dans 
la pdsitidil d^s pdnts dt des lignes r^^'arquabled qu'il fallait Signaler k I'attention 
fiii lectetir. 

l52{. {Fig. 46.) liu plan tangent ct Vhyperboloide. SoitRla projection horizon- 
fale c(ii ^oirit de contact, assignee par la question : pour obtenir Tautre projection, 
j'observe que par le point cohsidere sur la surface, il passe urie geueratrice du 
systfeme A, laquelle est projetee horizontalement suivant une tangente PllA au cercle 
di gorke, k v^rticaleiAent s'iiivant Fa; si done je projette R en R' sur cette der- 
nifere droite, j'aurai determine completement le point de contact (R, R'). Mais il y 
a une sfeconde dotation; car, puisque je veux mener de R une autre tangente BRQ 
dii ce^cte de gorge, laquelle representera aiissi une generatrice dii systeme A pro- 
jetfee verticalement suivant B'Q", je n'aurai qu'k projeter i( en R" sur cette dernifere 
ligne, etj'obtiendrai un second point (R, R") qui sera situe sur Thyperboloide, et 
qtii Silica pareillemeni sa projection horizontale en R. 

1S3(: Cela pose, considerons le point (R, R'), et rappelons-nous (n^l42) qu'il 
doit passer par ce point unique deux generatrices de rhyperboloide : Tune est la 
ai-oiffe (PftA, P'R'a) dfeja employee et qui appartient au systeme A; I'autre appar- 
tfent au systfeme B et serait projetee sur (QRB, Q'R'§). Done le plan tangent en 
(K, tt') devra renter mer ces deux droites, et par suite la trace horizontale de ce plan 
s^ra 0P^« l^our determiner I'autre trace SV, il suffira d'imaginer dans ce plan tan- 
gent fet par Id point (R, R'), une horizontale dont les projections seront RV paral- 
lele S li trac4 OPS> et R'V' parallfele a la ligne de terre; puis, on constriiira le 
poii't ( V, V) du cette horizontale va percer le plan vertical. 

(*) Pour indiquer plus clairement la situation des diverges g6n^ralnces, nous aurons toujours soin de 
citer, en premier lieu, la lettre qui d^ignera Textrdmit^ infMeure de la droite dont nous parlerons. 

9- 
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Quant au plan tangent relatifau point (R, R"), il se trouvera determine par les 
deux droites de systemes opposes, qui se coupent en cet endroit : 

L'une est (BRQ, B'R'^Q") pour le systfeme A, 

L'autreest (ARP, A'R"F) pour le systeme B. 

Ainsi la trace horizon tale de ce plan sera la ligne AB» et la trace verticale s'ob- 
tiendrait, comme ci-dessus, par le secours d'une horizontale menee dans ce meme 
plan a partir du point (R, R")- 

154. Revenons au plan tangent PSV qui touche Thyperboloide au point (R, R') 
{fig. 46), et remarquons que sa trace horizontale PQ se trouvebien perpendiculaire 
au plan m^ridien OR qui passerait par le point de contact, ainsi que cela doit arri- 
ver (n^ 134) dans toute surface de revolution dont I'axe est vertical : mais ce plan 
tangent PSV n'est pas tangent a Thyperboloide dans tout autre point, tel que (T,T') 
de la droite (PRA, P'R'a) qu'il renferme, puisque sa trace horizontale PQ ne sau- 
rait etre perpendiculaire au m^ridien OT. D'ailleurs, par ce point (T, T') de la 
droite (PRA, P'R'a) qui appartient au systfeme A, il passe une generatrice (HTBa, 
H'T^a) du systeme B, laquelle est ^videmment situee hors duplan dont nous par- 
Ions, puisque lepied de cette generatrice est en H hors de la direction de PQ. Par 
consequent, le plan PSV ne satisfait pas, pour le point (T, T'), a la definition du 
veritable contact, qui consiste k renfermer les tangentes a toutes les lignes situees 
sur la surface; tandis qu'au point (R, R') ce plan contient non-seulement les deux 
generatrices qui s'y coupent, mais aussi la tangente du parallfele qui est pr6cis6- 
ment (RV, R'V) , la tangente du meridien, et celle de toute autre courbe trac^e 
par ce point sur Thyperboloide. 

Nous avions dejk prouve cette propri^te singuliere du plan tangent k Thyperbo- 
ioide gauche dans le n^ 142; mais nous avons cru devoir insister sur cette cir- 
Constance etTappuyer ici par de nouvelles considerations, parce qu'il importe de se 
former une idee bien nette de la position d'un plan qui est ainsi tangent dans un 
point (R, R'), et sicant dans torn les autres points commons avec la surface, qu'il 
coupe ici suivant les deux droites (PRA, P'R'a) et (QRB, Q'R'S). 

155. Tousles problemes relatifs aux plans tangents, que nous avons resolus dans 
ce livre, portaient sur des surfaces cylindriques ^ coniqueSf ou de rdvolution. Nous n'en 
ajouterons pas maintenant de nouveaux exemples, pour d'autres genres de surfaces, 
parce que la methode se reduit dans tons les cas k employer le precede general 
indique au n^ 103, et que nous rencontrerons dans la suite assez d'occasions de 
Fappliquer; mais il resterait k traitor la question du plan tangent, lorsque le point 
de contact nest pas assignd sur la surface. Nous Tavons fait tout de suite k Tegard 
des cylindres et des cones, parce qu'ici la solution 6tait trop simple pour la differer; 
quant aux autres surfaces, il n'en est pas de meme, et Ton a besoin quelquefois 
de s'aider des methodes relatives aux intersections de surfaces; c'est pourquoi nous 
renverrons les problemes de ce genre k un des livres suivants. 
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LIVRE III. 

DBS SURFACES d£VELOPPABLES ET DES ENVELOPPES. 
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CHAPITRE PREMIER. 

DES SURFACES Dl^VELOPPABLES. 

156. Une surface est dite diSyeloppable lorsque, etant suppos^e flexible, mais 
inextensible> ellepeut itre itendue surunplan, sans dprouver aucun changement dans 
sa superficie. Or on sent bien que toute surface, par exemple une portion quel- 
conque de sph^r8, ne jouit pas de cette propri^te; c'est pourquoi il deyra y avoir, 
dans le mode de g^n^ration d'une surface developpable, quelque condition parti- 
culiere qui lui permette de subir cette transformation, et c'est ce que nous expli- 
querons bient6t (n° 17S). Mais avant de nous 61eyer k ces gen^ralites, il nous parait 
utile d'examiner d'abord deux genres particuliers de surfaces qui peuvent ainsi etre 
diveloppdes sur un plan ; ce sont les cylindres et les cones. D'ailleurs, le moment 
est venu d'introduire ici les considerations de la methode infinitesimale qui, bien 
entendue, presentera toute la rigueur desirable, et offrira dans la suite le double 
avantage d'abreger les raisonnements, et de se prater avec facility aux operations 
graphiques de la G^ometrie descriptive. 

157. La tangente d'une courbe etant la limite des positions que prend une 
secante, lorsque deux de ses points de section se rapprochent indefiniment, on pent 
considerer la tangente comme une droite qui passe par deux points infiniment voir 
sins sur la courbe, ou qui a un iUment de commun avec elle ; par la on substitue, 
il estvrai, a la courbe proposee, un polygone inscrit dont les cdtes et les angles 
exterieurs sont infiniment petits, et dont cbaque c6te prolonge remplace une tan- 
gente; mais toute propriete qui, dans un tel polygone, sera vraie independamment 
de la grandeur absolue de ses cotes et des angles compris, subsistera egalement 
lorsqu'on multipliera de plus en plus ces petites cordes en les rapprochant de 
la courbe ; par consequent, cette propriete aura lieu pareillement quand on pas- 
sera k la limite, c'est-k-dire quand on considerera la courbe en question et ses 
veritables tangentes. 

158. D'ailleurs, nous avons d^montre rigoureusement (n^95) que, dans toute 
surface, les diverses courbes trac^es par un meme point avaient leurs tangentes en 
ce point situees dans un plan unique ; done ce plan, que nous avons nomme tangent, 
pourra etre considere comme ayant de commun avec la surface un elAnent super^ 
ficiel forme par Tensemble des iUments lineaires communs aux courbes et a leurs 

tangentes ; ce sera Terement de contact, qui se trouvera en general in/inimeni 
petit elans tous les sens, k moins que la surface ne soit d'un genre tel, que le plan 
tangent se trouve le meme pour plusieurs points conseculifs. 
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159. [Fig. 48-) Dans un cylindre, par exemple, noussavons (n**99) que le 
plan BAT est tangent tout le long d'une mfime geileratrice AMB; done ici ce plan 
aura de commun avec la surface un element superjficiel ABB' A' indefini en longueur, 
mais compris edtrei Ifes deux g^nSratHcSS iiifthiitifent yoisines qui jfiissent par les 
points A et A' communs k la base AC et \ sa tangente AT. On voit que nous dis- 
tinguons ici, comme dans la note du n** 109, I* element de la surface d'avec la gind- 
ratrice; et cela est essentifel : cfei*, dans les silrfaces gauches, nous reconnaitrons 
que cette derniere droite sera commune aussi a la surface et au plan tangent, 
tandis que I'element superficiel indefini en longueur ne se trouvera pas tout entier 
d^n^ ce pidii. 

de ttl^ine, une s(lt*foce conique qiii est ioiicli^e par son jptan tangeit tout le long 
d'tihe gfineratrice (n*^ 100), aura de commun avec ce plan uii element siij^erficiel 
iiid^ilnl et( longueur, mais compf is cintre deiix g^hetamces iriflniinent voisiries. 

160. [Fig. 48.) tJNe suriPACE CYLiNDKiQbE ESt t6Cjodb(s bevfeLdPFAfiLfi ; car 
imaginons qii'eile k 6te coUp6e par ufl |)lan perperidiciilaire J( ses g6n6^atrices, 
^iiHant Une ftourbe CA qui se tiommfe la' Section droite (*) Oii section orthogohdle dii 
cylihflrt, et qiie fious regarderons coilime sa biise, ou cottime \i dir^ectfice d6 la 
al'oitfe ttlol)ile'qui k erigendre cette surface; piiiS Substitiiohs, |)0Ur iiri rhomeht, 5[ 
cette cdii<*be tin polygone ihscriiCAA'A" [fig 49), ce qui transformera le cylindre 
en un jprJsme droit. Alors rioiis poUrrons faire tourner la face B"A" A'B' atitour de 
Tareite 8' A' to^iAk chardier6, jusqu'^ ce qu'elle vienne se placer dans le plan de la 
face B'A'AB; etpar la le c6te A' A", transporte ^n K!a'\ se trouvera ^itue sur le 
prolongerheiit de AA^ puisqu'ils continueront d'etre (ous fes deiix perpen'dicutaires 
k I'sif^te A^B'. fensUite, on poui'ra ^aire tourner la face compos6e fiAa"i" aiitour 
de la charnifete AB, jusqu'k ce qu'elle arHve dans le plan de la face siiivanie; et, eii 
continuant ainsi, bn amfenera toUteS les faces A\x prisme k etre sifu^es cfans un 
plan Unique, k la siiite les unes des autres, de sorte que la surface prismatiqiie 
se trouvera developpde, sans avoir change de superficie. En outre, observoris bien 
que tons l^scot^s du {)o!ygoiie CAA'A'' formeroht, apres le developpement, une 
seule et rtlSnle Ugne droite k laqdelle toutes les aretes dii prisme continueront d'etre 
perpehdiculki^es, aihsi que lious Favons prouve pour les deux premiers cdtes AA' 
et A' A''; et qii* la longueur de cette drqite sera egale a la ^omme des cotes dii 
polygone prirfiltif, tandis qiie les diverses aretes AB, A'B!', . . . auroni conserve 
les longueurs qu'elles avaient auparavant. 

1(J1. [tP'ig. 48.) Or il est bien evident que toutes ces consequences seront egale- 
Brtefit vraies, qtlelle qufe soit la grandeur des angles e^ des cotes du polygone que 
Ton a fiubstitiie k la coui*!)^ CAA' ; par consequent elles autont lieu aussi dans un 

(* ) Nous appellerons souvent, pour abreger, cylindre droit, celui dans lequel on prendra pour base ou 
pour direclrice la section droite, sans vouloir exprifner par U que cette Section esi un cercle, auquel cai 
nous dirions que c'est on cylindre de revolution. Du reste, cette d^nonnnation n'indiquera rien de parrticth 
lier dans la nature du cylindre, puisqu'oa sent bien que loute surface cylindrique peui ^tre rameo^e a 09 
cas en la coupant, comme ici, par un plan perpendiculaire k ses g^u^ratrices. 



GBAPITRE I. — SURFACES D^VELOPPABLES. 71 

cylindre qui est la limite des prismes inscrjts, ou, si Ton veut exprimer ^ifferem- 
ment la jneipe idee, dans un cyljodre qui n'est autre clfose qu'un prisme dont I^ 
base serait un ppfygop^e infinitesiptaL On pent done affirmer : i** que toute surface 
cylindrique est developpable; i^° qu'apres cette transformation, lq> section ofthogo- 
nak ou perpendiculaire aux generatrices, devient une droite dopt ja jpngueur egala 
le perimetfe de cette section; 3^ que les generatrices restent perpendioulaires a c^tte 
droite^ en conservant d'ailleurs leurs longueurs primitives, soit au-dessus, soit au- 
dessous de cette base. 

162. [fig. 4^0 S'il existait sur le cylindre une pourbi^ quelcpnque GMM', elle 
se trouverait rerapjacee, §uf Je prisme, par un polygone GMM'M'', dopt les cotes 
ne changeraient pas de longueur, lorsqu'ils seraient entraines avec les faces du 
prisme, dans leurs mouvements de rotation autour des aretes successives; mais ce 
polygone changerait de forme, puisque Tangle interieur MM'M"(') deviendrait 
MM'^''. Toutefois, comme dans ce developpement le cote M'M" tournera par un 
mouvement de revolution autour de la charniere B'M', il s'ensuit que Tangle 
B'M'M'- demeurera constapt et egal a B'M'm': il en sersi de meme de Tangle BMM' 
ou TMA qui restera invariaj^le, et dont un cdte TMlVf' deviendra, a la limite, la tan- 
gents de la courbe que remplace actuellepient le polygone GMM'. Si d'ailleurs on 
observe que toutes ces proprietessontindependantes de la petitesse plus oumoins 
grande des ^ees du prisme, et qu'ainsi elles doivent encore etre vraies pour la 
limite de ee prisme, ou pour le cylindre de la^^. 4^, on en deduira les conse- 
quences suivantes : 

i^ [Pig' 48f ) Quand on developpe un cylindre sur leqpel est tracee une courbe 
queloonque GM, cette ligne se change en une autre courbe. que nous appellerons 
la transformee de la premiere, et dont les arcs ont la mime longueur abiolue que ceux 
de h coijFbe priqaitive. 

^^ Les porliofis de generatrices MA* M' A', . . . , comprises entre cette courbe et 
{^ section ortbogoqale CAA', restent de mime grandeur, et tou]Qnts peq>endiculaires 
4 la droite sijivaat laquelle se transforme la base GAA'. 

V C^aquq ti^f^gente MT a la cqurbe primitive forme, avec la generatrice MA, un 
Mgk jjfifi depieifre iwariahk; et d*ailleurs cetie droite MT se retrowe, apres le deve- 
jeppeiP^Qt^ tangf^nte a kt transformde. Cette derni^re assertion se justifie en obser- 
ygpt que, sur le fj^veloppeionent du prisme, la ligne MT ne cesse pas d'etre le prolon- 
gement d'un cote du polygone trai)$form6. Nous verrons bientot, dans plusieurs 
gpure^t la maniferp don| on fait u?age de ces diverses proprietes pour exeputer gra- 
phiqi^eipefft le devejioppement c|'un cylindre, et pour y construire les transformeea 
de§ coufbej p)*if|[^itivei[pent tr^cees sur ce corps. 

^^3. N(xu^ ^yo|?^ djt qji'une coufbe quelconque GMM' tracee sur un Qyljpdre, se 
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(t) Le 8upplto«)|k de cet Agle, savoir M'M'/, lequel serait ooinpris entre deux tangentes consteutiveB, 
f^ nofnmQ an^^c de contin^ence^ et peut servir k appr^ier la courbure de la courbe en cet endrojt, ^(oqM 
npps rexpliquerons bientdt (n'^ 198). 
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changeait, apres le developpement de cette surface, en une autre ligne qui genera- 
lement 6tait encore courbe; cependant il y a des cas particuliers oil cette trans- 
formee peut etre rectUigne, et pour trouver plus facilement les conditions qui s'y 
rapportent, substituons encore au cylindre et k la courbe le prisme droit et le 
polygone GMM' de la/^. 49. Alors, pour que le cote WW, transports en Wm\ 
se trouve sur le prolongement de MM', il faut et il sufBt evidemment que Ton ait 

angle B'M'/w"= A'M'M = BMM'; 

et puisque nous ayons vu (n^ 162) que le premier de ces angles demeurait Sgal k 
Tangle primitif B'M'M", la condition prec6dente revient a celle-ci : 

a7i^feB'M'M" = BMM'; 

comme il en serait de meme des autres cdtes consScutifs compares entre eux, on en 
conclut que tons les cotes du polygone GMM'M" doivent couper les aretes du 
prisme sous un angle constant. Maintenant, si Ton transporte au cylindre ces 
relations qui devaient toujours avoir lieu sur le prisme, quelque petites que fus- 
sent ces faces, et si Ton se rappelle (n^ 157) que les prolongements des cdtSs du 
polygone deviennent, k la limite, les tangentes de la courbe continue vers laquelle 
converge ce polygone, on en dSduira ce theoreme : Pour quune courbe GM, trac4e 
surun cylindre^ de^ienne regtiligne apres le dd\^eloppement de cette surface, Ufaut et 
il suffit que toutes les tangentes de cette courbe f assent un angle constant ayec les 
gdniratrices du cylindre. Les courbes qui satisfont a cette derniere condition, se 
nomment des h6liges, quelle que soit la base du cylindre sur lequel elles sont 
tracees : ainsi les helices sont les seules courbes qui deviennent rectilignes, par le 
developpement de la surface cylindrique qui les contient. 

164. {Fig. 48.) Elles jouissent d'ailleurs de cette autre propriety bien remar- 
quable : Un arc quelconque d^heUce GM est la ligne la plus courte que Uonpuisse tracer 
sur le cjlindre, entre ses extremiies G etlA. En effet, si on lui compare une autre 
courbe comprise entre les points G etM, ce dernier arc ne deviendra pas rectiligne 
quandon aura developpS le cylindre; done alors il sera plus long que Tare d'hSlice 
qui sera devenuune drotte : mais nous avons vu (n^ 162) que, dans ce developpe- 
ment, les transformees conservaient la meme longueur que les courbes primitives; 
done aussi, avant le developpement du cylindre. Fare d*helice Stait plus court que 
toute autre ligne passant par les points G et M. 

165. II importe d' observer ici que toutes les courbes qui deviennent rectilignes 
apres que le cylindre est developp6, etaient primitivement gauches ou a double 
courburCf c'est-a-dire que trois tangentes infiniment voisines, ou trois elements 
consecutifs, n*etaient pas dans un meme plan. En effet, revenons au polygone de la 
/ig. 49, et consid6rons-y trois cotes consecutifs, KM, MM', M'M", que nous suppo- 
serons dirigSs de maniere a former, avec les aretes du prismet des angles egaux entre 
eux et dSsignes par a. Si ces trois cotes pouvaient etre dans un plan unique, il en 
serait certainement de meme pour trois droites menees par un point quelconque G, 
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parailelement k ses cotes : or ces trois parallMes, formant auBsi chacune un meme 
angle a avec I'arete GD, se trouveront situees sur la surface d'un cone droit dont 
GD sera I'axe, et Ton sent bien qu'une telle surface ne saurait avoir trois de ses 
generatrices dans un meme plan, puisque alors trois points de la circonference qui 
lui sert de base seraient en ligne droite. Done il est pareillement impossible que les 
trois cotes cons6cutlfs KM, MM', M'M", se trouvent dans un meme plan; et cette 
proposition ayant lieu quelle que soit la petitesse de ces c6tes, demeure egalement 
vraie pour leurs prolongements, lorsque le polygone degenfere en une courbe con- 
tinue ; auquel cas ces prolongements sont les tangentes memos de cette courbe. Ainsi 
les helices sont toujours des lignes a double courbure. 

166. II faut seulement exceptor de cette conclusion generale un cas unique, qui 
est celui ou Tangle a se trouve droit; car alors le cone qui nous a servi tout a Theure 
k etablirla proposition precedente se r^duit lui-meme a un plan. D'ailleurs, Thelice 
particuliere qui r^pond a Thypothfese actuelle a = 90**, n'est autre chose evidem- 
ment que \^ section droite Q,kA! \ et noussavons, en effet (n^ 161), que cette section 
devient rectiligne apres le developpement du cylindre; mais du moins nous pou- 
vons affirmer que, de toutes les courbes planes trades sur un cylindre^ il r^y a que 
la SECTION ORTHO6ONALE qui devienne rectiligne apres le ddvehppement de cette 
surface. 

167. [Fig. 49* ) A Toccasion des helices qui, comme nous Tavons reconnu, ne 
sont pas des courbes planes, nous ferons observer que, dans toute courbe gauche^ 
telle que GKM, situ6e d'une maniere quelconque dans Tespace, si trois elements 
voisins KM, MM', M'M" ne sont pas dans un meme plan, du moins cette condition 
sera toujours remplie pour deux elements consecutifs MM' et M'M"; et le plan MM'M" 
se nomme le plan osculateur de la courbe au point M. Pour le point K, au contraire, 
le plan osculateur serait KMM', et ainsi de suite; de sorte que les divers plans oscu- 
lateurs se coupent deux k deux suivant un element interm^diaire, et ils ne coinci- 
dent tons ensemble qu'autant que la courbe est plane. D'ailleurs, par les conside- 
rations exposees plus haut, cela revient evidemment k definir le plan osculateur 
comme celui qui passe par deux tangentes injiniment voisines. 

168. Observons encore qu'une ligne courbe continue, plane ounon, n'a jamais 
qu'une tangente unique en un point donne ; mais elle admet Evidemment une infinite 
de normales, c'est-k-dire de droites perpendiculaires k la tangente, et menees par 
le point de contact de celle-ci : or toutes ces normales forment necessairement un 
plan perpendiculaire k la tangente, et quel'on appelle leplan normal de la courbe 
au point en question. Cost precisement le contraire de ce qui arrive pour une sur- 
face, laquelle admet, en chacun de ses points, une infinite de tangentes formant le 
plan tangent, etune normale unique perpendiculaire k ce plan. 

169. Une surface conique est toujours d^veloppable. Sans passer ici par 
toutes les considerations interm^diaires que nous avons cru devoir employer pour 
le cylindre, regardons immediatement la base du cone, qu'elle qu'elle soit, comme 
un polygone infinitesimal CA^' A" {fig. 5o), et ce cone lui-meme comme une pyra- 

Giomitfie Leroy. lO 
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mide dont chaque face SAA' sera un element superficiel iufmiment etroit, qui se trou- 
vera commun (n*' 139) a la surface et a son plan tangent le long de la genera trice 
SA. Alorson pourra faire tourner la face SA'A" autour de Tarete SA', jtisqu'a cc 
qu'elle vienne se placer dans le plan de la face SA'A, et a la suite de celle-ci; puis, 
faire tourner le systeme de ces deux faces autour de Tarete SA, etles amener dans 
le plan de la face precedente. En continuailt de la sorte, on obtiendra un secteur 
polygonal (*) compose de toutes les faces de la pyramide, mises a cote les unes des 
autres dans un menie plan, et dont par consequent la superficie egalera Taire de 
cette pyramide; d^ailleurs, 11 est evident que dans cette transformation, les cotes et 
les angles des faces SA'A'', SAA',... resteront invariables, ainsi que ceux des trian- 
gles quelconques SM'M", SMM',..., tandisque les angles AA'A", MM'M" changeront 
de grandeur; et comme ces dif erses circonstances sont egalement vtaies qUetle que 
soit la petitesse des faces de la pyramide, elles subsisteront done pareillem^nt pour 
la limite de ce corps, c'est-a-dire pour un c6ne suf Idquel les polygenes CAA' A" et 
GMM'M" deviendront des courbes continues, dont les tangentes set* ont les prolon- 
gements des elements A A' et MM'. 

170. De la resultent evidemment les consequences suivantes : i^ Toute surface 
conique est devehppable, et dans cette transformation les generatrices, ou des por- 
tions quelconques de ces droites, ne changent pas de longueur. 

a^ La base du cone, ou toute autre courbe tracee sur sa surface, devient une ligne 
dont la courbure n^est plus la meme que celle de la courbe primitive, et qu'on 
nomme la transformee de la premiere; mais les arcs de cette transformee conserveni 
la mime longueur absolue que cenx de la courbe primitive. Si cette dernibre avait 
d'abord tons ses points a une distance constante du sommet, la transformee serait 
un arc de cercle decrit avec cette distanc^e pour rayon. 

3** Chaque tangente de la courbe primitive forme avec la generatrice du c6ne an 
angle qui reste invariable dans le developpement de cette surface ; et cette premiere 
droite redevient tangente a la transformee. Nous verrons plus loin de quelle ma- 
niere on emploie ces diverses proprietes, pour executer graphiquement le deve- 
loppement d'une surface conique. 

171« Pour qu'une courbe GMM', tracee sur un cone, devicnne /^c^i%ne apr^s le 
developpement de la surface, il faut evidemment et il suffit que deux elements 
consecutifs WA\ M'M", soient diriges de maniere que 

anglem!W=m!t\ 

et comme left prolongements de ces elements sont les tangentes de la coilt*be primi- 
tive, cela revient k dire que deux tangentes consScutii^a de cette courbe doimu 
farmer des angles igaux avec la gindratrice interm^diaire : mais ces angles ne sont 

(*) Ou plutdt, te syst^m^ de deox decteurs opposes par le sommet, si ron ddveloppe en mAme temps la 
pyramide sup^rl^ure SBB'B' qui remplace la denxidme nappe du cdne. 
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plus constants pour toutes les tangentes, ainsi qu'il arriy^it dans le cas dp 
cylindre (n^ 163). 

172. {Fig* 5o. ) Toute courbe qui verifiera la conditioq prece(}ente, jouira aussi 
da la propriete d'etre la ligne la plus courte que Von puisse tracer en^re deux de 
ses points, sur la surface coaiqqe; et cela par les meipas raisons qui out ete donne^s 
dans le n^l64:niais cette courbe ne presentera pas 1^ forme d'une spirale qui 
s'el^verait de plus en plus vers le somip^t S du cone. En effet. Tangle SMAl' sera 
moindre que SM'M^ puisque ce dernier iBgalera SM'^; ainsi riqcUnaison SM; de 
chaque tangente sur la generatrice correspondante etapt d'abord un angle aigu qui 
va toujours en augmentant, la distance SM deviendra miniinurn lorsquc cet angle 
sera droit, et alors on obtiandra le point de la courbe le plus rapproche du sommetS; 
puis au del^, cette CQurbe s'en eloignera de plus en plus, puisque Tangle SM^ de- 
viendra obtus, et continuera de eroitre. Ainsi, sur un cone de revolution, p^r 
exemple, 1^ ligne la plys courte entre deux pointy de la b^sa circulaire n-est pas Tare 
de ce cercle compris entre ces deux points ; mais c'ast unci aspece de courbe hyperbo- 
Uque dont le sommet sp trouve a agale distance des daux points en question, et qui, 
apres la developpement du cone, deviendrait une corde du cercle daps lequel la base 
primitive serait transforrnde. Les deux rayons p^ralleles a cette corde etaient, sur le 
cone primitif, les generatrices asymptotes de la courbe en question. 

173, Au contraire, une courbe qui, sur une surface conique quelconque, jouirait 
d'une propriete analogue ^ cel)e de Tbelice (n^ 163), c'est-^^-dii*f9 don); chaque 
tangente ferait un ^ngle constant avec la gdneratriQe passant par le point da contact* 
presenterait la fprme d'une spirale qui s'approcherait indetiniment du sommet, 
lequel serait k son egard un point asymptotique : puis, d^ns le develpppement, cette 
courbe deviendrait evidcmment xxnt spirale logarif /unique f car on sait que cette der- 
niere a la propriete de couper tons ses rayons vectaurs sou$ up apgle constant. 

Si cet angle eta^t droit, la transformee serait un cercle; et alors tpus les rayops 
vecteurs etapt egaux, la courbe primitive tracee sur le cope pa pourrait etre qu'une 
courbe spheriqu£, c*est-a-dire qui resulterait de Tintersection du cone propose ^V6C 
une sphere ayant pour centre le sommet. {Voyez n^ 319.) 

174- {Pig' 5|.) Surfaces developpables quelconques. Gen^ralisons m^inter 
pant las considerations que nous avop^ employees pour les cones et les cylindres, e|; 
in^aginons qu'une surface soit engendree par une droite mobile dont les positipr^ 
consecutives, ou ipfiniment voisinas, se trowvent deux a dewjp dans un mime plan. 
Nous indiquerons blentot (n^ 180) divers modes de satisfaire a cette condition; 
m^is, pour Tinstant, il nous suiKira d'admettre qu'elle a ete remplie d'une manifere 
quelcopqua, et que AB, K'W* h!'Wf . . . , sont des positions infinipient voisines de la 
droite mobile. Alors, d'apres la difipUion de la surface, les dau]^ generatrices con* 
secutives AB et A'B' sp /couperont necessairement {*) en un certain point M'; d^ 



(^) EUes pourraieat 6tre parall^leB ; mais en constd^rant alors leur point de section coimne situ^ k rinfini, 
OA retx:ouvei!a ipviours 09 ca^ i^aqiicuiier 49ns ^'esp^ gdn^rale« 
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meme la gen^ratrice A'B' sera rencontree par A^B'' en un point M^", et celle-ci le sera 
par la suivante en un point M"*, etc. ; de sorte que ces intersections successives don- 
neront lieu k un polygonc MM'M"M''. . . ; ou plutdt, puisqu'on suppose les genera- 
trices infiniment rapprochees, cela formera une courbe continue VMM'M" U a laquelle 
toutes ces droites seront evidemment tangentes^ et qui se nomme Varite de rebrousse- 
ment de la surface, par une raison que nous expliquerons bient6t (n^ 178). 

175. (jFi^. 5i .) Cela pose, je dis que la surface engendree d'apres la loi prece- 
dante est de^eloppable. En efTet, puisque les deux generatrices consecutives AMB 
et A'M'B' sont dans un meme plan, elles comprennent entre elles une zone angu- 
laire de la surface, infiniment etroite, mais indefinie en longueur, et qui est neces- 
sairement/?/a/u?; car, pour les diverses courbes tracees sur la surface, les elements 
lineaires AA', PF, . , . ayant deux points communs avec les droites AM et A'M', se 
trouvent tons dans le plan de ces deux generatrices. De meme, les generatrices 
A' M' B' et A" M" B'' comprennent un autre ddment superficiel, qui est plan et d*une 
longueur indefinie; et ainsi des autres. Alors, si Ton fait tourner le premier Element 
autour de la droite A'M'B' comme charniere, jusqu'a ce qu'il vienne dans le plan et 
a la suite du deuxieme element; puis, que Ton rabatte autour de A''B" le systeme de 
ces deux elements sur le plan du troisieme, on finira, en continuant ainsi, par 
derouler sur un plan unique toute la surface proposee, sans discontinuite et sans 
alterer sa«uperficie. D'ailleurs il est bien evident : 1** que par cette transformation 
on n'aura nullement change les longueurs des portions de generatrices MA, M' A',..., 
non plus que celles des arcs AA', A'A", ...; 2^ que les angles MA A' ou MAT, 
MA'A"ou MA'T', ... formes par les generatrices avec les tangentes d'une courbe 
quelconque AD tracee sur la surface, resteront aussi imariables; 3** qu'au contraire 
les angles de contingence tels que TA'T', ou leurs supplements comme A A' A", chan 
geront de grandeur, et qu' ainsi la courbe AD aura pour transformie une ligne dont 
la courbure ne sera plus la meme que primitivement, quoiqu'elle conserve le meme 
perimfetre. Par 1^, il demeure done prouv6 que toute surface qui satisfera a la con- 
dition du n^l74, sera developpable. 

176. Reciproquement, ceite condition est nicessaire; car, pour qu'une surface 
puisse etre etendue sur un plan sans dechirure ni duplicature, il faut evidemment 
qu'elle se compose d'elements superficiels plans, qui soient reunis sexxXemeni deux 
a deux par des bords rectilignes indejinis, afin que ces droites puissent servir de 
chami^res pour faire tourner ces Elements superficiels, et les amener dans un plan 
unique a la suite les uns des autres. Tandis que, si la droite intersection de deux 
Elements contigus etait limitee par la rencontre d'un troisieme element, il existe- 
rait en cet endroit un angle triedre ou polyedre, dont les faces ne pourraient etre 
etendues sur un plan, sans laisser entre elles des interstices; et comme cette circon- 
stance se repeterait pour chaque point oil se reuniraient plus de deux elements 
superficiels, il n*y aurait plus de continuite dans le developpement de la surface, 
et la superficie en serait alteree. Mais des lors que les elements superficiels se cou- 
itent ainsi deux a deux suivant les droites indefinies, on voit bien que la surface 
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sera le lieu de generatrices rectilignes situ^es deux k deux dans un mSme plau ; et 
consequemment la condition enoncee au n^ 174 est vraiment necessaire pour que 
la surface soit developpable. 

177. II resulte immediatement de Ik que le plan qui louche une surface des^elop^ 
pable dans un point quelconque P, est tangent tout le long de la generatrice APMB 
qui passe par ce point. En effet, puisque (n® 175) toutes les courbes AD, PX, 
BC, . . . ont leurs Elements lineaires AA% PP', BB\ . . . situes dans le plan des deux 
droiles infiniment voisines AM'B, A'M'B\ il s'ensuit que ce plan renferme toutes 
les tangentes en A, P» B, . . . , et par consequent c'est bien un seul et memo plan 
AM'A'ou BAT, qui touche la surface developpable tout le long de la generatrice 
AMB. Ainsi, dorenavant, quand on voudra construire le plan tangent relatif k un 
point Q donne sur une telle surface, il suffira de le faire passer par la gindra-' 
trice AQB et par la tangente AT a une courhe trade sur cette surface par un point 
quelconque de AB. 

Cette proposition, que nous ay ions d^jk d^montree (n^ 99, 100) pour les cylin- 
dres et pour les cones, est done commune a toutes les surfaces developpables; et 
elle merite d'autant plus d'attention, qu'elle ne se yerifiera pas dans les surfaces 
gauches, quoique celles-ci admettent pareillement des generatrices rectilignes. 
D'ailleurs, elle ya nous seryir bientot a indiquer un nouyeau mode de generation 
des surfaces deyeloppables, en les regardant comme des envehppes d'un plan 
mobile (n*> 183). 

Obseryons aussi que le plan AM' A' ou BAT qui est tangent a la surface deyelop- 
pable, coincide precisement ayec le plan osculateur de Tarete de rebroussement YMU, 
puisque les deux generatrices AM' et A'M' sont tangentes k cette courbe. 

178. {Fig> 5i.) Nous ayons dit que la courbe YMU formee par les intersections 
Buccessiyes des generatrices, se nommait Varite de rebroussement de la surface deye- 
loppable; et pour sentir la justesse de cette denomination, il n'y a qu'a regarder 
chaque generatrice AB comme composee de deux parties MA et MB, Tune situee au- 
dessous et I'autre au*dessus du point de contact M; puis designer sous le nom de 
nappe inferiewre la portion de surface engendree par les parties MA, M' A', M"A'',..., 
tandis que les parties MB, M'B', M"B", . . . formeront la nappe superieure (*). Alors, 
si Ton yeut passer d'une nappe a Tautre, en cheminant sur la surface d'une maniere 
continue et dans une direction quelconque (excepte dans la direction d'une genera* 
trice), on s'aperceyra aisement que ce passage ne peut ayoir lieu qu'en suiyant une 
courbe SNa, qui presentera un point de rebroussement a I'endroit ou elle rencon- 
trera la ligne VMU. 

Comme cette circonstance est tres-importante k remarquer, essayons de la rendre 

[*) Ces parlies de g^n^ralrice se prolongeraient ind^finiment; mais^ pour rendre plus sensible la forme 
oppos^e des deux nappes, nous supposons ici que ces droites se terminent k deux plans horizontaux qui 
coupent la surface suivant les courbes AD et BC, dont la premiere tourne sa convexit6« et la seconde sa 
concavity vers Tobservateur. 
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plus sensible, en projetant toute la %ure sur un point vertical quelconque; so)gp( 
done i^nu [fig. 62) la base du cylindre vertical (jui passe p^r la courbe VNU, et ab^ 
cih\., . [fig. 5 1 et Ss) les projections des generatrices, lesc|ue)les seront necessai-r 
rement tangentes a vnu. II s'ensuit deja qu'aucune de ces droites ne penetrera dans 
le cylindre vertical vnu, et qu'ainsi les deux nappes de la surface d6veloppable res- 
tent en dehors de ce cylindre, sur lequel elles viennent s'appuyer le long de la 
courbe VNU. D'ailleurs, si Ton regarde ce cylindre comme un corps solide, et la 
g^neratrice projetee sur ah comme une droite inflexible qui roule, sans glisser^ sur 
ce cylindre en demeurant tangente a la courbe VNU, il est evident que cette droite 
mobile parcourra la surface d6veloppable en question. Or dans ce mouvement on 
aperQoit bien qu'un point quelconque S, fixement attache a la partie superieure mh 
de la generatrice, ira d'abord en se rapprochant du cylindre, et viendra en 6' quand 
la generatrice se projettera sur a' i', puis en n lorsqu'elle sera projetee sur a" 6". 
Mais, au delk de cette position, le point g6n6rateur se trouvera au-dessous du point 
de contact de la generatrice, quand elle continuera de rouler sur le cylindre vertical ; 
de sorte que le point mobile commencera des lors a s'icarter de plus en plus de ce 
cylindre, et il viendra en a"* pour la position a'^h"^ en a"" pour a"" 6'"', . . . . D'ou Ton 
doit voir clairement que la courbe SS'na" decrite par le point 6 se composera de deux 
branches qui offriront un rebroussement en n, et dont la premiere €6' /i sera situee 
sur la nappe superieure de la surface, tandis que I'autre n a'* sera sur la nappe infe- 
rieure. Nous etudierons en detail, au n® 456, le cas particulier oti la courbe VNU 
est une helice. 

179. En r^sumant tout ce qui precede, on trouve les consequences suivantes: 
I® Pour qu! une surface soit ddveloppable, ilfaut et il suffit quelle soit engendrde pat 
une droite quise meuve de maniere que toujours deux positions consicutives se troui^ent 
dans un nUme plan. C'est la une propricte earacteristique pour toutes les surfaces 
de cette classe, laquelle comprend evidemment les deux genres particuliers des 
cylindres et des cdnes; puisque, dans le premier, les generatrices rectilignes 90nt 
toujours parallbles, et que dans le second elles se coupent toutes au meme point. 

n^ Une surface diveloppable admet toujours une arete de rebboussememt formee 
par les intersections successives des generatrices; ces droites sont tangentes a Tarete 
de rebroussement, qui d'ailleurs divise la surface en deux nappes distinctes. Dans 
les surfaces coniques, Tarete de rebroussement se reduit a un point unique qui est 
le sommet; et dans les cylindres, cette arete se trouve transportee tout entiere a 
une distance indefmie. 

3^ Leplan tangent d'une surface developpable est common pour tons les points 
d'une meme generatrice rectiligne, et il coincide avec le plan osoulateur de I'arete 
de rebroussement. 

4^ Dans le developpement de la surface, les portions des gineratnces, aussi bien 
que les arcs d'une courbe quelconque tracee sur la surface, ne changent pas de lonr- 
gueur absobie ; et les tangentes a cette courbe forment avec les generatrices des angles 
quidemeurent constants. Mais il n'en est pas ainsii des angles de contingence^ com- 
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pris entre deux de c^s tatigetites cons^cutives; et par consequent la courbe primitive 
a poui' transformee une ligne dont la courbe n'est plus la meme qu'auparavant (*). 

180. {Fig. 5i .) Voyons maintenant de quelle maniere on pourra remplir la con- 
dition qui a servi (n^ 174) k la definition des surfaces developpables. Prenons deux 
courbes quelconques AD etBC fixes dans I'espace; puis, assujettissons une droite 
mobile k glisser sur ces directrices, mais de maniere que ses positions consecutives 
se trouTetit deux k deUx dans un meme plan. Apres avoir choisi sur la premiere 
Courbe uti point qUelconque A', il ne faudra pas le joindre avec un point arbitraire 
de la deuxi^me, parce que rien n'assurerait que la droite ainsi tracee serait dans 
lin meme plan avec la position trfes-voisine qu'elle prendrait ensuite (**) ; mais ima- 
ginons une surfece conique qui ait pour sommet le point A' et pour base la courbe 
BC, et menoos-lui un plan tangent qui passe (n^ 125) par la droite k'T tangente , 
au point A' de la dlrectrice At); alors, si Ton constrUit la droite A'B' suivant 
laquelle ce plan touchera le cdne auxiliaire, je dis que A'B' sera la position que 
doit pretidre la gen6ratrice de la surface developpable lorsqu'elle passe par le point 
A' dela directrice; etlesautres positions A" B", A'^B'^,.,. s'obtiendront d'une ma- 
nifere semblable. Pour justifier cette construction, il suffit d'observer que, quand la 
droite mobile passera de la position A'B' a une position infiniment voisine A"B'\ 
elle pourra etre censee glisser sur les tangentes A' AT et B'B"S' qui coincident 
avec les vraies directrices dans Tintervalle des elements A' A" et B' B" : or ces deux 
tangentes sont ^videmment situees dans un plan unique, qui est le plan tangent que 
nous avons mene au c6ne auxiliaire; done aussi les deux generatrices A' B' et A"B" 
se trouveront dans ce meme plan. 

181. [Fig. 5 1.) II suffirait mSme d'assigner une seide directnce pour determiner 
completement la surface developpable, si Ton assujettissait la droite mobile k de- 
itieurer constamment tangente a cette courbe. Soit, en effet, VNU une ligne quel- 
cotique, fixe dans Tespace, mais qu'il faut choisir a double courbure, si Ton ne veut 
pas retomber sur un simple plan. Construisons les tangentes AMB, A'M'B', 
A^M'^B",... pour des points M, M', M", extremement rapproch6s sur la courbe; ce, 
seront la autatit de positions de la droite mobile, et je dis que la surface, lieu de 
toutes ces positions, sera dSi^eloppable. Car les deux generatrices infiniment voi- 
sines AMB et A'M'B' ont de commun avec la courbe. Tune Telement MM', Tautre 
TeWmentM^M"*, done ces generatrices se coupentau point M', et, par consequent, 
eUessont bien situiesdans un mime plan. Un raisonnement semblable s'appliquerait 
aUx autres generatrices consecutives : ainsi il est certain que la surface, lieu de 

(*) On doit excepter n^nmoins Tardte de rebroussement, pour laquelle les angles de contingence resteai 
inmriables^ puisqu'ici ces angles sont formes par les generatrices entre elles, et que ces droites servent 
prdcis^ment de chamidfes pout et^uter le d^reloppement. Ainsi, parr exemple, I'angle AM' A' demeure 
constant, aussi bien que son nipi^^ment MM'M'. 

(**) A moins qu'on ne voulQt laiseer immobito le point de la droite plac6 en A' et laire gli69e# seuiement 
I'autre extr^mit^ sur la courbe BG ; mais par \k on n'obtiendrait qu'une surface conique, genre trop parti* 
ddier de surface developpable pour que nous nous y arr^tions. 
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toutes ces tangentes, est developpable ; et dans le cas actuel, la courbe direc- 
trice VNU est precisement Tarfite de rebroussement, qui a toujours i^ouv plans oscu- 
lateurs les plans tangents (n^ 177) de la surface developpable. 

Voici encore quelques autres mani^res d'engendrer une surface developpable. 

182. {Fig. 53.) Si, sur une surface donnee que nous designerons simplement 
par S, on trace une courbe fixe et quelconque CND...; puis, que par des points tres^ 
voisins N, N% N"",..., pris sur cette ligne, on m^ne a la surface des plans tangents 
P, P', F',..., qui sont ici figures seulement par les droites NP, N'F,..., ces plans se 
couperont consecutivement suivant les droites AM, A'M', A"M",..., qui se trowe-- 
ront deux a deux dans un mime plan. En effet, les deux premieres resultant des 
intersections du plan P' avec le precedent P et avec le suivant P, sont evidemment 
situ^es Tune et I'autre dans le plan P'; de meme les droites A'M' et A"M" sont 
toutes deux dans le plan V\ et ainsi de suite. D'oii il resulte que ces di verses inter- 
sections determinent une serie de faces planes et angulaires AMA', A'M'A'\ 
A'^M^A*,..., qui approcheront de former une surface continue^ et evidemment 
developpable, d'autantplus exactement, que les points de contact N, N', N",... 
seront plus voisins sur la courbe CD. Or, pour atteindre k cette limite, il suiTit 
d'imaginer que le plan P roule sur la surface S par un mouvement continu, en lui 
demeurant perpetuellement tangent le long de la courbe donnee CND; alors on dit 
que la surface developpable en question est I'emeloppe des positions queprend le 
plan mobile^ parce qu'en efTet elle est touchee par ce plan dans chacune de ses posi- 
tions, puisque celles-ci ne sont autre chose que les prolongements des petits ele- 
ments superficiels AMA', A'M' A",... qui composent la surface. 

183. Geci n'est point particulier a la surface qui nous occupe, et Ton pent dire 
gen^ralement que toute surface developpable est Vemeloppe des positions d'unplan 
mobile assujetti k se mouvoir suivant une loideterminie. En efTet, dans le cas gen^ 
ral, nous avons vu (n^ 177) que la surface etait touchee tout le long de la genera- 
trice AA [fig. 5i), par un plan unique qui renfermait la g^n^ratrice infiniment voi- 
sine A'B', et qui, par suite, ^tait le prolongement de I'^lement superficiel AM' A'; 
de mSmCr le plan tangent consecutif serait le prolongement de T^lement A'M''A^ 
et ces deux plans se couperaient suivant la droite A'M'B'; desorte que les diverses 
generatrices etant les intersections des plans tangents consecutifs, on pent obtenir 
ces droites ou bien engendrer la surface developpable, en faisant mouvoir un plan 
ind^fini, de manibre qu'il prenne successivement les positions AM' A', A'M" A",.... 
Mais, dans chaque surface particuliere, le mouvement du plan mobile devra etre 
r^gie par une hi ddterminde, c'est-a-dire par des conditions telles, que ce plan ne 
puisse prendre qu'une position unique, pour chaque point de I'espace par lequel il 
passera. 

184. Ainsi, par exemple, on pent assujettir le plan mobile k rouler sur deux sur- 
faces fixeSf en demeurant constamment tangent k ces deux surfaces, pourvu toute- 
fois que ni Tune ni Tautre ne soient developpables ; car on doit sentir que la con- 
dition de toucher une surface de ce dernier genre, meme en un point indetermine, 
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^quivaudrait k deux conditions distinctes, parce que le contact s*etendrait n^cessai- 
rement tout le long d'une menie genera trice (n** 177). Cette restriction est ana- 
logue k ce que nous avons dit podr les cylindres et les c6nes dans les n^ 118 
et 125. 

• 

185. On pent aussi exiger que le plan mobile soit constamment osculatem 
(n^ 167) k une courbe fixe, telle que la ligne VNU de la^?^. 5i ; c*est-k-dire qu'il 
passe toujours par deux elements consecutifs de cette ligne, qui alors deviendra ^ 
evidemment Tarete de rebroussement de la surface developpable, form^e par les '' 
intersections successivesdu plan mobile. ^ 

186. Enfin, onpeutfaire mouvoir ce plan de mani^requ'il reste perpetuelle- 
tuexii normal [n^ 168) kune courbe donnee VNU; car on reconnaitra, comme au 
n^ 182, que ses diverses positions se couperont consecutivement, suiyant des 
droites qui se trouveront deux a deux dans un memo plan, et formeront ainsi une 
surface developpable. Cette surface se reduirait evidemment a un cylindre, si la 
courbe donnee VNU etait plane, puisque alors tons les plans normaux se coupe- 
raient suivant des droites perpendiculaires au plan de VNU, et par consequent 
paranoics entre elles. 

187. {Fig. 5i.) Examinons., maintenant, quelle condition doit remplir une 
courbe PFX tracee sur une surface developpable quelconque, pour qu'elle soit la 
Ugne la plus courte entre deux de ses points P et X. II faut et il suffit qu'elle de- 
y'lexm^ rectiligne ^ipvh^ le d^veloppement de la surface; car, dans cette operation, 
nous Savons (n^ 179, 4**) que chaque transformee conserve la meme longueur que 
la courbe primitive ; etquand la surface est ^tendue sur un plan, il est bien certain 
qu'une droite est la plus courte ligne entre deux de ses points : done, etc. 

Or> pour que la courbe PP' X admette une transformee rectiligne, it est n6cessaire 

et suffisant que deux elements consecutifs f assent toujours des angles igaux wee la 

gdndratrice intermSdiaire , c'est-a-dire que Ton ait pour chaque point de la courbe, 

la relation 

angle mVfi=MW. 

En effet, comme ces deux angles resteront invariables de grandeur quand on fera 
tourner le premier autour du cote commun MF, il est Evident que lorsqu'ils seront 
amenes dans le meme plan, les deux elements PF et P' P se trouveront dans le pro- 
longement Tun de Tautre, si la relation precedente est verifiee. Telle est done la 
condition que doit remplir la courbe PX pour etre minimum : mais il en resulte une 
autre proprietequi merite d'etre remarquee. 

188. La courbe minimum PX a tous ses plans osculateurs normaux a la surface 
devebppable sur laquelle elle est tracee. Pour le demontrer, j'observe que, d'apres 
la relation admise dans le num^ro precedent, les deux tangentes consecutives PP'R 
et P'PR' font des angles egaux avec la genera trice A'M'; d'oii il suit que ces tan- 
gentes sont deux aretes d'un c6ne droit qui aurait pour axe la ligne A'M'; et puis- 
qu' elles sont inftniment voisines, on doit regarder le plan RP'R' comme tangent au 

Geonwtrie Leroy. 1 1 
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cbne dont il s'agit» le long de Tarete RF. Mais, dans toute surface de revolution/ 
le plan tangent (n^ 129) est perpendiculaire au plan meridien qui passe par le 
point de contact; done ici le plan RFR' est perpendiculaire sur le plan AM' A' qni 
contient I'axe du cone et Tarete de contact P'R. Or le premier de ces plans n'est 
autre chose que le plan osculateur PFF de la courbe proposee, et le second est 
precisement le plan tangent de la surface developpable ; par consequent, il est vrai 
de dire que chaque plan osculateur de la courbe minimum est normal a cette der-- 
niere surface. 

189. {Fig. 53. ) Cette propriete dont jouit la courbe minimum est d'autant plus 
remarquable qu'elle se trouve egalement verifiee, quelle que soit la surface snr 
laquelle est tracee une pareille courbe. Soit, en effet, GND la ligne la plus courte 
entre toutes celles qui, sur une surface quelconque S, reunissent les deux points 
G et D : si par tous les points N, N\ K\ . . . de cette courbe, nous menons des plans 
tangents a S, ils formeront, comme nous Favons vu (n^ 182), une surface develop- 
pable S' circonscrite a S, et qui aura evidemment les memes plans tangents que cette 
derniere tout le long de la courbe minimum. II suit de la que, dans la direction 
CND, chaque element superficiel (infiniment petit en tout sens) de la surface S 
sera commun a la surface S\ et qu'ainsi la courbe GND, qui est supposee minimum 
sur la premiere, devra aussi se trouver minimum sur la seconde; mais, par cette der^ 
niere condition, la courbe GND aura ses plans osculateurs perpendiculaires (n^ 188) 
aux plans tangents de la surface developpable S' ; et comme ceux-ci sunt les memes 
que les plans tangents de S, on est en droit de conclure que, sur une surface quel^ 
conque, la courbe minimum a tous ses plans osculateurs nobmaux d cette surface. 



CHAPITRE II. 

DES SURFACES ERVELOPPES. 

190. On appelle surface enveloppe^ ou simplement enveloppe^ le lieu des intersec- 
tions consecutives d'une autre surface mobile, qui varie de position et meme de 
forme, d'aprfes une loi determin^e. Ge lieu ayant, comme nousallons le voir, la pro- 
priete de toucher le long d'une courbe, chacune des positions de la surface mobile 
est appelee avec raison Tenveloppe de toutes ces positions, tandis que ces dernieres 
se nomment les em^eloppees. D'ailleurs, par un motif que nous expliquerons plus 
tard (n^ 203), on donne le nom de caractSristique k Tintersection de deux envelop-* 
p6es consecutives, et c'est le long de cette caracteristique qu*a lieu le contact de Ten- 
veloppe et de Tenveloppee. Ainsi, lorsqu'un plan se meut suivant une certaine loi 
(n^' 182-186), il admet pour enveloppe une surface developpable, lieu de ses inter- 
sections successives qui sont ici des droites, et voila les caracteristiques ; tandis 
que les enveloppees sont les diverses positions du plan mobile, dont chacune louche 
Tenveloppe suivant une de ces caracteristiques. Mais pour mieiix iclaircir ces 



n 
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BOtions geuerales, rl faut consid^rer des exemples moins particuliers, et ou !es enve- 
loppees soient des surfaces courbes. 

191 . {Fig. 55.) Imaginons une sphfere mobile dont le centre parcourt la ver- 
ticale OZ, et doirt Ic rayon OA rarie suivant une certaine loi ; de manifere, par 
cxemple, qtfrl coincide succcssrvement avec les diverses ordonnees OA, O'A', 
O^A", ... d'une courbe AA'Xfraceedans le plan vertical de la figure. Alors deux 
sphferes infiniment voisines, et 0', se couperont evidemment suivant un cercle 
komontal projef^^SUf fa corde BC; de meme la sphere Of coupera la troisifeme 0* 
suivant le cercle B' C, et ainsf des aatres. Or tons ces cercles ayant leurs centres sup 
OZ et teufar plarn^ pef perfdfculai^es a. cefte droite, appartiendront ( n** 78) a une sur- 
face de r^vofutiotK qui tauchera, en Fenveloppant, chacunedes spheres mobiles. En 
effet, les deux cercles infiniment voisins BC et B'C^ se trouvant a la fois sur la surface 
de revolution et st/r la sphfereO', ces deux surfaces ont de communstous les 616- 
ments superficiels situ6s sur la zone infiniment 6<roite BB'C'C : par consequent elles 
ont Tune et Fautre les m^mes pkns tangents, ou bien elles se touchent tout le long 
de cette zone. De mfime, la surface de revolution sera tangente k la sphere 0" le long 
de la zone B'B"C"C'; ainsi cette surface generale est bien Yemeloppe de toutes les 
spheres qui sont les erweloppies^ et le contact avec ehacune d'elles a lieu le long 
d'UB des cercles B€, B'C, . . . , qui dont les caractiristiques ou les intersections de 
deux enveloppees cons6cufives. 

192. Si Ton ne considere, pour un instant, que les grands cercles des sphferes 
mobiles qui sont sitiles dans le plan vertical de la figure, on voil que leurs circon- 
ferences forment, en ^*entre-coupant, une suite d'arcs BB', B'B*, . . . dont la ligne 
erwebppe donnera evidemment le meridien DBFF de la surface de revolution! La 
forme de ce meridien d^pendra de la loi suivant laquelle varieront les rayons OA, 
0' A', . . . ; si, par exemple, tons ces rayons 6taient constants de grandeur, les carac- 
teristiques seraient toutes des grands cercles 6gaux entre eux, et le meridien une 
droite parallfele a OZ. Ainsi, lorsquune sphere constante de rayon a son centre en 
mowemtntsur une droite, Vemehppe de Tespace qu'elle parcourt est un cytindre de 
revobitian. 

193. Lorsqu'au contraire le meridien DBF d'une surface de revolution est assi- 
gn6 d'avance, il faut evidemment rendre ehacune des envelopp6es sphiriques, tan- 
gente a ce m6ridien, en prenant les normales BO, B'O', . . . pour les rayons de ces 
difT^rentes- Spheres ; ainsi, Ton peut dire g6n6ralement que toute surface de re^^olu-- 
tion est Venveloppe de Vespace parcouru par une sphere Tnobile, qui a pour rayon 
variable la portion de chdque nomtale comprise entre le meridien et I' axe. 

194. Les surfaces de revolution admettent aussi pour enveloppee une autre sur- 
face generatrice dont la forme trfesnsimple en rend I'emploi fort utile dans certains 
arts. Imaginons que par des points tres-voisins M, M', M'', . . . {fig. 55) pris sur le 
meridien FDY, on lui mene des tangentes MT, M' IS M'' T\ et qu'on les fasse tourner, 
en meme temps que le meridien, autour de Taxe YZ. P&r 1^, ces tangentes engen* 
dreront des cones droits qui toucheront la surface de revolution chacun le long d'un 

II. 
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paraliMe; car la tangente MT ayant avec la meridienne {'element MM' commun, 
tous les ^lemeDts superficiels situes sur la zone infiuiment etroite MM'N'N seronty 
communs au cone TMN et k la surface generale ; done ces deux surfaces se trou- 
veront tapgentes Tune k Tautre tout le long de cette zone. D'ailleurs, deux cones 
consecutifs^ TMN et T'M'N', se couperont evidemment suivant le parallele M'N' qui 
reunit les deux zones de contact; d'ou il resulte que toute surface de revolution pent 
aussi Stre regard6e comme Venveloppe {^) de Vespace parcouru par un cdne droit 
variable TMN, qui se meut de maniire que son sommet reste sur Faxe^ pendant que sa 
geniratrice recuUgne demeure tangente a la miridienne. 

195. G'est par ce mode de generation que les tourneurs executent des surfaces 
de revolution. En efPet^ lorsqu'ils presentent au solide anim^ ffune vitesse de rota- 
tion le tranchant rectiligne de leur ciseau, ils produisent sur ce cylindre un tronc 
de c6ne qui est une des enveloppees de la surface generale qu'ils veulent obtenir; 
puis, en variant convenablement Tinclinaison de ciseau, ils engendrent une serie 
de zones coniques qu'ils savent fondre ensuite les unes dans les autres» en interca- 
lant de nouvelles enveloppees, jusqu'a ce qu'ils arrivent a une surface qui soit sen* 
siblement continue. 

G'est encore par le secours des enveloppes que les ferblantiers executent des 
surfaces developpables ; car ils se servent d'une enclume cylindrique ou conique, 
pour plier peu k pen la feuille de fer-blanc le long d'une s^rie de droites tracees 
dans son plan; etcelui-ci devient alors Fenveloppee mobile dont les petites zones 
el^mentaires composent la surface generale, laquelle se trouve ainsi I'enveloppe de 
toutes les positions qu'a prises le plan mobile de la feuille de metal. 

196. Outre les enveloppees spheriques ou coniques qu'admettent les surfaces 
de revolution, ces dernieres pourraient etre encore produites par le mouvement d'un 
cylindre. En effet, si, par tons les points de la meridienne, on mene des droites per- 
pendiculaires k son plan, et que Ton fasse tourner ce cylindre autour de I'axe, Ten- 
veloppe de toutes ces positions sera necessairement la meme surface de revolution 
que produirait la rotation de la meridienne; car chaque arete de ce cylindre mobile 
a evidemment, pour courbe enveloppe de toutes ses positions individuelles, le paral- 
lele de la surface qu'aurait decrit le point correspondant de la meridienne. 

Avant de passer k une espece trbs-generale de surfaces enveloppes, qui mani- 
festera une circonstance bien remarquable produite par les intersections des carac* 
teristiques, etudions d'abord quelques propriet^s des Ugnes erwehppes relativement 
aux courbes planes. 

197. DEVELOPPEES des courbes planes. {Pig. 56.) Soit ABX une courbe quel- 
conque tracee dans un plan; concevons-la divisee en elements egaux BB'=B'B* 
s^B^'B", ..., et, par le milieu de ces elements, menons les normales infiniment 



(*) n ne faut pas attacher k ce mot d'enoehppe I'idde d'une surface qui en renferme d'autres dans son 
int^rieur. L'enveloppe peut ^tre en dehors ou en dedans des envelopp^, et Ton veut seulement exprimer 
qu*elle toucbe chacune de cellea-ci tout le long d'une courbe, 
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voisinesMGi M'C, WG\ . . . qui, par leurs intersections successives, formeront une 
courbe CCC". , . a laquelle elles seront toutes tangentes. Cette courbe DCY, ewe-- 
loppe de toutes les normales a la ligne primitive ABX, se nomme la developpSe de 
celle-ci, tandis que la ligne ABX regoit le nom de developpante par rapport a la 
courbe DCY; ces denominations vont etre justifiees par les relations suivantes. 

Le point C ou se coupent les deux normales MC et M' C, elevees sur les milieux 
des elements egaux BB' et B' B'', se trouve evidemment a egale distance des trois 
points B, B'» B''; par consequent G est le centre d'un cercle qui aurait, avec la courbe 
AX^ deuoc elements communs BB' et B'B''. Or, comme on ne saurait assujettir une 
circonference a passer par plus de trois points, c'est done la le cercle qui, parmi 
tous les autreSy approche davantage de se confondre avec la courbe AX dans les en- 
virons de B; aussi on Tappelle le cercle osculateur Ae cette ligne pour le point B. 
Quant au rayon de ce cercle osculateur, ce serait a la rigueur une des trois lignes 
CB = CB'= CB''; mais on pent y substituer CM = CM', parce que ces diverses droitcs 
sont les rayons de deux cercles circonscrit et inscrit au meme poly gone BB'B'', et 
Ton sait qu'a la limite, ou pour les elements infiniment petits, ces deux circonfe- 
rences coincident (*). D'ou il resulte que le centre Cetle rayon MC da cercle oscuia-- 
teurf sont determines /^or la rencontre de deux normales infiniment voisines. 

198. Cette droite MC s'appelle aussi le rayon de courbure de la ligne ABX pour 
le point M» parce que sa longueur, plus ou moins grande, indiquera une courbure 
plus ou moins faible. En efTet, si nous voulons acquerir une idee nette de la cour- 
bure d'une ligne ABX, regardons-la comme un polygene que Ton aurait form6 en 
pliant successivement une droite BB'^'^J'". .. autour dee points B', b'\ 6'^, .. .; de 
cette maniere, il est evident que la courbure au point B' sera exprimee par Tecart 
que Ton aura mis entre les elements B' &" et B'B", c'est-k-dire par V angle de continr- 
gence TB'T\ ou plutot par Tare 8 qui mesurerait cet angle dans un cercle dont le 
rayon serait Tunite. Or Tangle TB'T' egale Tangle MCM', et celui-ci comprend un arc 
de courbe MB'M' qui se confond avec le cercle osculateur decrit du rayon MC; done 
Tare 6, semblabfe a MB'M'> et decrit avec un rayon egal a Tunite, aura pour valeur 

_ MB^M^ _BB' _ds 

^ "" MC "" MC "" p  

Mais comme la courbe ABX est divisee en elements tous ^gaux entre eux, la quan- 
tite €&sera constante; et il resulte de la valeur precedente que la courbure^ indiquee 
par 6, vaiiera d'un point a un autre de la ligne ABX, en raison vfwerse da rayon 

MC = /5. (Foyezn«653.) 



(*) Les lignes CM et CM' sont ^ales, attendu que les ^l^ments BB' et B'B' 6tant ici de mdme longuear, 
les triangles rectangles CftIB' et CM'B' seront ^ux. D'ailleurs le premier de ces triangles donne 



CM=v/CB'»-MB« = CB'(i-g^y; 



et, en d^eloppant, on voit que quand MB' sera infiniment petit, la difference entre CM et CB' ne sera 
.qu'un infiniment petit du second ordre^ quantity qui doit 6tre n^lig^, mtoe vis-i*yis de MB'. 
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f99\ (Frg*. 56.) Maintentot, si I'on plic un fil fflexiHe MCC'C'Y le long de k 
d^veloppee, et qu'aprfes avoir attach^ fixemeirt un des points de ce fil, par exetnple 
Y, on donne h la partie rectiligne CM une longueur telle, que Textremife M aboutisse 
sut la developpante AKX, cctte extremite parcotirra exactement Fa Hgne ABX, 
quand on deroulera successive ment fe fil en le tenant tou jours tendu. En effet, 
lorsque le contact du fil avec la d6veloppee sera venu de C en C, la partie rectiligne 
dtf fil MC^M'C se sera accrtfe de CC, et elle aura ators pour longueur tota!e 
BTC + CC = WC; nftis, ptiisqne cette dernifere figne (n*> 197) est egale k M^C, il 
s'ensuit que FextreiAft^ mt^ftile M aboutira precisement en M''. II eH serait de ttiime 
ptetar touted les positions successives dtr fiT, qui pent ainsi sefvir 5i decrire ta ddv'elop^ 
pante^ en le deroufont de dessus la di^^eloppie; d'ailleurs, il resulte de \k qtx^un arc 
quelconque CC'C de let dipehppee est igal a la difference de$ deaob rayafis de coatbure 
MC et WG' qui aboutissent i ses extremites. 

ObservOM, eti outre, qu*une courbure d^teriftinee ABX n'admet jaiiiais qu^une 
d6velopp6e tmique ; fdudis qu'iftie nfif^me developpee DCY correspond k une infinite 
de d6veIopp'anfeS, ptfisqu'en prenairt strr le fil MCC'Y divers points M, m,..., its 
d6crirotif des courbes difKrentes MM'M"X, mrnfrrfx^,...^ qui seront autant dfe dfe- 
veloppantes-de Fa m^me developpee DCY. Toutes ces devefoppantes auront ^Videm- 
ment letfrs nortfia^ks communes, ef se trotveront partout eqtddistantes dansf fa di- 
rection it tti BfoirmafFes; mais elles difftrerotrt beatrconp les unes des adtres, quant 
k leurs ^dpri^t^s^et k leWs ^qtfatio*s. 

200. Fottr cite* cjifelques exetn]()les simples de li th^orie d^s devetopp^es, nous 
dirons que si fei c'ourbe ABX {Jig. 56) etait une parabole du deuxieme d(egr6, sa 
deve!opp6e se composerait de deux branches indefinies, telles que DCY et DTY', 
placees I'one ati-desso^ts, Tautre au-dessus de Taxe Al), et qui viendraient s'y reunir 
en formant uri rebrcftisser^ent sea |)oint D. Ce point est eloign^ du sommet A, de la 
quantite AD :== 3i AF = le demi-paramfetre, et cette droite AD est aussi le rayon de 
courbure de la psrtrato'Ie pour le sommet A. 

Dans une ellipse ABDE [fig. 76) dont les demi-axes sont OA = ^, OB =' 6, b 
developpee est une courbe afid'e composee de quatre branches qui presentent autant 
de points de rebroussement, places a des distances 

Aa = Dc? = ^', Bg = E£ = ?. 

a b 

Ce ^ont Ik aussi fes grandeurs des rayons de courbure pour les sommets A et B; car 
les deux branches aS et Sd' servent a decrire la demi-ellipse ABD, tandis que les 
deux autres as et td se rapportent a la portion inferieure AED. 

Dais un cercle, la developpee se reduit k un point unique, qui est le centre, et 
le rayon de courl)ure est constamment egal au rayon meme du cercle donn^. 

201. Mais, pour obtenir des resultats plus interessants dans les applications que 
nous allons faire aux surfaces enveloppes, nous admettrons ici que Ton s'est donne 
immediatement une developpee circulaire YDFE [fig. 54)^ et qn'on en t AMnAi \i 
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de^eloppante YO''0'OX, en deroulant un fil pile sur le cercle, et dont TextrQinite 
mobile auralt d'abord coincide avec le point Y. Pour tracer graphiqueinei\t cette 
courbe, ou diivi^era la circonference en parties egales, douze par exen^ple; puis, en 
portafttfiur le8 tangentes FO, F'O', F"0",... des longueurs egales a i^, i^, i^,... de 
cette arconfecenoe, ,on obUendra (n'' i99) les divers points. 0, OS ^'\... qu'U fau- 
dra.r.amur jpar un trait continu. Ge sera d'autant plus facile, qu'on pourra Qiqployer 
^ cetefEeAdeipe tits .arcs de cercJle decrits avec les rayons FO, F'O', F"0",..-; car ces 
distances jsoyciA precisement ( 197) les rayons des cercles osculateurs de la coujsbe XOY. 

Cette developpante XOY sera une spirale indefinie, ay ant pour origine le point Y; 
et nieme on doit regarder la spirale Yo"oa? symetrique de la precedente, comme etanjt 
une seconde brandtie de la meme developpante, et comme ne formant avec ^a pre- 
miere qu'une seule courbe dont toutes les parties sont decrites/^or/is mowemeiu 
continu d'un point unique. £n effet, si au lieu d'un fil pli6 sur la daveloppee, on 
conceit une droite injlexible et indefinie ABFo^ qui, demeurant tangente au ceroid 
GY, roide, urns gHsser^ sur sa circonference, il est clair qu'un point 0, fi^e sur cqtte 
droite, viendra successivement se placer en 0', 0" et Y; puis, si la rotation de la droite 
continue dansle meme sens, ce point se trouverades.lors.en arriere du point de 
contact, et decrira.sans discontinuite la branche Yox. D'ailleurs on doit ape^cevoir 
que cette mani^re de decrire une developpante quelconque par la rotation d'une 
droite inflexible sur la dev6loppee,iquivautk lageneratiou iudiquee n^ 199; mais le 
mode aotuel est plus general, et il devient mSme.necessaire quand Lad^velopp^e offre 
des points de rebroussement, comme dans Tellipse, la parabole,..., puisque autre- 
ment il faudrait changer souvent le point d'attache du fil, pour.le tratt3porter d'une 
branche sur Tautre. 

202. SURFACES CANAUX. {Fig. 54.) Cela pose, imaginons qU^une sphere 
d'un rayon constant^ represente par OA = OB, se meuve de mani^re que son centre 
suive la courbe horizontale XOYoo?; Tenveloppe de toutes les positions de cette 
Siph^re mobile sera formee (n^ 190) par les intersections des enveloppees cons^u- 
tives; ainsi, examinonsce que sont ici ces intersections. Pour deux positions voi- 
sinesOetO' du centre mobile, les .deux spheres egales se couperaient suivant un 
petit cerole, daxKt le plan serait evideinment perpendiculaire sur le milieu de la 
droite 00' qui .joint les centres; par cousequent ce petit cercle serait projete sur le 
plan de notre epuite qui est horizontal, suivant une droite perpendiculaire a la corde 
00', et passant par son milieu. Or, a m esure que le centre 0' se rapproche deO, la 
corde 00' indefiuunent prolongee approche de plus en plus de la tangente a. la 
courbe XOY, et elle coincide aveb cette tangente k la limite : done, pour deux spheres 
infiniment Toisinea, Ja courbe d*interse ction est un grand cercle projete sur ha normale 
AOB de la directrice XOY. 11 suit de 1 it que I'enveloppe peut etre regardee comme 
engendroe par le grand cercle vertical AOB, dont le centre parcourrait la ligne XOY, 
tandiis que son plain resterait normal k cette ligne ; ainsi, cette enveloppe presentera 
la forme d'un canal cmviligne qui aura pour axe la courbe directrice XOY, et dont 
teotes les sectiojis nonnales a cat axe seront des cercles d*un rayon constaat. 
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203. Ces consequences continueront evidemment d'avoir lieu quelle que soitla 
nature de laligneXOY; c'est-a-dire que si Ton adopte successivement diverses 
courbes pour directrices du centre de la sphere mobile, on obtiendra des enveloppes 
de formes trfes-variees, mais dont chacune aura pour section normale un cercle du 
rayon OA. Ainsi, ce cercle devient une gendratrice de forme irwariable^ commune a 
toutes les surfaces qui enveloppent V espace parcouru par une sphere (Tun rayon constant. 
etqui imprime k toute cette famille d'enveloppes, un caractere distinctif et indepen 
dant dela nature de la directrice XOY; c'est pourquoi Monge a donn6 le nom de 
caraclenstique k ce grand cercle normal, et generalement il appelle ainsi I'intersec- 
tion de deux enveloppees consecutives, dans chaque famille d'enveloppes engendrees 
par une meme surface mobile, quelle que soit la loi du mouvement de cette dernifere 
surface. 

204. Nous avons dit (n° 190) que I'enveloppe toucherait chacune des envelop- 
pees particulieres precisement le long de la caracteristique, qui est ici le grand 
cercle vertical et mobile AOB. En effet, trois positions infmiment voisines S, S% S" 
de la sphere mobile, se couperont suivant deux cercles situes Tun et Tautre sur la 
sphere S', et ils y comprendront une zone infiniment etroite, de largeur in6gale, 
mais qui sera commune i S' et k Tenveloppe; de sorte que ces deux dernieres sur- 
faces ayant les memes elements superficiels, ou les memes plans tangents tout le 
long de cette zone, se trouveront bien tangentes Tune k Tautre dans cette region 
commune, qui d'ailleurs comprendra, vers son milieu, la veritable caracteristique 
ou le grand cercle normal a la courbe XOY. Ainsi, il est vrai de dire que le contact 
a lieu le long de cette caracteristique. 

205. Maintenant, comparons eritre elles les diverses caracteristiques projetees 
ici sur AOB, A'O'B',... [Jig. 54), -et pour faire mieux ressortir les circonstances 
assez delicates de leurs intersections, imitons le precede indique vers la fin du n^ 201 
pour d^crire la developpante : c'est-a-dire, imaginons que leplan vertical AOBF de 
la caracteristique soit inflexible et indefiniment prolonge; puis, feisons-le rouler, 
sans gUsser, sur le cylindre vertical FDYE auquel il demeurera tangent. Alors le 
cercle AOB, entraine avec le plan mobile, parcourra necessairement Tenveloppe qui 
nousoccupe, puisque les conditions precedentes reviennent evidemment a dire que 
le centre de ce cercle se mouvra sur la developpante XOY, tandis que son plan restera 
normal k cette courbe. D'ailleurs, tons les points de cette circonference mobile, 
projetes en B, R,..., A, decriront d'autres spirales BD, RL,..., AA'E, qui seront 
autant de developpantfes du cercle FDY, et dont la premiere et la dernifere formeront 
le contour apparent de I'enveloppe. 

206. Cela pose, tant que, par la rotation du plan vertical AF sur le cylindre FDY, 
Textremite B du diametre du cercle mobile n'aura pas atteint la d6velopp6e, deux 
caractMstiques consecutives ne se couperont pas; car on sait(n*^ 197) qu'une nor- 
male quelconque A'F' k la courbe XOY, ne serait rencontree par la normale infini- 
ment voisine qu'au point F' situe sur la developpee, et ce point se trouve en dehors 
du diametre A'B' qui limite la projection de la caracterxistique. Mais, des que le point 
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B aura touchy le cylindre en D, ies caracteristiques consecutives commenceront: ^ se 
couper : en efTet, la normaie GL^, par exemple, rencontrera la normale infiniitnient 
voisineau point L situe sur la developpee; et comme ce point se trouve en dedans 
du diamfetre Gg = AB, il en r^sulte que Ies deux caracteristiques projet^es sur G^ 
et sur la normale infiniment voisine, se couperont en deux points projetes en L;, et 
situ^s Tun au-dessus» Tautre au-dessous du plan horizontal de Tepure* Toutefc us, 
pour justifier completement cette assertion, il faut ajouter que ces deux caraci te- 
ristiques sont placees (n® 204) sur une meme position de la sphfere mobile; autr e- 
ment» Ies plans de ces deux cercles pourraient bien se couper suivant la verticale L, 
sans que leurs circonferences eussent des points communs. 

II resulte de la qu'k partir de la position DI, Ies diverses caracteristiques circi ii- 
laires se trouveront partag^es par leurs intersections consecutives, chacune en del ix 
segments projetes 

sur LG, MH, YP, VQ, UT, (N) 

et sur Lgf MA, Y/i, Vy, Vt. (n) 

Les segments de la premiere serie formeront une nappe que nous d^signeron s 
par (N), et k laquelle appartiendront les caracteristiques totales AB, A'B',..., tandi. s 
que les segments de Tautre serie donneront lieu k une seconde nappe (n), qui com- - 
mencera par Stre renferm^e dans Tint^rieur de la premiere, mais qui bientdt ei i 
sortira pour s'etendre indefiniment jusqu'aux caracteristiques totales a!b\ ab^.^*» 
En outre, ces deux nappes de I'enyeloppe se reuniront Tune k Tautre le long d'une 
ligne a double courbure projetee sur DLMYVUE, et qui n'est autre chose que le cercle* 
vertical AB, dont le plan serait plie et enroule sur le cylindre de la developpee. 

207, Observons d'ailleurs que cette ligne k double courbure DYE {fig. 54) est 
une veritable arite de rebroussement pour I'enveloppe totale. Gar, en se rappelant 
(n® 205) qu'un point quelconque Z de la caracteristique mobile, decrit les deux, 
branches ZaSM et My^z d'une spirale dontle rebroussement est en M, on doit aper- 
eevoir que, quand le point mobile Z est en a ou en S, il se trouve encore sur la 
nappe (N) placee au delk des points de contact D ou L; mais d^s que ce point est 
arrive en you en (^, il appartientk la nappe (n) placee en degk des points de con- 
tact Y ou y ; par consequent, le passage de ce point mobile d'une nappe k Tautre a 
lieu precis^ment en M, et la forme de la spirale en cet endroit prouve bien que ce 
passage s'efTectue par un veritable rebroussement. Comme on en dirait autant des 
^ autres points de la caracteristique AB, il en faut conclure que la courbe projetee sur 
DMYE est une ligne de rebroussement pour les deux nappes de Tenveloppe. 

Une circonstance analogue se reproduirait dans toutes les enveloppes, quelle que 
flit la surface mobile qui les engendrerait ; c'est pourquoi Monge a donne le nom 
general d'arite de tebroussement d*une enveloppe, a la ligne formde par les intersec- 
tions consicutwes des diverses caracteristiques; et nous en avions dejk rencontr^ un 
exemple remarquable dans les surfaces d^veloppables oil le^ caracteristiques ^taient 
desdroites (n®190). 

Giom^tne Leroy, 12 
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20^. Reyenons k TeDveloppe particuUere qui nous occupait]^ et obseryons que 
lessegmeqts de cars^cteristiques Lg, MA,... qui appartiepneut k la p^ppe (n) doi- 
yfixit etve ponctues , parce qu'ils sont invisibles comme efant renferipes dans Tinte- 
rje^ir de la nappe (N)- En effet, on a evideipment 



d'oh, en retrancbant la partie commune Le, il resulte que 

e6<£M; 

pap consequent si Ton ramenait sur le cercle AOB les deux points projetes en £ et 
qui appartienpent Tun au segment LG, I'autre au segment MA, le premier vien- 
drait occuper ui^e position e' plus voisine du point Z et, par suite, du centre 0, que 
ne Test la position e" oil vieridrait se placer le d'euxi^me ; done le point b' est plus 
eleve que £^, et, par consequent, le segment LG passe au-dessus du segment MA. 
On expliquera, pardes considerations analogues, ' les divers modes de ponctuation 
employes dans Tepure; tbutefois, nous ferons encore observer que les points R etp, 
Z.ef ^,..., du cercle mobile AOB, se trouvant respectivement k H meme hauteur, 
dfjcriront dq^ ^pi|pales qui se rencontreront deux k deux; de sorte que les deux 
Mppes (N) et [n] de T^nveloppe se traverseront putuellement suivaht une ligne 
d'intersection projetee sur la droite YW. 

Les surfaces que nous avons examinees dans ce chapitre, et surtout la dernifere 
que nous venons de 4iscuter avec detail, parce qu^elle presentait par elle-meme des 
cLrconstances interessantes, suifiront, san$ dqute, pour donner au lecteur une idee 
assez complete des enveloppes et de leur$ particularites; c'est pourquoi nous allons 
passer au probl^me important des intersections de surfaces. 

LIVRE IV. 

INTERSECTIONS DE SURFACES. 



i ' 






CRAPITR^ PREMIPI^. 

209. Pour donner une idee generale des precedes par lesguels pn parviept & 
determiner I'intersection 4^ deux surfaces, supposons qu*il s'agisse d'anord d'un 
castr^s^simple» celui 011 une surface S serait coupee par unplan horizontal Aonne P. 
Puisque la surface est censee connue et d^finie, on connaitra la forme de la gene- 
ratrice (n** 70) et la loi d'aprfes laquelle elle varie; par consequent, on pourra 
construire, sur les deux plans de projection, diverses positions de cette generatrice, 
aussi nombreuses et aussi rapprochees que Ton voudra. Designons les projections 
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de ces Ughes par (G; G'), (Gj, G'g), (G,, G3),.-; puis, observons que le plan 
secant P qui est perpendiciilaire au plan vertical, coupe la ligne (G, G') en iin poirit 
qui doit etre projete verticalement k lia reticontre de G' avec la trace du plan P; par 
consequent, si I'on ramehe ce point sur la ligne G aii moyen d'line perpendiculaire 
^ la ligne de terre, on obtiendra la projection horizdiitale hi d'lih point de I'inter- 
sectioti de S avec P. Eii r6petant la riieme operation poiir cliaqiie generatrice, on se 
^irocurfera tine serie de poihis/Ti, m^, /Wj, m*,...; ets'ils soritassez irapproches les 
tins des autres, ils poiirront fitre aisenient reuhis par un trait continu (*) qui ferai 
coniiiaiitre, siir Ife plan tiorizoniat, la cdutbe suivaht laquelle la stiirface S est coupee 
par le plan P. Ouatit Ji Isi projection verticale dfe cette meme cburbe, il est evident 
qu'elle sfe rediiit, dins le cas iictuel, Ji la trace iheme du plan secant P. 

210. Consideirohs ihainteiiant deux surfaces quelconques S et S' ; el pour trou- 
ver Ifeur intersection, coujidiis-les par uiie serie de plans hdrizoritaiix P, P^, P3 ,.... 
Chacuri de ces plans atixillaires, P par exemple, coupera la surface S siiivant une 
ligne mmairij..., et la surface S^ suivaiit iine autre ligne m'/n^z/Zj...; ce^ deux 
Hgnes se condtruiroiit comtiie iibus Tavons dit aii hiimero precedent, et si felles se 
coupent felle^memes sur le plan horizontal en un oii plusieiiirs points M, N, • . . , ce 
serontl^ les projections hbrizontales de divers jpoihts, qiii sont evidemment com- 
mans COAX deux surfaces S et S', et qui d^s lors appartiennent a leur intersection. 
Quabt aux projections vertifcales, on les deduira des premieres, eii ramenant sur 
la trace du plaii auxiliaire P les points M, N.,..., par des jperpendiculaires ^ la 
lignfe de terrfe. Maititenant, si Ton r6pfete des operations semblables poilr les autres 
plans Pa, P3,..., on obtiendra sur chaque plan de projection une suite de points 
M, M2 * M3 , . . . , N, Na , N3 , . . . , qii'il faudra reiinir par un trait continu, en distin- 
guant toutefois ceiix de ces points qui appartieiiiiehi k line meme branche de 

(*) II faut de rhabitude, sans doute, pour r^unir ainsi des points situ^s a c^r^aines distances ]^ar une 
ligne qui n'olfre ni /arrets, ni changements brusques de courbure; mais on he doit rien ^pargner pour se 
fonner roBil et la main par de nbmbreux exercices, et poor acqa^rir )e sehtiment '6e M cohtihuif^ dans tes 
courbes, attendu que la construction (Jes intersections de surfaces est un des probl^mes les plus utiles, 
soit comme moyen de recherche, soit dans les applications pratiques de la g6om6trie descriptive k la per- 
spective, k la coupe des pierres, a la charpente, etc. Toutefois, nous ferons observer ici qu'il n'est pas tou- 
jours avantageux de multiplier extr^mement les constructions auxiliaires t[m ddterfninent les divers points 
HI, m,, At|, . . . , parce que les petites erreurs inseparables de toute operation manuelle, portaut alors sur 
des points trte-voisins, produisent des sinuosity ou d*autres d^fauts choquants qui n'eussent pas ^t^ sei|- 
sibles sur de plus grandes distances. H faut done r^partir ces constructions avec mesure, en consultant de 
bons modules, et les multiplier davantage daiis ies parties oCi la courbe sembie oftfir quelque forme singu- 
li^re qui a besoin d'etre vdrifi^. thi dolt iiussi profiter des notions que Yon peUf ^(voir d'avance sur la na- 
ture de rintersection cherch^; si, par exemple, on pr^voit que la projection doit ^tre une courbe da 
deuxi6meoudu quatri6m6 degre, il ne devra y exister aucun arc qui puisse ^trecoup^ par une droitequel- 
conque, en plus de deux ou d6 quatre points; et si le cohtraire airfivait, il faudrait refaire les constructions 
relatives k ces parties poor les rectifier. La determination des tangentes, que nous apprendf'ons k effectuer, 
est encore un moyen de oorriger la fojrme d*une courbe ; parce que la connaissance d'une pareille droite 
fera ais^ment sentir si I'arc qui precede ou qui suit le point de taiigence a besoin d'etre eievj§ ou abaiss^ 
pour que le contact soit complet. Au surplus, les pf^ptes g^h^raux sur cette mati^re ne sulEsent pas, et 
il laut reclamer encore, sur un certain nombre d'exemplesbien choisis, les coo^ifs d'Uii praticieh habile. 
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courbe d'avec ceux qui fontpartie d'une autre branche. Gett^ distinction est quel- 
quefois assez delicate; mais on y parviendra en suivant avec attention, et de proche 
en proche» les resultats fournis par les plans auxiliaires successifs. D'ailleurs^ si 
Tune des surfaces S et S' avait deux nappes distinctes, comme il arrive dans un 
cdne^ il ne faudrait pas reunir des points qui seraient sur des nappes oppos^es. 
21 i • La methode que nous venons d'exposer est generate, et suffisante dans tons 
les cas pour obtenir Tintersection de deux surfaces quelconques S et S' ; mais au 
surplus, on pent donner aux plans secants P^ Pa » Ps » . • • » telle direction que Ton 
voudra, pourvu que Ton sache construire commodement les courbes auxiliaires 
mm^... et m'ni^.... Ainsi, dans chaque probleme, . il sera avantageux de choisir les 
plans secants de maniere que les sections auxiliaires soient, s'il est possible, des 
droites ou des cercles, parce quede pareilles lignes se tracent facilement au moyen 
dedeux donnees. Par exemple, s'il s'agit de cylindres, on prendrales plans P, Pa,..«, 
paranoics aux generatrices des deux surfaces k la fois ; s*il est question de deux 
cdnes, on fera passer tons les plans secants par la droite qui reunit les deux som- 
mets. Quelquefois meme on emploie, pour couper les surfaces S et S\ non plus des 
plans, mais des surfaces courbes, telles que des spheres concentriques, qui peuvent 
foumir alors des cercles pour sections auxiliaires dans les deux surfaces proposees. 
( Vqyez n^ 333.) 

212. Quand on a construit les deux projections de Tintersection cherchee, cette 
courbe est certainement determinee; mais si elle est plane^ il faut en outre, pour 
manifester plus clairement sa forme, en executor le rabattement sur un des plans 
de projection. Lorsqu'une des deux surfaces proposees est dS^eloppcible, on doit 
aussi efTectuer le developpement de cette surface, et y construire la transformie 
(n^ 175) de Tintersection ; car cette nouvelle courbe est n^cessaire a connaitre dans 
les applications k la st^reotomie. Enfin, comme la determination des tangentes k 
une courbe est un moyen de dessiner avec plus de precision le cours de cette ligne, 
et que cette connaissance est d*ailleurs necessaire dans divers cas, il faudra s'exer- 
cer a cette recherche, tant pour Tintersection primitive que pour son rabattement 
etpoursa transformee; mais les tangentes a ces deux dernieres courbes se dedui- 
sant toujours facilement de la tangente k la premiere, nous nous bornerons a don- 
ner pour celle-ci une methode generale. 

213. D^signons les surfaces proposees par S et S', et soit AMB leur intersection 
dont il faut trouper la tangente {fig. 67 .) 

Puisque cette courbe est situeeen meme temps sur Jes deux surfaces, sa tangente 
IMT pour le point quelconque M, doit se trouver k la fois (n^ 95) dans le plan qui 
touche la surface S en M, etdans celui qui touche S' au meme point; done la tan-- 
gente^ sera r intersection des plans tangents aux deux surfaces. Par consequent, il 
suffira de construire ces deux plans par les m^thodes exposees pr^cedemment, et de 
cbercher la droite suivant laquelle ils se couperont : on pourra meme se bomer k 
trouver un seul point de cette intersection, puisque le point de contact M est dejk 
assigne par la question. 
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Lorsqu'une des surfaces proposees, par exemple S% sera un plan, ou bien quand 
on saura que la courbe AMB est plane, quoique les deux surfaces dont elle est I'in- 
tersection soient courbes, la rbgle precedente se reduira evidemment k chercher 
rjntersection du seul plan tangent de S avec le plan S^ ou avec le plan de AMB. 

214. Autre methode. Si Ton construit la normale MN de la surface S pourle 
point M, et la normale MN' de la surface S' pour le meme point, il est evident que 
la plan NMN' conduit par ces deux droites, se trouvera perpendiculaire a chacun 
des plans tangents, et par suite a leur intersection qui est MT. Ainsi, la tangente a 
rintersection de deux surfaces est une droite perpendiculaire auplan des deux normales 
k ces surfaces ; ce plan coincide d'ailleurs avec le plan normal [n^ 168) de la courbe 
AMB. II suffira done de construire ces deux normales et le plan qu'elles deter- 
minent; et puis, de lui mener une perpendiculaire par le point donne M. Cette me- 
tbode [*) est fort precieuse, i^ parce qu'il y a des surfaces oil la normale se deter- 
mine d*une manifere beaucoup plus simple que le plan tangent, et independamment 
decelui-ci (n^ 136) ; 2® parce qu'il se rencontre quelquefois des points singuliers, 
pour iesquels les deux plans tangents se trouvent perpendiculaires a un meme plan 
de projection; alors le precede du n^ 213 ne donne plus de r^sultat determine 
pour la tangente de la courbe projetee sur ce plan, tandis que la methode des deux 
normales pent encore s'appliquer par suite de certaines relations qui, alalimite, 
ne deviennent pas indeterminees. Nous en verrons des exemples dans plusieurs 
epures de Geometric (n^ 340 et 488) et dans la Coupe des pierres. 

215. Lorsque les surfaces en question sont placees de telle sorte qu'elles^e tow- 
chent le long de la ligne qui leur est commune, cette intersection particuliere prend 
le nom de Ugne de contact ^ et Tune des surfaces est dite circonscrite k 1' autre. On 
pourra toujours construire cette courbe par le precede general du n^ 210, mais on 
ne saura plus lui mener de tangente; car, d'apres Tbypotbbse actuelle, les deux 
plans tangents dont cette droite serait Tintersection se trouveront confondus Tun 
avec Fautre. La meme indetermination resulterait de la metbode des deux normales; 
car ces droites coincideront entre elles en m6me temps que les plans tangents, et 
le plan normal qu'elles devaient servir k fixer restera encore indetermin^. Ainsi, 
pour les lignes de contact de deux surfaces, la geometric ne fournit point de me- 
thode graphique propre a trouver leurs tangentes {**)f^ moins toutefois que la ligne 
de contact ne soit plane; car, dans ce cas, la combinaison de son plan avec le plan 
tangent commun aux deux surfaces, donnerait encore la tangente cherchee. 

216. Apres avoir expose ces notions generales sur les intersections de surfaces, 
nous aliens les eclaircir en resolvant divers problemes de ce genre, dans Iesquels 



(*) Elle est due k M. /. JBinet, qui en a fait lui-m^me des applications int^ressantes k diverses dpures 
de G6om^trie 6t de Coupe des pierres. 

(**) Cependant nou^ indiquerons, aa n^ 584, une methode propre a atteindrece but, mais trop compli- 
qu6e pour ^tre vraiment utile dans la pratique, et remarquable seulement sous le point de vue de ia theorio 
qu'elle servira a completer. 
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iioiis trdtivfef6ns d*alillfeUi^ roccasitfh d'expliquer encore quelqiies psitticiilarites 
remarquable^, tilled q\ih la recherche des branches infinies et celle des asytnptotes, 
iott tt6txs n6 pOUt'Hohd parler ttidntenant que d'une mani^r^ vague el oycUre. 
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CHAI^iTftE II. 

DES SECTIONS PLANES. 

PROBL^SME L Trower i^ t intersection d'un cylihdrig droit el d'un plan donnis; 
•1^ fe rabdUement de cette intersection et sa tangente ; 3^ fe de^etoppement du cyUndre^ 
ettd transformie de V intersection, avec sd tangente. 

217. [Fig. 58.) Nous avons d6jk dit (n*> 160) que par cylindre droit nous en- 
tendions un cylindre qui avait pour ba§e oii pour dlrectrice utie courbe plahe et 
perpendiculaire aux generatrices rectilignes de cettfe surface, ^aiis e^tiger que cette 
base fftt Un cercle; ainsi, tout eti adoptant ici cette dernifere forme pour eieifaple, 
nous raisonnerons d*une ihanifere ^6tierale et applicable \ toutfe autre c6tirbe. D'sill- 
leurs, comme dans chiaque problfeme il convient de choisir les plans de projection 
dans des directions propres k slmpllfler les operations graphiques, rious adopterbn^ 
le plan de la base ABDC pour plan horizontal et nous choisirons Ife plan Vertical 
perpendiculaire aii plan s^eant, lequel aura ainsi pour traces PQ et QR'. Quatlt au 
cylindre, il sera represents par la courbe ABDC qui en est le contour apparent sol^ 
leplan horizontal; et sur le plan vertical, le contour apparent sera forme par les 
deux droites GG' et YV qui sont evidemment les traces de deux plans tatigents 
perpendiculaires k ce plan de projection ( n^ 106). Nous supposerons de plus que 
le cylindre est termine aux deux plans horizontaux 6V et 6' V'. 

218. Cela pose, le plan PQR' coupera le cylindre vertical suivant une courbe 
qui, d'apr^s la situation actuelle des plans de projection, se trouvera evidemmetit 
projetee suivant ABDC sur le plan horizontal, et sur le plan vertical suivant la por- 
tion A'D' de la trace du plan secant. Ainsi, dans ce cas trfes-simple, les projections 
de rintersection sont connues immediatement, et il n'y a p^s lieil d'employfcr la 
mSthode generale exposee au n^ 210. 

219. Rabattement. Pour connaitre la veritable forme de rintersection, rabatlons 
leplan qui la contient autour de PQ, sur le plan horizontal; ou plutot, afin d'ob- 
tcnir un resultat dispos6 symetriquement, faisons tourner le plan PQR' autour de 
la droite (BC,B'), jusqu'k ce qu'il devienne parallele au plan horizontal. Par 
cette revolution, la trace verticale Q'R' deviendra Thorizontale jf'B', et un point 
quelconque de la courbe, par exemple (M,M'), decrira un arc de cercle />e/pc/i- 
diculairea Taxe de rotation; done cet arc sera projete verticalement sur un arc 
egal M'm' decrit du centre B', et horizontalement sur la droite indefinie MF pa- 
rallele a la ligne de terre. Alors, puisque le point M' s'est transporte en m\ si I'on 
projette ce dernier en m sur MF, on aura la position {m^m!) que prend, aprfes 
le rabattement, le point (M,M') de la courbe proposee. En operant de meme pour 
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d'autres points, tels que A, D, E, F,... (*), on verra qu'ils se rabattent en a, d, e, 
/,...; et en reunissant ces derniers par un trait coutinu, la ligne omBdCna repre- 
8entera Tintersection eherchee dans ses v^ritables dimensions. 

2S0. Cette intersection est ici une ellipse, puisqu'en la comparant avec le cer- 
de ABDG, on voit que pour les memes abscisses comptees sur la droite BC, les 
ordonnees perpendiculaires a cette ligne ont au^mente toutes dans le rapport con- 
stant de OA k B' A' ; or on sait qu'une pareille modification change un cercle en 
une pllipse. Q's^illeurj^, coinR)!^ il existait (]eu:( points M et N dff la courbe primitive, 
qui avaient Tun et {'autre J^' po)ir projection verticale, et que ces deux points se 
soxtt tra|[)spprte$ s)i]r fine cpr^e jr^r} pyidpiQip^ift perpendicujaire a Off, e| doQt le 
miljeu ^st sur pette drqite, il s'en§uit que la ligne aO d diyise p^ deux parties egale^ 
et k jungles droits ^nt $^rie dia corde$ paralleles dapa Is^ cpifrbp rstbatti^g; 4onc qOd 
e^t un ^xe 4^ Tellip^p, et pstr coi^sequent BOlG ^s|; le $ecQpd ax^. 

221. Gherchons maintenant la tangente de Tintersection ppqf Ufi point quel- 
conque (M, M'). D'apres la regie generale (n** 213) , cette droite devant etre situee 
a la fois dans le plan PQR' et dans le plan tangent du cylindre qui est le plan verti- 
cal MX, il en resulte immediatement qu'elle a ppur projectipn ^^ et lif'Q- ]5nsuite, 
si Ton yeut retrouver pette tangente sur le rabattepent de rintersecfipp, pp Q))9er- . 
vera que Ip pied (T, Q) de ce|te droite decpit, ponifup 4ious I'^vqus expliqm6 pour 
(M, M')^ un arc de cercle perppndipulaire a {a charpierp (^C, B'); de sorte que 
le pie4 4*^ ja tangente se transpqrte eq / , et p^isqifp le point 4^ coptacf e%\ yenu 
ei) 772, la tangente rabattue est done tm. Cette droite dpvrs^ ^ucAer exaptement la 
courbe ai?zB^. 

On pent encore observer que la tangente T]\fS 4^ Tiatersection pppii^jye glls^it 
rpncpntr^r \^ cbar^j^re en un point (S, P'), qui 4oit^ demeurer immobile peodant le 
mpuyement de fptation; ainsi, il fai:|4?? qu? h 4i*oitp tm, 4^ja detefjuifte^, i^illp 
passer par le point S. 

222. Developpement. Nous avonsvu (n® 161) que, quandon developpe un cy- 
lindre, la section droite qui est ici la base ABDC {Jig. 58), devient rectijigne sans 
changer de longueiir absolue , et que les aretes lui demeurent perpen4ici|l^ires. Si 
done, en supposant qu'on ouvre le cylindre le long de Tarete (D, W), on porte 
sur une droite indefinie, des longueurs (**) 

D^E^^DE, E^r = EF, F<r = FB, B?M'^ = BM,..., 

et que par les points D'', E'^F'",... on eleve des perpendiculaires egalesk la hau- 
teur W du cylindre, on obtiendra, pour le 4^vp{qppeipent d^ cette surface, le rec- 

(*) Quoiqu'on puisse prendre ici ces points d'une mani^re arbiiraire sur la bas^ ABDC, il est bon, pour 
I'op^ration ult^rieure du devehppement , de les choisir tous de mani^re qu'ils divisent la circonf6rence en 
parties ^les. 

(**) ObservoDS ici que, quand la courbe ABDC est quelconque, il faut, pour rectifier les arcsDE^EF,..., 
les mesurer en employant une ouverture de compas qui repr^nteune trte-petite corde sensiblement con- 
fondue avec Tarcpartiel qu'eile sous-tend; puis, reporter sur la droite indefinie D^D* le mdme nombre de 
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tangle D'^VV^D*. Maintenant, rapportons-y les points de rintersection; et k cet 
effet, rappelons-nous (n° 162) que les portions de generatrices du cylindre, com- 
prises depuis la base jusqu'a cette courbe, doivent conserver aprfes le developpe- 
ment leurs longueurs primitives. Par consequent, si nous portons sur les verticales 
du deyeloppement» des distances 

D'c?=VD', E''6 = KE', r(p=IF',..., 

et que nous reunissions par un trait continu les extremit^s de ces hauteurs, nous 
obtiendrons, pour la transformde de Tintersection, la courbe c^eyS/xac^^ 

223. DansTexemple actuel, oii la base du cylindre droit est un cercle, la trans- 
formeesera composee d'abord de deux parties 6videmment symetriques ad et ac?'; 
car les deux arcs ^gaux AM et AN, qui repondent k deux points de la section pro- 
let^s en M', foumiront sur le developpement, des abscisses et des ordonnees respec- 
tivement ^gales; savoir : 

A'^M'' = A"N^ et M> = N''v. 

En outre, chacune de ces parties, par exemple ac^, se trouvera aussi composee de 
deux portions Sa et 6^ egales, mais inversement placees par rapport k Thorizontale 
w6 : cela resulte de ce qu'a partir de S, les points (p et fx, e et X, proviennent des 
points du cylindre F et M', E' et L', qui se trouvent k des hauteurs respectivement 
egales au-dessus et au-dessous du point B\ D'ailleurs, la transformee totale n*est 
qu*une portion d'une courbe indefinie (*) qui, d*apres la relation existante entre ses 
coordonn^es, admetune infinite de branches successives identiques avec d'a&. On 
pent memo, par la geometric, faire naitre ces diverses branches, en imaginant que 
le plan sur lequel on effectue le developpement du cylindre, avait 6te roule sur ce 
corps un nombre de fois indefini, et en r^petant les constructions ant^rieures sur le 
prolongement de la droite D^'D". 



fois cette ouverture de compas. Mais, quand il s'agit d'un cercle, comme dans Texemple actuel, il est beau- 
coup plus commode et surtout plus exact de prendre imm6dialement la droite D'D* 6gale aux ^ du dia- 
m^tre AD, puis de diviser cette droite en autant de parties ^ales qu*en contient la circonf^rence. Gela 
suppose d'ailleurs que les points de division de la base du cylindre ont ^t^ choisis eux-m6mes k des dis- 
tances Egales, comme nous Pavons recommand^ dans la note du n^ 219. 

(*) Cette courbe est nnesinusoi'de; car, si Ton appelle x rabscissehorizontale et/Tordonn^ verticale du 
point y, compt^ k partir du point 6 comme origine, puis que Ton dteigne par x' = B'U', y = F'U', les 
coordonn^es du point analogue F' par rapport k Torigine B', il est Evident que Ton aura les relations 

y=/, ar' = 8inBF = 8inB''F* = sinar, y = ax', 

en d^ignant par a la tangente trigonom^trique de Tangle R'B'<f . Done, en ^liminant les variables auxiliaires 
^, y, il viendra pour Tdquation de la transformde rapport^e k Torigine 6, 

jr = aBmx; ou bien / = flRsingi 

en comptant, suivant I'usage analytique, les sinus dans le cercle dont le rayon est I'unit^, et d^signant par 
R le rayon du cylindre actuel. 
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224. Construisons maintenant la tangente de la transformee ^ ai pour un point 
quelconque /x. Nous savoos (n® 162» 3^) que cette droite est la position que pread» 
apres le deyeloppement du cylindre, la tangente (MT, M'Q) de la courbe priinitive, 
et que d'ailleurs Tangle de cette tangente avec I'arete du cylindre demeure invariable. 
II s'ensuit que le triangle rectangle forme par cette tangente, la verticale (M, M'H) 
et la sous^tangente MT, reste aussi invariable de forme, et ne fait que tourner autour 
de cette verticale pour s'appliquer sur le plan du developpement; 11 suffitdonc de 
reproduire ici ce triangle dans ses v^ritables dimensions. Or, comme on a dejk la 
hauteur /jlM'' = M'H, si Ton prend WV egale ^ la sous-tangente MT, Tbypotenuse 
T^^/x sera la direction de la tangente cherchde. 

On pourrait aussi employer un triangle rectangle, oppose par le sommet au pre- 
cedent, et quia pour cdtes la verticale (M, M'A') et I'horizontale (MS> A'B'). Ce 
triangle demeurant encore invariable de forme, il suffira de prendre /xu = M'A' et 
de tirer Thorizontale uSS" = MS; alors, en joignant les points S" et /x, on obtiendra 
une droite qui devra se trouver le prolongement de T''/x. 

225. II est important de remarquer qu'aux deux points (A, A')«et (D, D') de Tin- 
tersection du cylindre avec le plan PQR', la tangente a cette courbe se trouvait paral- 
\h\e k la trace PQ, puisque le plan tangent du cylindre en A ou en D est lui-meme 
parallMe k cette trace. II en resulte qu'en chacun de ces points, la tangente de la 
section fonnait un angle droit avec TarSte du cylindre; et comme cet angle doit 
demeurer invariable (n^ 162, 3^) dans le developpement de la surface, il faudra 
qu'aux points a, ^, ^ la transform^e coupe encore a angles droits les verticales 
A"a, D' *, D*<^. 

226. Observons enfin qu'au pointS de la tansformee il y aura une inflexion; c'est* 
a-dire que si Ton construisait, comme ci-dessus, la tangente en ce point, cette ligne 
traverserait la courbe, en laissant Tare 6a au-dessus d'elle, et Tare S& au-dessous. 
Neanmoins,ilnefaut pas la regarder comme unesecante; car, bien au contraire, elle a 
dans ce point singuUer un contact plus intime avec la courbe que celui d'une tangente 
ordinaire. En effet, d'apr^s la symetrie que nous avons prouv^ exister (n^ 223) 
entre les deux parties 6a et 6^, si nous menions par le point § une droite quelconque 
qui rencontrat Tare inferieur en /jl, cette meme ligne couperait necessairement Tare 
superieur dans un autre point f qui serait k la meme distance que /x par rapport a 
6; done en faisant tourner cette sicante autour du point 6, les deux points /x et 9 se 
rapprocheront simultanement de celui-ci» et lorsque fx viendra se confondre avec §, 
au meme instant 9 colncidera pareillement avec 6. D'ou Ton voit que la position 
limite de cette s^cante sera ddtermin^Cy non par la reunion de deux points de sec- 
tion, mais par celle de trois points de ce genre; et qu'ainsi cette tangente particu- 
Here ofTrira un contact du second ordre, d'aprfes lequel elle aura un Element commun 
avec Tare 6a, et aussi un dldment commun avec Tare 6^. D'ailleurs, ces deux arcs se 
trouveront ^videmment de cdt^s opposes par rapport a la tangente, k cause des mou- 
vements contraires que prennent simultanement les deux portions de la s^cante, 
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lorsqu'elle tourne autour du point €; done il y aura 1& line veritable inflexion (*). 

Pour 6viter la confusion des lignes, nous avons construit cette tangente singuliSre 

pour le point analogue 7, en prenant la sous-tangente Cfl'^egale a C9, et en joi- 

gnant les points 7 et 6". 

227. Le dds^eloppement d'un cylindre est unfe op6ratioii necefealre k employer 
dans certains arts. Si, par exemple, on voulait former en tolc oii en fer-blanc un 
tuyau cylindrique qui dAt se terminer k deiii plans, Tun perpendldilsiire, Tautre 
inclin6 sur sa longueur, il ftiudrait tracer, silr Une feiiille de riietdl ehcdh plane, la 
courbe e^ac^, puis dicouper cette feuille le long de cette fcoutbci eh feiileValht IS 
partie superieure; alors on serait certain qu'fen cburbant le restb de la feiiille de t61^ 
au moyen d'une enclume cylindrique, le bord sup^rieur presenterait lafortii^ d'uiie 
courbe ptane^ ayant rinclinaison voulue par la question. 

De meme si, apres avoir execute en bois ou en pierre un cylindre droit, oil vou- 
lait le terminer par un plan incline, 11 faudrait construire, siir un cdrtoti flexible, 
le developpement de ce cylindre avec la transform^e &a9 de la section dorit il s'agit, 
puis decouper ce carton le long de cette courbe, et le rouler ensuite sur le cylindre. 
Dans cet etat, le bord du carton aurait repris la forme qui convient k la section plane 
demandee, et Ton pourrait tracer celle-ci sur le solide, en suivant avec un crayon 
le bord de ce carton enroule; de sorte que Touvrier, connaissant ainsi leebiitour 
de U partie du solide qu'il doit enlever, pourrait achever Touvrage avec toute la 
precision desirable. Nous rencontrerons des applications frequented de ce procede 
dans la Coupe des pierres et dans la Cbarpente. 

228. AuTkE SOLUTION delUntersectiond'un cylindre droit pctrunptM {fig. 69} . 

II pent arriver que quelque circonstance de la question empeche de choisir le 
plan vertical de projection perpendiculaire au plah sj§cant; alors ce dernier aurait 
pour traces des droites quelconques PQ et QR', et le cylindre serait toujoursrepre- 
sente par sa base ABDC, et par les deux verticales tJU^ YV, qui form^nt soil con- 

{* ) Au lieu de ces considerations qui sont particull^res au cercle, mais qui nous ont paru trte-propres a 
faire sentir aux dl^ves le caract^re distinctif de rinllexioti, on peut demdntrer g^n^ralement que, dans tout 
cylindre coup^ par un plan oblique, ia transform^ de la section oEfHra u/ie injlexion au pbiiit situ^ sur la 
^enirairice pour laquelle le plan tangent du cylindre ae trouvera perpendicuuttre au plan s&cant. En 
effet (fig. 59 his)^ soit ir le plan qui coupe le cylindre suivant la courbe KLMNPQ; soit YMT un plan tMi- 
gent perpendiculaire A ft : il coupera ce dernier suivant une tangente YMNT qui sera ^vidomment la pro- 
jection orthogonale, sur le plan ir, dee deux ^^mtrioes infinimeht voiMnei TM ei ZN. Or on salt (n"" 42) 
que Tangle aigu ZNT est le minimum, et Tan^ obtus ZNV Is, maximum de teik^ lee angles ({ue Toblique 
ZN forme avec les diverses droites trac^ par son pied sur le plan n ; dopc^ on aura to^jo^l:8 

angle ZNT <ZNP et angle YMV>YML. 

Par cons^uent^ lorsqu'on ddveloppera le cylindre sur le ()lan tangent YMT suppose immobile, T^l^mentNP 
de la courbe ira prendre une position NP' 6i(U6e au-destous de la VSngehte MT, tandis que r^l^ment ML 
se transportera au-dessus, comme fitL'. Ainsi la t^urbe tcandfbrmte K't'MNP'Q' prddentera bien une in- 
flexion au point M, ou suivant r^l^ment MN. 

Gettie remarque interessante a et^ faite d'a{)ord par M. Th. Olivier; mais nous Tavons pr^nt^ ici sous 
une forme telle, que r^nonc^s'appliquera identiquement aux surfaces cbniques et k toutas lee surfaces d6- 
veloppables, comme nous le verrons au n"" 255. 
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tour apparent sur les pl^ns fixes. Dans ce cas, suivons la methode gin^rale du 
n"" 210, et coupons le cyliodre et le plan donne PQR' par divers plans horizontaux, 
tels que K'N'M'; oe deniier aura pour section dans le plan donne une horizontale 
(K'M', KM), et pour section dans le cylindre, une courbe projetee sur la base 
ABDC; par consAquent, les points M et N qui sont cotnmuns i ces deux sections 
auxiliaires sur le plan horizontal, 6tant projetes sur K'M', foumiront deux points , 
(M, M') et (N, N') de T intersection demandee. Les autres s'obtiendront d'une ma- 
ni^e toute acmWable, ^n meMnt k volenti des parallMes k la ligne de t^^^^^^ 

commeA'L', E'F,.... 

229. Mais il vaut insfux nterprdter autrement ces constructions, ^^.^ disant que 
I'on mfene k volonte des plans auxiUaires qui soient verticaux et PTiralleles a la trace 
PQ, comme MNK. Aiors ce plan vertical coupera le plan PQR' suivant Thorizontale 
(KM, K'M'), et le cylindre suivant deux generatrices projet^es sur XN' et YM^; done 
la rencontre de ces demiferes avec la ligne K'M' fournlra dei\x points (M, M') et 
(N, N') de rintersection demandee. Cette marche ofTrira Vavantage de pouvoir 
trouver directement certains points remarquables quMl iro.porte de construire, pref6- 
rablemeat a d'autres qui en seraient meme tr^s-voisip^^. 

I** Si Top applique cette methode Ji la recherciie des points situes sur les aretes 
(A. UU'), (D, W')^ qui forment le contour apparent du cylindre gur le plan verti- 
cal, on obtiendra 10S points A' et D'^ui s^parent lapariie visible de Tintersection 
cherchee, d'avec la partie invisible; et, dans ces points-Ik, la projection verticale 
A'B'D'C devra toucher \t^ deux droites UU' et W. En effet, la tangente de la courbe 
dans Tespacepour le p^oint (A, A') est necessairement situ^e dans le plan tangent 
du cylindre le long de Tarete (A, UU'); mais ce plan est ici perpendiculaire au plan 
vertical, et par consequent la tangente en question se trouve projetee sur sa trace 
UU', laquelle doit ainsi toucher la courbe A'B'D'C; car d'ailleurs nous avons de- 
montre (n** 102) qu'une courbe et sa tangente devaient se retrouver tangentes 
Tune k Tautre, quand on les projetait sur up m^me plan. 

2** Le point leplus haut ot le point k plus bas de la courbe, c'est-Ji-dire ceux ow 
la tangente sera horizont€ile, s'obtiendront en cherchant les aretes B et C, pour le&- 
quelles le plan tangent du cylindre se tronve parallele a la trace PQ. En effet, si, 
apr^s avoir conduit dans cette direction la tangente BI de la base ABDC, et avoir 
coi^truit GqiQme oi-^dessus le point (B* B') de la section, on veut trouver la tan- 
gente relative k ce point, il faudra (n^ 213) chercher Fintersection du plan PQR' 
avec le plan vertical BIT qui tauche le cylindre en (B, B'); or ces .deux plans ayant 
leurs traces paralleles, ils se couperont necesss^irement suivant une horizontale I'B' 
qui sera la tangente au point B'. Cette droite devient ainsi une limite de la courbe; 
et Fautre limite sera la tangente au point (G» C), qui se trouvera pareillement 
horizontale. 

2S0. La tangente en un point quelconque (M, M') sera donnee par Tintersection 
du plan PQ91' avec le plan tangent du cylindre le long de Tarete verticale M; or ce 
demter a pour trace la droite MT qui rencontre PQ au point T; de sorte que, sans 

1 3. 
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chercher la seconde trace de ce plan tangent, on est certain que T est la trace hori- 
zontale de la tangente demandee. Des lors, en projetant ce point sur la ligne de 
terre, et le joignant avec le point de contact, on obtiendra TM et T'M' pour les pro- ^ 
jections de la tangente. 

231 . Le rabattement de la courbe pourrait s'effectuer en faisant tourner le plan ; 
PQR' autour de sa trace PQ, pour Tabattre sur le plan horizontal; et comme, dans '- 
ce mouveraent de revolution, le point quelconque (M, M') ne sortirait pas du plan 
ve^-tical PM perpendiculaire a la charniere PQ, il suffirait de chercher (n° 17) la 
distance"" ^" poi^t P au point (M, M'), puis de porter cette distance sur PM pro- 
longee, pon'obtenir la position du poinl (M, M') en rabattement. Les autres points 
se determineraifc^.^td'une maniere semblable. 

Mais il vaut mieiix rabattre le plan PQR' sur le plan vertical, autour de sa trace 
QR', parce que chaque horizontale telle que {KM, K'M') conservera sa grandeur 
absolue qui est fi^iVI, et deviendra parallele a la position que prendra la trace PQ 
apres ce rabattement. Pour trouver cette position, j'imagine que la.droite (BC, B'C) 
soit prolongeejusqu'aux points S et R' oil elle rencontre les deux traces du plan 
PQR'; et j'observe que cette droite, dont la vraie grandeur est le rabattement R'S% 
fait partie d'un triangle rectangle .dont les deux autres cotes sont QS et QR^ Si done, 
avec ces trois cdtes^ on construit le triangle QR'5, la base (^$p sera le rabattement de 
la trace QSP : alors, en tirant des parall^les k cette ligne Q^ et en prenant les 
distances 

rft = ID, Z'a = ZA, Z7=ZL, K'n = KN, K'm = KM...., 

on obtiendra une s^rie de points qui, r^unis par un trait continu, fourniront la 
courbe hlmedcfab pour la vraie grandeur A^ Tintersection du cylindre par le plan PQR'. 

Quant au rabattement de la tangente (MT, M'T'), il sufTira evidemment de pren- 
dre la distance Qr egale a QT, et dejoindre le point t avec m par la droite tm^ laquelle 
devra se trouver tangente a la courbe bmd. 

232. Le d^ehppement Ae la surface s'effectuera, comme au n^222, en portant 
sur une droite indefinie des longueurs egales aux arcs de la base ABDC, rectifies au 
moyen de trfes-petites cordes, savoir {fig. Sg A) : 

B'L'' = BL, L'M'' = LM, M"E" = ME, WH" = ED,...; 

ensuite, par les points de division, on ^levera des ordonn^es Egales aux portions 
correspondantes des generatrices, savoir : 

B"e = GB', L^X=HL', M> = YM', \i''i = \Yi',..., 

et la courbe Skiu^^aS" sera la transformde de la section du cylindre. 

La tangente de cette transformee au point fx est ce que devient la tangente pn- 
mitive (MT, M'T')J or celle-ci etant Thypot^nuse d'un tpfengle rectangle qui a 
pour base MT et pour hauteur YM', et dont les angles demeurent imariahles (n^* 162), 
il n'y aura qu'a prendre la sous-tangente M"T" = MT, et tirer la droite T'>. Cette 
ligne devra toucher la transformee en jx, point qui est ici assez prfes de Vinfie^ion; 
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oar cette circonstance arrive en e, attendu que le point (E, E') est evidemment celui 
oil le plan tangent d\x cylindre serait perperuiiculaire au plan sdcant, ce qui est la 
condition essentielle pour Tinflexion^ ainsi que nous I'avons demontre dans la 
note du n° 226. 

PROBLEME II. Trouper les points de section d^unplan quekonque PQR' a^ec une 
courbe dont les projections sont ABCDEF et A'B'C'D'E'F. 

233. Ce probleme rentre tout a fait dans le precedent; car, si Ton imagine le 
cylindre vertical qui projette la courbe donn^e suivant ABCDEF {fig. 62), et que 
Ton construise, comme au n^228, la projection verticale A*'B"C"D"E" de I'inter- 
section de ce cylindre avec le plan PQR\ il est clair que les points cherch^s devront 
se trouver sur cette intersection r et comme ils sont aussi sur la courbe donnee/il 
n'y aura qu'a examiner si ces deux courbes se rencontrent quelque part sur le plan 
vertical. Ici elles out trois points communs, L% M'» N^ que Ton projettera sur le 
plan horizontal en L» M, N, et ce sont Ik aussi les points oil le plan PQR' coupe la 
courbe proposee. II est vrai qu'il existe un quatrifeme point de rencontre entre les pro- 
jections verticales; mais on reconnait aisement que ce point n'est pas commun aux 
deux courbes, parce qu'il tombe, pour Tune sur Tare CD, et pour I'autre sur Tare DE. 

Nous avons ponctue les arcs de la courbe qui sont au-dessous du plan, parce que 
nous regardons celui-ci comme existant reellement, afin de faire mieux ressortir la 
situation des diverses parties de la ligne a double courbure : mais il n'en est pas de 
meme dans I'epure 69, oil le plan secant se trouve combine avec une surface, et oil 
nous avons du, suivant la convention generate 6tablie au n^ 108, regarder ce plan 
comme enleve, apr^s avoir coup6 le cylindre. 

254. Dans le probleme pr^c^dent et dans des questions analogues, on donne 
quelquefois a la courbe auxiliaire A"B"D". . . le nom de courbe de recherche ou 
courbe d'erreur^ parce que les constructions que nous avons employees peuvent 6tre 
presentees sous le point de vue suivant. Si le point inconnu, oil la courbe propo- 
see perce le plan PQR\ ^tait projet^ en B, que je prends au hasard sur la projection 
horizontale ABCD • . . , il faudrait qu'en menant par ce point, consider^ comme ap« 
partenant au plan, une parallele (BE, K'B"') a la trace PQ, cette droite allat passer 
par le point (B, B') de la courbe; or cette parallele me fournit B"au lieu de B' 
pour projection verticale du point B; par consequent, Thypoth^se d'oii je suis 
parti est une erreur. En repetant un essai semblable sur le point C, je trouve une 
autre erreur en sens oppose, puisque j'obtiens une projection verticale G' situee 
plus haut que C' : d'oii je conclus que le veritable point cherch^ est entre B et C, 
et qu'en reit^rant de pareils essais pour des positions interm^diaires, je finirais par 
tomber sur le point de section (M, M'). Mais, au lieu de chercher k obtenir imme- 
diatement ce point precis par des tatonnements multiplies, il est plus commode de 
construire un certain nombre de points quelconques de la courbe d' erreur; puis, 
de les reunir par un trait continu dont la rencontre avec la courbe proposee four- 
nira le point demande (M, M"). 

PROBLEME III. itoM donnd un cylindre oblique h base quelconque, trawler i^les 
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projections de la section droite de ce cylindre; a^. le rabattement de cette section; 
3^ le diveloppement de la surface et la transformee de la courbe qui setvait de Imse ; 
avec les tangentes a ces diverses courbes. 

235. Soil ABO) {Jig. 60) la directrice du cylindre que flous e^upposons plane, 
et dont Dous adoptons le plan pour plan horizontal de projection; soit d^ailleurs 
(EE'\ E'E"") la direction des generatrices. Alors, en menant k la base les tangentes 
BB"" et DD'' paralleles k EE'', ce seront les traces de deux plans tangents verticaux, 
et, par consequent* ces droites formeront le contour apparent du cylindre snr 1^ 
plan horizontal (n^ 106); tandis que les tangentes EE' et FF% perpendiculaires k 
la ligne de terre, £6urnironU pour le contour apparent sur le plan Tertieal, les 
g^ni§ratrices E'E'^et F'F"^, qui ne sont autre chose que les traces de deux plans 
tangents perpendiculaires au plan vertical. Nous supposons d'ailleurs que le cy- 
lindre est termine, et/erm^ par deux plans horizontaux E'P et E*'F', ce qui rendra 
invisibles sur le plan horizontal les aretes CC\ FF'% . . . , et manifestera d'une ma- 
niere plus sensible la situation de ces aretes inf^rieures. Pour mieux accuser aussi 
la forme de la surface, nous regarderons toutes les aretes que nous aurons besom 
d'employer, non comme des lignes auxiliaires, mais comme des gdniratrices q«i^ 
marquees en traits plains ou ponctues^ feront discerner les parties sup^rieures ou 
anterieures d'avec les parties opposSes de la surface. 

236. Cela pose, puisque la section droite ou section orthogonale d'un cylindre 
est la courbe tracee sur cette surface par un plan perpendiculaire aux generatrices, 
et que d'ailleurs toutes les sections paralleles faites dans un cylindre sont identi-^ 
ques, menons, par un point quelconque Q de la ligne de terre, les traces PQ et QR'^ 
respectivement perpendiculaires aux projections des generatrices, et cherchons 
rintersection de la surface avec le plan PQR'. Pour obtenir cette intersection, nous 
couperons les deux surfaces par divers plans auxiliaires qui soient tons verticaux 
et pamlUles aux arites du cylindre, parce qu^ainsi nous n'aurons k combiner que 
des sections rectiUgnes; d'ailleurs, afin de simplifier Toperation ulterieure du dSi^e- 
loppementf il sera bon de conduire ces plans par des points de la base, qui soient 
deux a deux sur des cordes GM, EL, . . . paralleles k la trace PQ. Toutes ces di^po* 
sitiona etant admises, nous pouvons operer de deux mani^res. 

237. Prmiiere methode. Soient GKi et IF les traces d'un plan secant vertical : 
elles reneontrent celles du plan PQR' aux points E et F; par consequent, Tinter- 
sectiou de ces deux plans est la droite (GI, FE') ; mais, comme il importe de deter- 
miner cette ligne avec une grande exactitude, atteudu que pour les autres plans 
auxiliaires il nous sufQra evidemment de mener des parallbles k FK', nous allons 
construire un troisifeme point de cette droite. Cherchons, par exemple, celui qui 
est projete en S; et pouic cela, imaginons par ce point une hdrizoiitale parall^le k la 
trace PQ. Cette parall^le, qui sera necessairement contenue dans le plan PQR', aura 
pour projection horizontale SR, et elle ira percer le pkm vertical en R% sur la trace 
donnee Q'R'; done R'S', parallfele a la ligne de terre, sera sa projection verticale ; 
et si Ton y rapporte le point S en S% ce dernier devra appartenix a la droite FE'S'. 



D'ailleurs le mebie plan auxiliaire GKI a du couper le cylindre snivant deux 
•aretes dont les pieds sont en 6 et H, et qui^ par suite, sont projetees verticalement 
sur G'0*'et H'H"'; par consequent, la rencontre de ces deux droites avec la section 
K'S' foufnira deux points g^ et A' de la projection verticale de la courbe demandee. 
Ensuitfe, on les projettera sur GHK en g et A, qui seront deux points de la projec- 
tion faorizontale de la meme courbe. 

Maintenanti oonsiderons un autre plan secant MNY. II foupe le plan PQR' sui- 
vant une droite dont la trace est (V, V); et sans chercher d'autres points, nous 
sommes certains que cette section est V'm' parallele a K'S'; puis, comme ce plan 
MNV coupe aussi le cylindre suivant les deux arfites M'M' et N'N" qui rencontrent 
la droite Y'm' en m' et n\ ce sont la deux nouveaux points de la courbe cher- 
chee, qu'il restera ensuite k projeter horizontalement sur MY en m et n. Le meme 
proeede, applique a d'autres plans secants, fournira ainsi les deux projections 
ambncd et drriVrt! d d' de la section orthogonale du cylindre. 

238. Deuxieme methode^ (^^8- ^^O Soit ACY un plan vertical parallfele aitx 
aretes du cylindre : il coupe cette surface suivant deux generatrices partant des 
points A et C, et le plan PQR' suivant une droite qui part du point Y et se trouve 
perpendiculaire a ces generatrices. Done, si Ton rabat ce plan secant autour de 
AY, en portant la hauteur YZ* de Y en Z'', la droite kZ" et sa parallele €(/' seront 
les positions nouvell^ des genisratrices; tandis que la perjiendiculaire \e"a'% abais- 
see sur ces lignes, fera connaitre les rabattements a" eft d' de deux points de la 
courbe cherchee. Ensuite, pour un autre plan secant MNY, il suftira de mener Mm" 
et Nn'' parallelement k AZ"; et la droite Ym" parallele a Ya'\ fournira encore les 
rabattements m" et n" de deux nouveaux points de la section droite du cylindre. 
D'ailleurs, il deviendra superflu de tracer les projections de cette courbe, attendu 
que les rabattements ainsi obtenus sufSront, comme on va le voir, pour con^ruire 
la vntie grandeur de cette courbe, et po>ur effectuer le dS^eloppernent du cylindre, 
oe qui est le but principal du problfeme actuel ("). 

Neanmoins, si Ton veut deduire de la les^ projections de la section droite, il n'y a 
qu'Ji rapporter les points a", d\ m!\ n'\ ... jen a, c, m, n, . . . par des perpendicu- 
laires a la charniere AY; puis, projeter ces demiers points en a% d^ mf, n\... sur 
les projections verticales des generatrices correspondantes. 

239. II est des points remarquables qu41 fau^t construire preferablement a d'au- 
tres qui en seraient m^me tr^s-voisins, et Ton fera bien de commencer par Ik I'exe- 
cution de Tepure. 

i'' Si Ton applique Tune des deux methodes precedentes aux aretes BB'' et DD"" 
{Jig. 6o) qui ferment le contour apparent sur L^ plan horizontal, on trouvera les 



(*) Cette m^thode ing^niease, qui est due a M. Th, Olivier^ reTient k choisir le plan vertical de projec- 
tion parallele aux aretes du cylindre, et elle ofTre des avantages qui deviendront sensibles dans les op^ra* 
tions des n**241 et243. Cependant, sMl 8*agissait d'oblenirTintert section d'un cylindre oblique parun plan 
qielconque neti perpendiculaire aux g^nc^ratrices, il vaudrait mieux! suivre la premiere m6thode; G*esfc nt»u- 
quoi nous Favons eonaerv^ ici^ afin de montrer conunent oa devra/.t agir dans un pareil oas. 
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points (ft, V) et (rf, rf'), dans lesquels la courbe devra toucher\%% aretes en ques- 
tion, mais seulement en projection horizontale. En effet, quoique dans I'espace la. 
tangente de cette courbe et Tarete du cylindre soient trfes-distinctes Tune de Tautre, 
puisqu*ici elles sont perpendiculaires, neanmoins ces droites se trouvant situees 
toutes deux dans le plan tangent qui est 6videmment vertical pour le point (ft, ft'), 
il s'ensuit qu'elles doivent coincider en projection horizontale ; done la tangente se 
trouve ici projet^e sur BB'', et par consequent (n^ 102) cette ligne doit toucher la 
projection horizontale de la courbe. 

Observons d'ailleurs que les points b ei d etant situes sur le contour apparent de 
la surface relativement au plan horizontal, ils formeront les limites qui separent 
la branche visible bad de la branche invisible bed, pour Tobservateur qui consi- 
dere cette projection. 

2^ En appliquant aussi le proced^ g^n^ral a la recherche des points situes sur les 
argtes E'E* et F'P', qui ferment le contour apparent sur le plan vertical, on 
obtiendra les points (e, ^) et (/,/'), dans lesquels fa /?/xj/cc/ibn verticcUede la courbe 
sera touchde par ces droites. Ce contact resulte encore de ce que la tangente de 
la courbe dans I'espace et I'arete du cylindre sont toutes deux dans un plan tangent 
qui se trouve ici perpendiculaire au plan vertical; et par consequent la projection 
verticale de la tangente coincide avec celle de I'arete du cylindre. D'ailleurs, les 
points e' et/' seront ici les limites qui separent la branche visible ef a'm'J' de la 
branche invisible e! d*h!f\ pour I'observateur qui consid^re la projection ver- 
ticale. 

3^ Pour obtenir le point leplm hautet le ^oint le plus bos de la courbe, c'est- 
k-dire ceux oil sa tangente est horizontale, il faut chercher d'abord sur la base 
ABCD, quelle que soit sa forme, les points A et G oil fa tangente sera paraUele a la 
trace horizontale PQ du plan qui coupe le cylindre : alors, si Ton construit par le 
precede general le point (a, a') de I'intersection qui sera situe sur I'arete AA'', je 
dis que la tangente en ce point se trouvera horizontale. En efTet, cette tangente doit 
6tre (n^ 213) I'intersection duplan PQR' avec le plan tangent le long de I'arete A A"": 
mais, par hypoth^se, la trace horizontale A6 de ce dernier plan est parallele a PQ; 
done ces deux plans ne peuvent se couper que suivant une droite parallele a PQ, 
c'est-a-dire horizontale. II en serait de mdme pour I'arete CC*', qui fournira un 
point (c, cf) oil la tangente de I'intersection sera encore horizontale. Ces deux points 
sent tres-utiles k determiner, pour tracer la courbe avec facilite et exactitude, sur 
les plans de projection. 

240. Maintenant, construisons la tangente de I'intersection pour un point quel- 
conque {m, m'). Ce point se trouve sur I'arete mM; et le plan tangent du cylindre 
le long de cette g^neratrice ayant pour trace horizontale la tangente MT de la base, 
si Ton prolonge cette droite jusqu'a ce qu'elle coupe PQ en T, ce sera Ik un point de 
Tintersection du plan tangent avec le plan de la courbe, intersection qui n'est autre 
chose que la tangente cherch^e {n? 213). Done, en joignant le point de contact 
(m« nf) qui est dejk connu, avec le point T qui se projette verticalement en T' sur 
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la ligoe de terre^ on obtiendra Tm et Tm' pour les projections de la tangcnte 
demandee. 

241. Rahattement. Pour obteuir I'intersection dans sa veritable forme» rabattons 
le plan PQR' sur le plan horizontal, en faisant tourner le premier autour de sa 
trace PQ; puis, cherchons ce que devient alors le point quelconque {m^m') de la 
courbe. Ce point ne sortira pas du plan vertical mY perpendiculaire k la char- 
nifere; et comme sa plus courte distance a cette droite est evidemment la ligne 
(mV, m'V), il n'y a qu*k evaluer, par le procede general du u? 17, la veritable 
longueur de cette ligne» puis la porter de V en jx, et ce dernier point sera le rahatte- 
ment de {m,m'). Mais observons ici que, si Ton a employe la m^thode du n^ 258, 
on connaitra immediatement la vraie longueur cherchee, car elle est evidemment 
Vm" ; de sorte qu'en d^crivant avec cette droite pour rayon un arc de cercle, il ira 
couper la ligne YM au point demande /x. De meme, les arcs de cercle decrits avec 
les rayons Ya" et-Yc" fourniront les points a et y; et par des operations sem- 
blables, on obtiendra la courbe aXfxSvfyc^ pour le rahattement de la section droite 
du cylindre. 

242. La tangente {mT, m'T) de la courbe primitive ayant son pied T situe sur 
la charnifere PQ, ce point restera immobile pendant le mouvement de rotation ; et 
comme le point de contact {m, m') s'est transporte en /x, il s'ensuit que T/x est le 
rahattement de la tangente, ligne qui devra toucher exactement la courbe oXfxS... 
au point /x. 

243. Developpement. Nous avons demontr^ (n^ 166) que, parmi toutes les 
courbes z'&E/ie^ tracees sur un cylindre quelconque, hi section orthogonale etait la 
seule qui devint une ligne droite aprfes le developpement de la surface. Par conse- 
quent il ne sufiisait pas ici de connaitre la base ABCD du cylindre, pour etre en 
etat de le d^velopper; mais il fallait necessairement chercher la section droite 
(abcdf aiy dd'\ et meme construire le rahattement a&^d de cette courbe, afin de 
pouvoir mesurer chacun des arcs aX, X/x,..., et de porter leurs longueurs rectifieeSy 
k la suite les unes des autres, sur une meme droite [*). Ainsi, en supposant qu'on 
ouvre le cylindre le long de Tarete AA" {fig. 6o et 6i), on prendra sur une droite 
indefinie o^les distances 

aaXs = aX» XsjXs = X/x, /X2 6a = /x6, 63Va=:Sv,...; 

puis, par tous les points de division, on ^l^vera des perpendiculaires indefinies sur 
la droite o^, etce serontla (n^ 161) les positions des generatrices apres le deve- 
loppement. Ensuite, pour obtenir la courbe suivant laquelle se transforme, par cette 
operation, la base inferieure ABCD, il faudra porter sur ces perpendiculaires, les 
longueurs des diverses portions de generatrices comprises entre cette base et la 

(*) Nous avons d^j&dii que, pour recUBer un arc tel que oX, il faut employer une ouverture de compas 
qnisoit contenue un certain nombre de fois sur cefc arc, mais aseez petite pour que la corde qu'elle repr^ 
sente se confonde sensiblement avec Tare partiel que sous-tendrait cette corde. 

GdomStrie Leroy. 1 4 
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section droite^ lesquelles out pour projections 

(Aa, A' a'), (U, L'/'), (Mm, M'm'),..., 
et qui peuvent 6tre evaluees par le proce(16 general du n^ 47. Mais ici encore la 
methode du n°238 ofTrira un avantage sensible; car elle fournira imm^diateinent 
pour ces longueurs les droites rabattues suivant 

k(f^ L/% Mm",..., 
que Ton transportera sur Ic d^veloppement en 

et lacourbe A2L2MaB2C,D2A, qui passera par les extr^mit^s de ces droites, l»era 
la transformie de la base ALMBCDA. 

La transformee de la base superieure s'obtiendrait g6n^ralement en portant, sur 
les perpendiculaires a o^y et au-dessus de cette ligne, des distances 4gales aux 
portions de generatrices qui seraient comprises entre la section droite et la courbe 
A'T'^M'^B",...; mais ici oil les deux bases sont paralleles, les longueurs des g6n6- 
ratrices totales sont constantes; de sorte qu'il suffira d*6Yaluer'la grandeur d'une 
seule arete (AA% A'A"), laquelle est donnee par le rabattement AA, \jfig* 6o), 
puis de porter cette grandeur constante sur les diverses perpendiculaires k xyy k 
partir des points As* L^, M,,.... On obtiendra ainsi, pour transforflfi^ de la base 
sup6rieure, une courbe A4 L4M4C4 A, identique avec AaLsMaC, A,. 

244. Observons ici que quand la base ABCD du cylindre sera un cercle, comme 
dans notre 6pure, ou meme une ellipse dont un des axes BD se itonv^r^perpendicu^ 
laire aux generatrices^ la section droite sera une ellipse dont les axes seroat (bd, h'd!) 
et [acy dd). En efTet, le plan qui serait men^ par ies deux aretes BB'' et DD" ayant 
alors, par hypothec, sa trace horizoBtale BD parallfeie k PQ, il devra couper le 
plan PQR' suivant une corde {hd^ h' d) parall^ie it PQ; par £onsj§queni cette cond« 
sera perpendiculaire sur les tangentes de la courba aux points (6, b) et (<i, d)^ 
puisque ces tangentes sont dans les plans verticaux BB'" et \MV\ Ainsi, la corde 
horizontale {jbd^ hfd) est n^eessairement un diam^reprinc^kdy ou un axe'de I'ellipse 
dans Tespaee, et le second axe, qui est perpendiculaire au premier, est {ac, dd)^ 
Mais il faut observer que ces deux droites, en se projetant sur le pkn vertical, ne 
restent pas perpendiculaires, et deviennent seuleinent diamitnss conj'ugues de 
a'6Vti?', tandis qu'elles continuent d'etre, en projection horizontale, les axes de la 
courbe ahcd. 

D'apres cette remarque, et si Ton a eu soin de prendre les points G et M, E et 
L, . . . deux k deux sur des droites parallfeles k PQ, la section ortfaogjonale rabattne mi- 
vant oSye^ se trouvera divisee par (es gen^rata*ices en arcs egaux et symeiriquemeiit 
places quatre k quatre ; de sorte que, pour rectifier c^tte coarbe, il suffira de metni* 
rer seulement les trois arcs ok, Xfx et juiS, puis de porter ees longueurs sur a;^)^ quatre 
fois de suite, mais en renversant Tordre de ces arcs k cfaaque s^riie. Les longueuro 
des portions de generatrices oflriront aussi des relations analogues, qui permettront 
de n'empioyer que la premiere moiti^ de ces droites. 

245. {Fig. 60 et6i . ) Pour obtenir la tangente deia transformee, qui n'oaCttutri 



choge que ce qae devient U tangente primitive TM de H base do cylindre, ftprfes le 
deveioppement de cette surface, il faut se rappeler (n^ 162) quey dans cette opera- 
tion, te triangle projet^ i^ur M/tiT reste iwaHable de forme. Or ce triangle est rec- 
tangle an point {m, n^); Vnn des cfrtes projete sur Mm est dejk rapporte sur le 
deveioppement en (12^^21 le second eoteT/n a pour longueur veritable Tjul qui est 
son rabattement t done, si Ton prend sur spy la distance /XjTa = julT, et que Von 
m^ne rhypot^nuse T<^M^, cette droitesera la tangeote de la transfbrmee au point M3. 

Puisque, d'aprbs ce que nous venons de dir'^ pocur tin point quelconqne, ('angle 
TsMa/Xa forme par tfne tangente et par )'ar6te eorrespondante demeure le meme 
avant et apres le deveioppement, il s'ensuit qu'aux points Aj, Gi, A»^ la transform^e 
devra couper les generatrices A angks droits; car, sur le cylindre primitif, la tan-^ 
gente aux points A et C de la bade etait evidemment perpendiculaire sUr la genera- 
trice eorrespondante. 

Vinflewion aura lieu, dans la transformed, aux points B^ et D^} car aux points 
correspondants B et D sur le cylindre primitif, le plan tangent se trouvait evidem- 
ment perpendiculaire sur le plan secant PQR', oe qui est la eonditien earacteri^- 
tiqoe, comme nous Tavons vu dans la note du n^ 226* 

PROBLEME ly* itdnt donnes un cdne droit et unplan^ tromer^ t^ ks projections 
de leur intersection ; :2^ le rabattement de cette courbe ; 3^ le deveioppement du cdne et 
la transformee de V intersection^ ainsi que les tangentes a ces dwerses courbes^ 

246. {Fig. 63.) Un cone droit etant une surface de revolution engendree par 
une droite qui rencontre Taxe, toute section perpendiculaire a cette derniere ligne 
sera un cercle ACBD, que nous regarderons comme la directrice ou la base du conct 
et dont nous adopteron^ le plan pour plan horizontal de projection. Le sommet etant 
projete en (S, S'), le contour apparent du cdne sur le plan vertical sera forme 
(n** 106) par les deux generatrices S'A', S'B', qui repondent aux plans tangents 
AA'S, BB'S', perpendiculaires au plan vertical; et si d'ailleurs on admet, pour sim- 
plifier un peu les operations graphiques, que cetui-ci a ete choisi perpendiculaire 
au plan secant, ce dernier aura pour traces des lignes telles que PQ ef QR'. 

247. Cela pose, coupons le plan PQK' et le cone par des plans auxiJiaires qui 
passent tons par te sommet (S, S^), et qui soient en outre paralteles a la irojce hon^ 
zontale du plan PQR'. D'aprfes le choix de nos donnees, chacun de ces plans auxi- 
liaires aura pour traces une droite ST' menee par le point S' dans une direction 
arbitraire, et tine droite FKF perpeivdiculaire a la ligne de terre. Comme cette 
derniere traoe reiteontre la ba6e ACSD du e6ne en deux points F et K, j'en con** 

Iclus que les generatrices SF et SK sent les sections de la surface par le plan auxi- 
Uaire S'F'F) mais eelui*ci coupe le plan PQR' suivant nne droite evidemment per- 
pendiculaire au plan yerttcal, et projetee en (MS XNM) ; dene la rencontre de cette 
droite avec les deuii generatrices fournira, sur le plan horizontal, deux points M 
et Nde la courbe demandee, lesquels seront d'ailleurs projetes verticalement en W. 
En repetant ces eon^trtictions pour d'autres plans auxiliaires, on obtiendra des 
points de Tifiters^tionf aussi multiplies qu'en le voudra; mais^ poiir Toperation 

14. 
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ult^rieure du developpement, il sera utile de faire passer les traces horizontales 
des plans auxiliaires par des points A» E, F, C,... qui divisent le cercle en arcs 
egaux. Parmi ces plans, se trouveront les plans tangents AA'S' et BB'S^ dont cha- 
cun fournira un point unique (G, G') ou (H, H') ; ce seront la deux sommets de Tin- 
tersection, car on voit aisement que la droite (GH, G'H') divise en deux parties 
egales eta angles droits toutes les cordes paralleles k MN; de sorte que cette droite 
est un aoie de la section conique. Cette courbe^ qui, dans Texemple actuel, est une 
ellipse, a pour projections GLMHN et G'H'. 

248. {Fig. 63.) La methode pr^cedente ne pourra pas servir k trouver les points 
de rintersection, situ^s sur les deux aretes SC et SD qui se projettent verticalement 
suivant I'axe du cone; parce qu'ici les sections auxiliaires faites dans cette surface 
et dans le plan PQR' se confondraient toutes sur le plan horizontal avec la droite 
CSD. Mais si nous menons par le point \ un plan sdcant horizontal^ il coupera le 
c6ne suivant un cercle du rayon F V = SV, et le plan donne suivant une droite 
(r, CD); par consequent, la rencontre de cette ligne avec le cercle du rayon SV sur 
le plan horizontal fournira les deux points demand^s I et J. 

Ge second precede aurait pu aussi etre employe pour trouver les autres points de 
I'intersection du cone avec le plan PQR': et d*ailleurs, il pent servir a verifier la 
position des points pour lesquels, dans la premifere methodte, la rencontre des aretes 
et des droites se fait sous un angle trop aigu. 

249. La tangente en un point quelconque (M, M') de la courbe sera donnee 
(n^ 215) par I'intersection du plan PQR^ avec le plan tangent au cone le long de 
TarSte SMF. Or ce dernier a pour trace horizontale la tangente FT de la base ACBD ; 
ainsi le point T oil se coupent les droites FT et PQ est un point de la tangente cher- 
chee, etmeme ce point en est la trace horizontale; done, enfin, cette tangente est 
la droite (TM, QM'). 

250. Rabattement. Faisons tourner le plan PQR' autour de sa trace QRS pour 
le rabattre sur le plan vertical. Dans ce mouvement, la droite (MNX, M'), evidem- 
ment perpendiculaire k la charniere, demeurera a angle droit sur cet axe de rota- 
tion, et prendra la position Wm\ done, en portant sur cette derniere ligne les 
distances 

M'm = XM, M'n=XN, 

on obtiendra les points m et n pour les rabattements de (M, AF) et (N, N^). Tons 
les autres points se trouveront semblablement , et la vraie grandeur de la section 
sera glmihn. 

Par suite des mSmes considerations, on verra aisement que le pied T de la tan- 
gente TM se transporte k une distance Q r = QT sur une perpendiculaire k la char- 
niere QR'; ainsi, en joignant les points t et m, on aura la droite tm qui devra 
toucher en m la courbe rabattue glmh. 

251. Ddveloppement. {Fig. 63.) Nous savons (n® 170) qu'une surface conique 
quelconque est developpable, et que, dans cette transformation, les generatrices ou 
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des portions quelconques de ces droites ne changent pas de longueur. Done, puis- 
qu'ici, oil le c6ne est droit, les aretes comprises depuis le sommet jusqu'a la base 
sont toutes ^gales, il est Evident que les extremites de ces droites se trouveront 
situees, aprfes le d^veloppement, sur une circonftrence de cercle qui aura pour 
centre le sommet du cone, et un rayon 6gal a S'A'. Ainsi, choisissons sur le plan 
oil Ton veut executer le developpement, un point arbitraire S"; et avec un rayon 
S''A'' = S'A', decrivons un cercle sur lequel nous prendrons un arc A"B''A* qui 
soitegal en longueur absolue ^ la circonference ACBDA, ce qui revient k dire qua' 
cetarc A"B''A'' doit etre une fraction de la circonference totale, exprimee par le 
rapport de SA k S'A'; puis, tirons le rayon S"A", et alors lesecteur S''A''B"A*' 
repr^sentera exactement la nappe inferieure du cone, d6velopp6e sur le plan que 
nous ayons choisi. Quant k la nappe superieure, nous en faisons abstraction ici, 
parce qu'elle n'est pas rencontree par le plan PQR'; mais, dansun autre exemple 
(n^ 262) » nous verrons ce qu'il faut faire pour cette seconde nappe. 

252. Maintenanty pour obtenir la transformee de I'intersection (GLMH, G'H'), 
eten admettant que le cone a ^t^ouvert le long de Tarete (SA, S'A'), prenons sur 
la circonference A'^B^'A*, qui est elle-meme la transformee de la base ACBD, des 
arcs (*) 

A-'E^znAE, E''F" = EF, PC = FC,..., 

puis tirons les rayons S''E'', S^'F',... sur lesquels il faudra porter des longueurs res- 
pectivement egales aux portions de generatrices, comprises entre le sommet hi les 
divers points de la courbe (GMH, G'H'). Or, si Ton considere, par exemple, le 
point (M, M') situe sur la generatrice (SF, S'F'), et que Ton fasse tourner cette 
droite autour de Taxe, jusqu'a cequ*elle devienne parall^le au plan vertical, il est 
evident qu'elle ira coincider avec I'arete (SA, S' A'), tandis que le point M' restera 
sur une borizontale et se transportera en /x' : done alors S'jm' sera la veritable 
longueur de la droite primitive (SM, S'M'). Ainsi, apres avoir mene par tons les 
points V, M!,... des horizontales, il faudra porter sur les rayons du developpement 
des distances 

S"G" = S'G', S"L'' = S'X', S"M" = S>', S"r = S'V',..., 

etla courbe G"L"M'rH''N"G'^ sera la transformee de la section faite dans le cone 
par le plan donne PQR'. 

(*) Ici il ne s'agil pas de rectifier pr^cis^ment los arcs AE, etEF,. . ., mais de les changer en arcs d'un 
rayon diff(§rent et de mdmes longueurs absolues que les arcs prlmitifs. Or, si Ton emploie des ouvertures 
de compas propres k repr6senter des cordes sensiblement confondues avec les arcs parliels qu'elles sous- 
tendraient sur le cercle AGDB, puis que Ton reporte ces ouvertures de compas sur la circonference A'B' A'*, 
on approchera encore plus de la v^rit^ que si on les portait sur une ligne droite ; par cons^ent, le pro- 
c6d6 est le mtoe que pour rectifier les arcs AB, £F,. . . . Toutefois, dans le cas actuel, on op^rera avec 
plus d'ezactitude et de facility si, comme nous Tavons recommandd, on a eu soin de prendre les points 
A, E, F,. . . k ^les distances sur la base circulaire, parce qu'alors il suffira de diviser Tare total A''B*A'* 
en autant de parties Egales qu'il y en avait sur le cercle ACUD. 
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253. Cette transformee, con8id6ree en ellch-meme, Ae se teriniiiorait pas brash> 
quement aux points G'' etG'*'; mais elle se prolongerait ea offrant one infinite de 
branches egales a G^H'^G"^, lesquelles fiairaient cependaat p»tr coincider exacte*- 
ment, si le rapport de Tapothfeme S'A' au rayon SA de la base etait uo nombte 
commensurable : c'est ce que montre ckirement I'^quation de cette courbe, oil il 
entre une fonction circulaire eiperiodique (*). Mais pour se rendre compte syirthe- 
tiquement de ces circonstances, il n'y a qu'k imaginer que le cone est envetoppe 
par une surface flexible, qui a faitun nombre indefini de revolutions : alorSi toutes 
ces nappes superposees ayant ete couples simultan^ment par le plan PQRS elles 
produironty en se deroulant de dessus le cone, une infinite de branches identiques 
qui se construiront graphiquement en continuant de porter sur la circonference 
A'^B^'A", et au dela du point A*, des arcs egaux k A"E% E'T", ¥'(/,... avec des 
rayons vecteurs egaux k ceux que Ton a deja employes. 

254. Quant a la tangente au point M'' de la transformeOr il faut se rappeter 

- — — - — — - - — - - -  - — - — —  — . ^->_— ^ 

(*) Pour obtenir eett^ equation en coordoimto polairee, repr^entom par R, A, /, )e rayon de la bale, 
la hauteur et Tapoth^me du cdne {fig. 63); soient d'ailleure X =rY la hauteur du point (F, S) oil le plan 
PQK' coupe I'axe, et &> Tangle de ce plan avec Thorizon : nommons enfin p la distance du sommet a un 
point quelconque (M, M') de la courbe, et a Tangle ASF, c*est-^-dire Tare qui mesure cet angle dans un 
cercle dont le rayon est Tunit^; d'oi!i il r^sulte que Tare APs= Ra, Avec ced dOnn^, il serait bien facile 
de former les ^nations du plan et de la droite (SF, S'¥')y puis de trouver la distance du sommet k leur 
point de rencontre, distance que Ton ^galerait k p; mais nous poovons y arriver pkn promptemeilt de la 
mani^re suivante : 

Duns le triangle form^ par Taxe du c6ne avec la gen^ratrice (SF, S'F'), sur laquelle est situ6 le point 
(M, &T) dont nous appellerons z la hauteur, on a ^videmment 

A:A— z::/:p; 

ensuite, dans le triangle ST'Y qui est la projection verticale du prec^ent, et oil la droite 

tang«i> tangoi' 
on trouvera aisdment 

A:A— *::Rco8a:;— --5 

tangu 
alors si Ton ^limine z entre les ^nations foumies par ces deux proportions, il viendra 

/(/i-X) 



P = 



A — R taugw.cosa 



Ce r^sulfat contient deux variables p et a dont la premifere conserve la mftme grandeur sur le d^veloppe- 
ment du cdne; mais Tangle a est alors remplac6 par Tangle G''S"M'' = qui corredpolkd, dani le cercle dik 
rayon /, k un arc A'F' dont la longueur absolue ^ale celle de Tare AF dans le cercle du rayon R; par 
cons^uent on a la relation Ra = /O, au moyen de laquelle on pent ^liminer a deT^ation pr6c^entequi 
devient en6n 

^ = W 

h — R tang w. cos -^ 

Cette ^nation, que nous laissons k discutcr par le h?cleur, repr^nt^ra tonjonri la transformite, soft qtrt 
Tintersection primitive se trouve tme ellipse, une paraboie ou ahie hyperbole, eti Ciisflnl attention que si ak 
varie pendant que k demeure constant, on aura pour ces trois genres 

Rtang6></i, ou =A, ou >A« 
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(n** 170) que cette droite doit faire ici avecS'P le m6me angle que formait primi- 
tivement la taageute (MT, M'Q) avec cette g^neratrice; et comme cela est vrai 
Element ie ki taagente FT k la base, il s'ensuU que le triangle rectangle projete 
mir MFT demeure iiwariable de fenne quand le eAne se d^vd^^ppe. Or, Fun des 
e6t6s ds ce trian^e .est di^jii rapporte sur le develop pement en M^'F^; done, si on 
lui k^B une peqpendiculairie F'T^ s= FT, et que Toa tire la droite TW^ cette ligne 
A&ith, toacfasr ia traasfonn^ ta poiat M''. 

II results anssi du prfaEiei|»e que potts vBuons de rappeler, qii'aux poiats Gf^ W, O'* 
la courbe doit couper k angle droit le rayon vecteur correspondant; ear, auK points 
primitifs (G, G') et(H, H'), ia tangente de rintenseetion se trouvait avidemment 
perpendiculaira s«r la gf^aeratrice du c6ne. 

2S&» Jktjpnm d'infieadon. 11 arriye ordiaairenient, eoafime ici dans la^^. 63, 
que la transforihee G"M"H"G*, apres avoir tourn^ sa concavity vers le sommet S^, 
\0wne eVi^^itf^ sa convexite vers ce point et dies lors il doit y avoir u^e inflemon 
entre G" ej H". JJ ijaporte de pouvoir assignor Tendroit precis ou arrivera cette cir- 
constajgice, et pour cela il faut se rappeler le lemnie suivant, qui est bieo facile k 
demontj*er ; JLorsqu'une droite est obliqciea un plan, Tangle qu'elle forme avec s^ 
projection orthogouale sur ce plan, est le minimum de tons ceux qu'elle fait ave^ 
las diverses lignes tracers par son pied dans ce laeme plan ; et le maximum da 
tons ces angles est celui qu'elle forme avec le prolongement de sa projection. 

Cela pos6 {fig. 6i bis), soientPQRle plan secant, et ABMDEF la section qu'tl 
trace dans un jc6ne quelconque ; j.e dis que la transform^e de cette section presentera 
une inflexion au point situe sur la gdneratrice pour laquelle le plan tangent du cone 
se trouvera perpendiculaire au plan sicant. En efTet, si nous abaissons la perpofidi- 
culaire ST sur le plan PQR, et que nous menions la droite TMDP tangente k la 
courbe de section, le plan STM sera bien tangent au c6ne, et perpendiculaire au 
plan secant; d'ailleurs, les deux generatrices infiniment voisines SM et SD conte- 
Ques dans ce plan tangent, auront evidemmiefit la tangente TMP pour projection 
orthogooale sur le plan PQR. Or, d'apr^s ie lemme cite plus baut, on aura 

angle SMT < SMB et angle SDP > SDE ; 

(lone, lorsqa'on diBveloppera Je cone sur le plan tangent SMT suppose immobile, 
r element MB A(^ )a courbe ira prendre une position MB' situ^ au^essous de la 
tangente MT, tandis que Telement DE occupera une positic^ DE' superieure k DP. 
Par consequent, la transformee A'B' MDE'F' ofTrira bien une inflexion au point M, 
ou autour de la tangente TMDP. 

Surface diveloppahle quelconque. Le th^or^me d^montr^ ci-dessus pour un cone, 
et pour un cylindre dans la note du n^ 226» est encore vrai pour toute surface de- 
veloppable couple par un plan; car la demonstration precedente n*exige nullement 
que, dans lay%. 64 few, toutes les generatrices aillent se couper au meme point S; 
eile suppose seulement que deux generatrices infiniment voisines, comme SM et SD, 
sontsitu^es dans un meme plan qui est le plan tangent de la surface. Or, coming 
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cette condition est toujours remplie dans les surfaces developpables, il s'ensuit que 
le theoreme precedent est encore vrai pour toutes les surfaces de ce genre. 

256. Pour appliquer ce theoreme a la fig. 63, nous abaisserons du sommet 
(S, S') une perpendiculaire (S'X", SX) sur le plan secant PQR'; et par le pied Xde 
cette droite, nous m^nerons a- la base du cone la tangente Xp, qui fera connaitre 
la g^n^ratrice S/9 sur laquelle sera situe le point de la section ou se produira une 
inflexion dans la transformee. II restera done k.trouver, sur le developpement du 
cone, la position que prendra la generatrice projetee actuellement sur S/9; ce qui 
s'effectuera comme au n"" 252. 

Observons, teutefois, que si le pied (X, X^) de la perpendiculaire abaiss^e sur le 
plan secant se trouvait en dedans de la base AGBD, il n'y aurait plus d'inflexion 
dans la transformee de la section; ce qui pent arriver par une certaine inclinaison 
du plan PQR'. 

257. Cos OIL lasection coniqueest une hyperbole {fig. 64). Soient toujours ACBD 
la base du cdne droit, et k'^'h\ B'S'a', les aretes qui ferment le contour apparent 
de cette surface sur le plan vertical : nous tiendrons compte ici des deux nappes, 
en les supposant termineesa deux sections horizontales A'B', a'V^ qui se trouvent 
egalement distantes du sommet, et qui, par consequent, donnent lieu k deux cercles 
projetes Tun et Tautre sur ACBD. Quant au plan secant, disposons-le de mani^re k 
couper les deux nappes du cone; et en admettant toujours que le plan vertical a k\jk 
choisi perpendiculaire au plan secant, les traces de ce dernier seront R'Q et QP. 

La construction de la courbe de section pourrait s'effectuer comme au n^ 247, 
au moyen de plans auxiliaires qui seraient menes par le sommet, perpendiculaire- 
ment au plan vertical ; mais, a cause de la grande obliqiiite que presenteraient ici 
les sections rectilignes, il sera jplus exact d'employer des plans horizontaux. Soit 
done fx'y' un de ces plans; il coupe le cone suivant un cercle projete sur fxMy, et le 
plan donne PQR' suivant une droite (M',XNM); par consequent, les points M etN 
communs a ces deux sections sur le plan horizontal, appartiennent a la courbe 
demandeedontune des branches est ainsi (PMGNI, QG').L'autre branche (RLHKN, 
H'R') se construira de memo; et Ton fera bien d'employer une section ^X' = fx'/, 
laquelle fournira deux points (L, L') et (K, L') projetes encore sur le cercle jxMy. 
Nous ne repeterons pas ici ce que nous avons dit dans le problfeme precedent, sur les 
sommets et la construction de la tangente ; mais nous aliens passer k une recherche 
particuliere au cas actuel. 

258. Lorsqu'une courbe admet une branche infinie, et qu'on eloigne de plus en 
plusle point de contact d'une tangente, cette droite varie de situation, et quelque-* 
fois elle se transporte tout entiere k Tinfini en meme temps que le point de contact, 
ainsi que cela se pr^sente dans la parabole du second degre; mais, dans d'autres caB, 
il arrive que cette tangente variable reste toujours en degk d'une certaine limite, 
qu'elle n'atteindrait qu'autant que le point de contact serait k une distance infinie. 
Alors, cette limite des positions de la tangente se nomme une asymptote; et Ton 
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^nonce cette propri^te d'uneinaniere abregee, en disant que V asymptote d'unecourbe 
est la tangente pour un point de contact infiniment iloigni. 

259. {Fig. 64.) D'apres cela, propose ns-nous de construire les asymptotes de la 
section faite dans le cone, par le plan PQR'. Le point de contact d'une tangente de 
cette esp^ccy devant Stre k une distance infinie» se trouvera n^cessairement sitae sur 
une gdniratrice paraUile au plan sdcant ; si done on mfene par le sommet, et paral«* 
lelement a PQR% un plan SVa qui coupe le cone suivant les droites Sa et S6, ces 
deux aretes seront celles qui contiennent les* points de contact des asymptotes. Con* 
siderons la premiere, et rappelons-nous que le plan qui touche le c6ne tout le long 
de la g^neratrice Sa, quelque prolongee qu'elle soit, a pour trace horizontale la 
tangente oB de la base; done, Tasymptote qui doit ^tre (n^ 213) Tintersection de ce 
plan tangent avec le plan PQR\ passera par le point 9 oil se rencontrent leurs 
traces; et elle sera precisement la droite dco parallMe k Sa, puisque ces deux plans 
sont Tun et I'autre parallfeles k cette generatrice. 

On construira de meme I'autre asymptote ^Tco, qui sera parallfele a Tarete S§; et 
les deux asymptotes devront se couper en un point co, qui soit situe precisement au 
milieu de Taxe r6el GH, c'est-k-dire au centre de la courbe. 

260. Si Ton appliquaitla methode prec^denteau cas d'une section paraboUque^ 
ce qui exigerait que le plan PQR' eut sa trace verticale parallele dSf A\ on trouverait 
que les deux aretes Sa, S6se confondraient avec SA; de sorte que cette derniere 
droite etant la seule generatrice du cone qui fut parallele au plan secant PQR', la 
section auraitbien encore une branche infinie, mais elle n'admettrait plus d'asymp- 
tote; car le plan PQR' etle plan tangent le long de SA, qui devraient donner cette 
tangente parleur intersection, se trouveraient ^videmment paralleles entre eux. 

261. Rabauement. Cette operation s'effectuera comme dans le n** 250, enpor- 
taftt sur chaque droite M'm perpendiculaire k la trace verticale QR', des distances 
M'm = XM, etM'n = XN. Quant aux asymptotes, on rapportera d'une manifere 
semblable leurs pieds Q et 9, en 0' et 9'; puis, on joindra ces derniers avec «" qui 
est le rabattement du centre (ca, o)'). 

262. Ddveloppement. (Fi^. 64 cr 65. ) D' a prfes les principes rappeles au n^ 251 , 
ilfaudradecrired'un point arbitraire S", et avec un rayon egal a I'apothbme S'A', 
un cercle sur lequel on prendra un arc B" A"B'^ qui soit k la circonftrence totale dans 
le rapport de SAavecS'A'; et le secteur S"B"A"B*' representera le developpement 
de la nappe inferieure du cone, en supposant qu'on ait ouvert cette surface le long 
de I'arete (BSA, B'S'a'). Mais, comme la nappe sup6rieure se developpe en meme 
temps que la premifere, et par un mouvement contraire autour du sommet qui pent 
etre cense immobile, cette seconde nappe aplanie viendra occuper un secteur 
S"a"6"a'' egal au precedent, et dont les rayons extremes seront les prolongements 
de S"B'' et de S^B"*. Pour rendre plus sensible la distinction de ces deux secteurs, 
nous avons suppose ici que la nappe sup^rieure se terminait a un cercle a^b^a^ d'un 
rayon un peu moindre que S"B", et nous dtvons ponctud les parties du secteur infe- 
rieur qui sont recouvertes par I'autre; cependant, pour effectuer les constructions 

G^omeirie Leroy. * ^ 
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dont nous allons parler, il faudra toujours op6rep sur le cercle primitif WA^Vb''. 

Cela pos6, sup le rayon S" A" qui divise en deux parties ^gales \e premier secteur. 
on prendra la distance S"G" = S'G', et le point G" sera la position du sommet 
(G, G'). Ensuite, pour un point quelconque (M, M') de la oourbe, on mfeofira la 
gen^ratrice SMF dont la position S'T", sur le developpement, s'obtiendra en pre- 
nantTarc A'^F" = AF; et comme la veritable distance du sommet au point (M, M') 
est egale a S>' (n^ 252), si Ton prend una longueur S"M" = S>', le point M" sera 
la position actuelle de(M, M'). Les autres points 6e determineront d'une mani^re 
semblable, et la tramformde de la brancfae inferieure de la section cpnique sera 
FM"G"N"r. 

Quant k Tautre branche, elle se trouvera divis6e en deux parties separeeSt puis^ 
que le sommet (H» H') etait place sur la generatrice B'S'^ suivant laquelle on a 
ouvertle cone, etque eette arete s'est transportee en ^"(f d'une part, et de Vautre 
en S"a*. On portera done sur ces dernieres droites deux distances S"H" et S^'H* 
egales k S'H", et les points H'', H"" ser&nt les positions actuelles du sommet H^ En- 
suite, pour un point quelconque (L, L') de cette branche^ on tirera la generatrice 
SLC dont la position S'X'", sur le developpement, se trouvera en prenant Tare 
a" 01' = AC; et sur le rayon S"C", il restera enfln k porter une longueur S"L" = S'X' 
qui est la veritable distance du sommet au point (L, \J). Par des operations analo-'^ 
gues, on trouvera que la section faite dans la nappe superieure du cone, a pour 
transformees les deux branches H-'L^H'' et H'^E'^Y'', lesquelles doivent couper <1 
angles droits les rayons extremes S"af' et S^'oT. 

263. {Fig. 64 et6B.) Cherchons maintenant k retrouver les asymptotes, et ob- 
servons bien que oes droites etant situees, non sur la surface memo du c6ne, mais 
dans les plans tangents le long des generatrices Sa et SS, elles conserveront leurs 
positions primitives par rapport k ces aretes autour desquelles les plans tangents tie 
font que tourner, lorsqu'on developpe la surface. CommenQons done par determi--* 
ner ces ardtes sur le developpement, en prenant les arcs A" a" a Aa, A'^S" = A6, 
et tirant les rayons S"a" et S"S" : ensuite, sur les tangentes aux points a!' et S*, nous 
prendrons des distances a^'fl" = afl, ^'(p" = 69, et les droites 6"0, y"0, respective- 
ment paralleles aux generatrices S'^a'^, S'^S"", seront les positions actuelles des 
asymptotes primitives. 

Le point ou ces droites se coupent doit se trouver sur le rayon S"A'\ k cause 
de la sy metric des constructions precedentes, k droita etk gauche de ce rayon; mais 
il ne taut pas croire que ce point est le m^me que Tintersection o) des asymptotes 
primitives, car ces droites ont change de position Tune par rapport k Tautre. 

N^anmoins, les lignes 6''0 et o'^O doivent se trouver asymptotes relativement aux 
diverses branches de la transformee. En effet, comme la forme de cette courbe doic 
toujours etre la meme, quel que soit le plan sur lequel on a developp^ le cdne, nous 
pouvons concevoir que ce developpement a ete fait sur le plan tangent le long de 
Tarete Sa; alors Tasymptote du, qui se trouvait dans ce plan, a du rester immobile, 
aussi bien que I'eiement infiniment eloigne qu'elle avait de commun avec Thyper- 
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bole : done c^t element est encore ooBimttn k la droite $''0 et k la transformee; par 
consequent, cette droite est bien une asymptdte de la bfanche Qf'WV^ et aussi de la 
brancbe H"K'T\ 

264i Poita ^inflexion. Dans \^fig^ 6S, la brancbe de courbe H'^L'^R'^, qui com- 
mence par tourtier sa concavity vers Ta^ymptote, finira n^cessait^ement par presen- 
ter sa convexity k cette esp^ce de tangetite; il doit done y avoir un point d^>i- 
flexion mt cette brancbe, et on Tobtiendra, comtne ati n^ 2S6, en menant un plan 
tangent au odne de \^fig^ 64 paf la droite [^T, SA), abaissee perpeftdiculairement 
sur leplan decant PQR'< Mais, comme ici cette droite irait rencontrer trop loin la 
base inferieore du c6ne^ pi^olotigeoti»-la jilaqti'au point (X"", X) oti elle va percer le 
plan de la base sup^rieare^ et du point (X",X), menons a cette base la tangente Xp, 
qui fera eonnaitre (n^ Sl£»5) la gdn^ratrice Sp, sUf laquelle sera situe le point ou 
I'lnflexion se manifestera lors du developpement. Toutefois, il faut bien observer que 
la gen^ratriee pfojetee sur Sp appartienta la tiappe Stip6rieure; ainsi, la distance 
Ap devra Mre poft^e sur layJ^. 65, noii fa partir de A!\ tnais k patlir de a"', suivant 
Tarc^'p"; et I0 rayon ^''p" contiendra le vrai point d'inflexion dont il ne reste plus 
qu'k troatet la distatied ati sommet dtt tbttt^ ainsi qu'on Ta fait pour (L, L') au 
B'' 262. 

PROBLEME V. Trouver Vintersection (tun coiSBi QCELConque par unplan, le de- 
^^doppetMnt de la iUrfdce^ et la tntnsformde d6 Vintersection. 

26S. Sans construire une epure que nous engageons le leoteur k tracer lui- 
meme, designons par B la base ou la trace borizontale du cone en question^ et par 
P le plan secant. It n^y aura qu'k couper cette surface et le plan P par une suite de 
plans auxiliaires menes tous/^or le sommet, et les choisir, si Ton \enU paraUeles d la 
trace horizontale duplan secant; ce qui s'ex^cutera en condaisant tons ces plans par 
une droite parallele k cette trace borizontale et tiree par le sommet du cdne« Alofs 
chacun de ces plans auxiliaires produira, dans les deux surfaces, des sections recti^ 
lignes bien faciles k trouver, et dont les points de rencontre appartiendront a la 
courbe demandee. 

266« Des branches infinies. II importe de savdir reconnaitre, dpriori, si la section 
aura ou nan quelque brancbe infinie; or^ il est aise de voir que la question revient a 
savoir s'il existe, sur le cone donne, quelque generatrice qui soit parallele au plan 
secant P; car, si aucune des generatrices ne remplit cette condition, le pUn P ne 
pourra rencontrer ces diverses droites qu*k des distances finies, et des lors la 
courbe d'intersection sera necessairement limitee dans tons les sens. On mfenera 
done par le sommet du cone un plan V qui soit parallele k P, et dn examinera si la 
trace horizontale du plan P' rencontre quelque part la base B du cdne« Lorsque ces 
lignes n'auront aucun point commun, on pourra afQrmer qu'aucune des genera- 
trices du cdne n' est parallele au planV ^ et qu'ainsi la section n'aura que des branches 
fermies. Mais si la trace du plan P' coupe la base B en un ou plusieurs points, les 
diverses generatrices Gi G',... qui aboutirontk ces points, se trouveront 6videm-^ 

i5. 
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ment paralleles aupkm P» et d^s lors elles n'iront le rencontrer qu'k I'lnfiDi; par 
consequent, la section admettra autant de branches infinies. 

V asymptote de la branche correspondante k la generatrice G s'obtiendra en 
cherchant Tintersection du plan P avec le plan tangent mene suivant cette gene- 
ratrice Gy ainsi qu'on Ta vu au n^259. Si ce plan tangent co'incidait avec P' , ce qui 
arrivera quand la trace horizontale de ce dernier se trouvera tangente k la base du 
cdne» alors la branche infinie serait depourvue d' asymptote. Mais com me la trace 
horizontale du plan P' pent avoir avec la base B plusieurs points communs, dontles 
uns seraient des sections veritables, et les autres des contacts^ il pourra arriver que 
Tintersection totale du cdne avec le plan presente k la fois des branches infinies 
douses d'asymptotes, et des branches infinies qui en soient d^pourvues. 

267. Quant au developpement de la surface conique^ il faudra partager la base 
en arcs assez petits pour etre sensiblement confondus avec leurs cordes ; alors, en 
mesurant une de ces cordes et les deux aretes qui aboutissent a ses extr^mites, on 
pourra former avec ces trois droites et sur un plan quelconque, un triangle qui 
representera un ildment supeificiel du cone; puis, k la suite de ce triangle, on con-^ 
struira de meme Telement adjacent qui aurait un cote commun avec le precedent; 
et en continuant de la sorte» on obtiendra tons les elements du cone etendus sur un 
plan, ce qui donnera bien le developpement de cette surface. 

A la verity cette marche exigera que les operations soient faites avec beaucoup 
de soin, parce qu'il faut ici construire une suite de triangles ou Tun des cotes est 
extremement petit par rapport aux deux autres, et que les erreurs partielles pen- 
vent s'accumuler. II serait plus avantageux, sans doute, de connaitre d'avance sur 
le developpement, une ligne droite ou circulaire sur laquelle il ne resterait plus 
qu*k prendre des arcs determines, pour fixer la position nouvelle des generatrices, 
ainsi que nous I'avons fait pour un cylindre quelconque au n^ 243, et pour un 
cdne de revolution au n^ 251 ; mais ici oil il s'agit d'un cone quelconque, il n'est 
plus possible de se procurer cet avantage important, parce qu'on ignore entiere- 
ment la forme que prendra la base du cone apres le developpement de cette surface. 
On pourrait, il est vrai, obtenir une donnee equivalente ou une section orthogonale^ 
en cherchant d'abord Tintersection du cone propose avec une sphere concentrique; 
mais cette methode, que nous exposerons plus loin (n^ 330 et 331 ) , est elle-meme 
sujette k des inconvenients encore plus graves. 

Quand une fois le developpement du cone est effectu^ par une methode ou par 
une autre, on y construit la transfonnie d'une section plane, ou celle de toute autre 
courbe, en portant sur les rayons du developpement, des longueurs egales aux 
distances du sommet aux divers points de cette courbe, comme nous Tavons vu 
dans le n^' 252. 

PROBLEME VI. Construire V intersection d'un p(^ ai^ec une surface de revolution 

{fig- 45). 

268. Prenons pour exemple le tore dont nous avons dejk parl^ au n^ 138, et 
qui a pour meridien le cercle (A'B'CB", AC) tournant autour de la verticale 
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(0, (yZ') situ6 dans son plan; puis, cherchons Tintersection de cette surface avec 
le plan M'T'T qui lui est tangent au point (M', M) de la nappe intdrieure^ car nous 
avons reniarqu^ pr^cedemment (n^ 138) que les plans tangents k cette nappe 
devaient couper la surface. 

Employons ici des plans auxiliaires qui soient horizon taux» et soit F'K'N' la trace 
verticale d'un de ces plans. II coupe le tore suivant deux cercles dont les rayons 
sontON=rN'etOM=rK', tandisque son intersection avec le plan M'T'T est la 
droite (F', Yf) perpendiculaire au plan vertical; done les quatre points F, Y*\f'\f^ 
ou cette droite rencontre les deux cercles, appartiennent a la courbe demandee. 
Les autres points se trouveront d'une mani^re semblable; mais quand on arrivera 
aux paranoics extremes D^'B"" et D'B\ on n'obtiendra, pour chacun, que deux 
points 6 et ^, ou H et A; tandis qu'en operant sur le plan horizontal Y'M'L^ on 
trouvera trois points R, r etM, dont le dernier est celui oil les branches de la courbe 
ferment un nomd. D'aprfes cela, Tintersection cherchee a pour projections 

MHREFGE'^MAe^e'^M, et G'H'. 

Nous avons ponctu^ les parties de cette courbe qui se trouvent au-dessous de 
Tequateur et du cercle de gorge> parce qu'elles sont inmibles sur le plan hori- 
zontal; et sur le meme plan, la courbe doit toucher ces deux cercles aux points E» 
E'^ e^, Cf attendu que le plan tangent du tore est alors evidemment vertical, et 
qu'ainsi la tangente de la courbe et celle du parallele, qui sont toutes deux dans ce 
plan, se confondent en projection horizontale. 

269. Cherchons la tangente de la courbe pour un point quelconque (F, F); et 
puisque cette droite doit etre (n**213) Tintersection du plan M'T'T avec le plan 
tangent du tore au point (F, F'), construisons d'abord ce dernier. D'apres la me- 
thode g6nerale exposee n^ 155 et 154, il faut ramener le point donne (F, F') sur 
le meridien principal en (N, N'), puis tirer la tangente N'F dont le pied est evi- 
demment P; ensuite, apres avoir report^ ce point P en tt sur la trace du meridien OF, 
on menera, perpendiculairement k ce meridien, la droite] tiO qui sera la trace hori- 
zontale du plan tangent au point (F, F') du tore. II serait bien facile de trouver la 
trace verticale de ce meme plan : mais cela nous est inutile ici ; car le point 9 oil se 
coupentles droitesnfi etT'T, appartient evidemment k Tintersection du plan tan- 
gent avec le plan M'T'T, ou bien k la tangente cherchee, laquelle est par conse- 
quent la droite (0F, T'F). 

Cette methode devient insuffisante pour obtenir la tangente de la section au point 
singulier (M,M'), parce qu'en cet endroit le plan de la courbe se confond avec le 
plan tangent du tore; mais nous apprendrons plus tard (n** 754) k effectuer cette 
recherche int^ressante qui fournira les droites MX et MX". 

270. Pour obtenir la courbe dans ses vraies dimensions, on rabattra le plan 
M'T'T autour de sa trace horizontale T'T, et un point quelconque tel que (F, F) 
restera sur une perpendiculaire a la charniere, en se transportant h une distance 
indiqueepar T'F. II sera done bien facile d'avoir le rabattement de la section, que 
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QOUB n'ayoDs pas execute ici, afin de laisser lire plus nettement les constrtlctioiis 
priDcipalesC). 

PROBLEME VII. Intersection d'unplan ai^ec un hyperholoide de r4fH)lution a une 
nappe. 

271. Nous savons (n^ 140) que cette surface peut etre engendree par une hy- 
perbole qui tourne autour de son axe imaginaire, ou bien par la revolution d'une 
droite mobile autour d*une droite fixe, lesquelles ne sont pas dans un meme plan<. 
Si nous partions de la premiere definition, la meridienne serait ednnue, et nous 
rentrerions tout k fait dans le probleme du n^ 268; c'est pourquoi nous emploie- 
rons I'autre mode de g^n^ration, etnous representerons la droite fixe par (0, O'Z'), 
et la droite mobile par (AD, A'D') [fig* 68). Cette derniere ligne est suppos^e ici 
paraUele au plan vertical, mais il sera toujours bien facile de Tamener dans cette 
position (n® 149), si d'abord on Tavait assignee dans toute autre. La plus courte 
distance des deux droites est Thorizontale (OD, D') qui decrit le cercle de gorge 
(XDY, X' Y') ; et le pied (A, A') de la droite mobile parcourt le cercle AccB qui est 
la trace horizontale de la surface. Nous nous borneronsici a ce petit nombre de don- 
n^es, pour fixer Thyperboloide en question, sans ex^cuter la representation grc^ 
phique de cette surface sur le plan vertical, oil le contour apparent serait une 
hyperbole (n** 148) ; et pour laisser voir plus distinctement la courbe d'intersection 
sur le plan horizontal, nous reduirons la surface a sa nappe inferieure, c'est-a-dire 
que nous supposerons la droite mobile terminee au point (D, D'). Enfin, nous rap- 
pellerons que la generatrice du second systfeme (n** l4l) serait (BD, fi'D'); et 
qu'en transportant ces deux generatrices parallelement a elles-memes, dans les po- 
sitions (D' A', Otf), (D'B', 06), elles produiraient alors par leur revolution autour 
de I'axe vertical, le cdne asymptote {n? 146) dont la base serait le cercle a6, et dont 
le sommet (0, D') coincide avec le centre de Thyperboloide qui n*est autre chose 
que le centre du cercle de gorge. 

272. Cela pose, soient PQ et QR' les traces du plan secant donn^, ce qui sup-* 
pose que Ton a choisi le plan vertical de projection perpendiculaire k celui-la; mais 
quand meme la trace PQ serait oblique a la ligne de terre, tons les raisonnements 
qui vont suivre seraient entierement identiques, et les constructions analogues. 
Pour obtenir Tintersection de ce plan PQR' avec Thyperboloide, j'emploie encore 
des plans auxiliaires horizontaux, tels que celui qui a pour trace verticale M'V. 
Ce plan rencontre la generatrice (AD, A'D') au point (V, V), et, par consequent, 

(*) U est int^ressant d'observer qae si le plan TT'M' tangent au tore 6tait incline de mani^re i passer 
par le centre (0, 0'), auquel cas il toucherait une seconde fois cette surface dans un point (/n, m') sym^- 
trique de (M, M'), il arriverait que la section produile par un tel plan datis te tofe 86 redraft i detaf 
ceroids ^ux et de croisanl aux points de contact (M, M') et (in, m'). (M v^fifie eeUe proportion an for- 
mant T^uation de la seclioA rapports k des saes traces dans son plan; mais, pour aperoevoir aisdniMt 
que cette ^nation du qualri^me degr^ peut se d<§composer en deux fiacteurs rationnels du second, il est 
n^cessaire d*y introduire les coordonn6es polaires. Cette propri6t6 fort curieuse dont Jouil le tore, a M 
reconnue et indiqu^ par M . Y^n yillarceaa dans les Comptes revutus de VlnstHuiy le ^ aoill f 848. 
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il coupe la surface de revolution suivant un cercle dont la projection liorizontale est 
la circonference YMN decrite avec la distance OV pour rayon : mais ce m^me plan 
M'V coupe le plan donn^ PQR', suivant une droite (M', IMN) perpendiculaire au 
plan vertical; done les points M et N communs k cette droite et au circle pr^cMent, 
sent deux points de la courbe demandee sur le plan horizontal ; ils sont d'ailleurs 
projetes verticalement Tun et I'autre en M'. En menant d'autres plans auxiliaires 
paralleles k M'V, on d^terminera les divers points de Fintersection qui, selon Tin- 
clinaison du plan PQRS pent etre une ellipse, une parabole, une hyperbole, ou une 
variety de ces courbes. 

275. Dessommets. Si du point (0, R'), oil le plan secant rencontre T axe verti- 
cal de la surface, on abaisse une perpendiculaire (OP, R'Q) sur sa trace horizon-* 
tale, cette perpendiculaire partagera evidemment toutes les cordes parallMes k MN, 
en deux parties egales et a angles droits ; done elle sera n^cessairement un €^e de 
la courbe, quel que soit le genre de celle-ci; si done cette courbe a des points situ^s 
sur cet axe, ce seront les sommets^ et il importe de les obtenir directement. Pour 
cela, il faudrait faire tourner la g^neratrice ( AD, A'D') jusqu'k ce qu'elle vint ren- 
contrer (OP, R'Q) en un certain point 6; mais si, au contraire, nous laissons 
immobile la premiere de ces lignes, et que nous fassions tourner la droite (OP, R'Q) 
autour de la verticale qu'elle coupe en (0, R'), elle ira rencontrer la g^neratrice 
(AD, A'D") en un point que j'appellerai E, et qui se trouvera evidemment sur U 
mime peurctUele oil aurait ete situ^ le sommet G. Or, il est facile de construire le 
point K, qui est Tintersection de la droite (AD, A'D') avec le cdne engendr^ par la 
revolution de (OP, R'Q); car, apres avoir d^crit le cercle du rayon OP, base de ce 
cone auxiliaire, on conduira par le sommet (0, R') et par la gen6ratrice (AD, A'D') 
un plan dont on trouvera la trace horizontale AC en menant par ce sommet une pa- 
rallele (R'C, OC) k la generatriee; alors, cette trace AC eoupant le cercle OP en 
deux points F et E, fera connaitre les deux aretes OF et OE du cdne auxiiiaire qui 
sont rencontries par la gen^ratrice (AD, A'D'), et, par suite, on aura aussi leurs 
points de section K et L. Maintenant, pour revenir de ces points aux veritables 5o/n- 
mets G et H qui doivent Atre projet6s sur OP, on d^erira avec les rayons OK et OL, 
deux cercles qui rencontreront la droite OP aux points cherdbes G et H. II est vrai 
que ehacun de ces cercles couperait OP en deux points; mais on distinguera ais6- 
ment lequel est vraiment situ6 sur la ligne indefinie (OP, R'Q), en tragant les pro-* 
jections verticales K'G' etL'H' de ces deux cercles. 

II est bon de commencer le trac6 de I'^pure par la construction des sommets, 
parce qu'une fois ces points determines, on pourra mener les plans auxiliaires, 
tels que ATV, k des distances convenables; et que d'ailleurs la recherche de ces 
sommets fera connattre le genre de la section, ainsi que nous allons I'expbquer. 

274. Discussion. {Fig. 68.) i® Si la trace AC eoupe la basie du cone auxiUaii^ 
d^crit par la droite (OP, R'Q), et fournit deux aretes OF et OE qui reBcontr^at 
I'une et I'autre la gen^ratrice AD, la section offrira deuxsommets situessur (OP,R'Q); 
%i par consequent cette courbe sera une elfyse ou une hyperbole aya&t cette droite 
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pour axe r^el. Ces deux cas se distingueront aisement Tun de Taulrc, en cxami- 
nant si un plan quelconque M'V inen6 entre les points (G,G') et (H,H') fournit, 
ounon, quelque point de la courbe. D'ailleurs, lorsque la section sera elliptique, 
on obtiendra le second axe en faisant passer un plan horizontal par le milieu (coyoj') 
de rintervalle des deux sommets. 

:k^ Si, des deux aretes OF et OE, Tune est parallele k la generatriceDA, un des 
sommets s'6loignera a une distance infinie; et la section sera une parabole qm aura 
toujours pour axe la droite indefinie (OP, R'Q). 

3® Lorsque la trace AC se trouvera tangente au cercle du rayon OP, les deux 
aretes OF et OE se confondront en une seule droite; etie point oil elle coupera la 
generatrice AD, etant rapport6 sur OP, donnera le sommet unique de la section 
qui se reduit alors au systime de deux droites. Cette' assertion pourrait etre justifiee 
en remarquant qu'une hyperbole dont les deux sommets se reunissent, se reduit a 
ses asymptotes : mais d'ailleurs, si Ton prend la peine de construire Tepure relative 
2i rhypothese actuelle, on reconnaitra que le plan AC mene par le sommet du cone 
€Uixiliawe^ devient alors tangent k ce cone, aussi bien que PQR'; de sorte que ces 
deux plans, qui coincideraient si Ton faisait tourner Tun des deux autour de la 
verticale 0, doivent produire dans Thyperboloide de revolution des sections iden- 
tiques. Or, le plan AC*contenant dejk une generatrice DA, ne pent couper de nou- 
veau la surface du second degre que suivant une autre section rectUigne^ projetee 
egalement sur une tangente au cercle de gorge (n® 141); done aussi le plan PQR' 
produira dans Thyperboloide une section composee de deux droites analogues aux 
precedentes, etqui se couperont au point trouve pour sommet unique sur la droite 
(OP, R'Q). D*ailleurs en ce point, le plan PQR' sera tangent (n^ 142) a Thyper- 
boloide. 

Dans le cas trfes-particulier oil la droite suivant laquelle se reunissent les deux 
aretes OF et OE, se trouverait parallele a DA, le plan PQR' couperait Thyperbo- 
loide suivant deux generatrices parall^les entre elles, et il ne serait plus tangent k 
la surface que dans un point infiniment ^loigue. 

4^ Enfin, si la trace AC ne rencontre pas du tout le cercle du rayon OP, il n'y 
aura aucun sommet reel sur (OP,R'Q), et la section sera alors une hyperbole dont 
cette droite sera I'axe imaginaire. Dans ce cas, la courbe se construira toujours 
commeau n** 272; mais pour trouver le centre^ et par suite Taxe reel, il faudra re- 
courir aux asymptotes dont nous parlerons tout k I'heure : ou bien, ce qui est plus 
simple, on prendra le milieu to' de I'intervalle des deux points / et ti' oil le plan 
PQR' coupe les aretes D'B' et D'A' du cone asymptote. Cette derniere regie est fondee 
sur ce que cette surface etThyperboloide, ^tant semblables et concentriques, doivent 
etre coupes par le plan PQR' suivant deux courbes qui auront un centre com^ 
mun (n^ 147). Or, pour la section faite dans le cdne asymptote, on a vu (n^ 247) 
que les deux sommets etaient projet^s sur le plan vertical, en / etvj'; par conse- 
quent le milieu a>' de la distance / 13% est k la fois le centre de la section conique et 
celui de la section faite dans Thyperboloide. II restera done k projeter ce point en cj^ 
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sur la ligne OP que Von sait etre un axe de la courbe; et le plan horizontal conduit 
par ce point fera trouver las deux sommets reels par la methode du n^ 272. 

275. [Fig* 68.) Pour obtenir la tangente en un point quelconqueJA de la section 
produite par le plan PQR', il faut chercher Tintersection de ce plan avec celui qui 
touche rhyperbolo'ide en M. Or ce dernier est determine (n^ 142) par les deux gene- 
ratrices rectilignes qui passent par ce point, et nous savons que leurs projections 
horizontales s'obtiennent (n^ 141) en menant au cercle de gorge les tangentes 
a2M(^3 et SM&; par consequent les deux points a^ et §, oil ces generatrices cou-> 
peront le cercle OA qui est la trace horizontale de Thyperboloide, appartiendront 
necessairement a la trace du plan tangent cherche ; done cette trace sera la droite 
asST qui, par sa rencontre avec PQ» fournira le pied T de la tangente TM qu'il s'agis- 
sait de construire. 

A la v^rite, les tangentes au cercle de gorge menees par le point M» couperont 
le cercle OA en quatre points : mais d'abord, on ne devra combiner ensemble que 
ceux qui se trouveront tons deux en dcQ^t ou tons deux au delk des points de 
contact & et ^2 P&i" rapport k M ; car les deux generatrices que Ton cherche doivent 
se couper en M, et cons^quemment (n^ 143) elles ne sauraient appartenir au meme 
systfeme, ce qui arriverait evidemment pour les droites aa(^a et a&, aussi bien que 
pour S& et ^2^2 • Ainsi I'incertitude qui pourra rester, consistera a savoir si Ton doit 
combiner les deux droites a^c^a et €d^, ou bien les deux droites u& et Sa^a; niais 
pour ces derni^res qui ont leurs extremites inferieures en a et Sa » le point de sec- 
tion projete en M se trouverait evidemment au^dessus du cercle de gorge, tandis 
que le point (M,M') que nous considerons ici, est sur la nappe inferieure de I'hy- 
perboloide; done il faut encore rejeter ce deuxi^me couple de generatrices, qui 
devrait au contraire etre seul conserve, dans une epure oil le point considere M se 
trouverait place sur la nappe superieure de la surface. 

276. Rabatiement. Faisons tourner le plan PQR' autour de sa trace QR', pour 
lerabattre sur le plan vertical. Dans ce mouvement, Thorizontale (M', IMN) res- 
tera perpendiculaire a la charniere, et deviendra Wmn, droite sur laquelle on por- 
tera des distances Wm = IM, M'n = IN; ce qui fournira evidemment deux points 
m, n, de la courbe rabattue. Les autres points s'obtiendront d'une manieresemblable, 
aussi bien que la tangente dont le pied T se transportera en /, et qui deviendra tm. 

La surface actuelle etant gauche^ comme nous I'avons demontre au n^ 145, elle 
ne saurait satisfaire a la condition essentielle du n^ 179, et il n'y a pas lieu de 
chercher son developpement. Observons enfin que toutes les operations precedentes 
s'effectueraient d'une mani^re entierement analogue, si le plan secant PQR' etait 
oblique au plan vertical de projection, et quand meme la generatrice (AD, A'D') 
serait assignee dans une position quelconque ; aussi nous engageons le lecteur k 
s'exercer sur de pareilles donnees. 

277. DES BRANCHES INFINIES. {Fig. 68.) II est trfes-important de savoir 
reconnaitre a priori si la section de Thyperboloide par un plan quelconque PQR^ 
pr^sentera ou non des branches infinies. A cet effet, il faudra mener par le centre 
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(0, D') du cercle de gorge, une droite Oa, D'A') parallfele a la g^neralrice (DA, 
D'A'), et tracer la circonf6rence ah que d^crit le pied [a, A!) de cette parallfele, 
quand elle tourne autour de Taxe vertical pour engendrer Xecdne asymptote; et 
com me on sait (n*^ 146) que toutes les aretes de ce cone sont respective m en t pa- 
ralleles aux diverses generatrices de rhyperboloide, il n*y aura qu'^ conduire par 
le sommet (0, D') un plan n parallfele k PQR', et voir si ce plan ir contient quelque 
ar^te de cette surface conique. 

i*^ Lorsque la trace horizontale du plan n ne rencontrera pas le cercle aft, base 
du c6ne asymptote, il n'y aura aucune arete de ce cdne, et cons6quemment aucunc 
generatrice de Thyperboloide, qui soii paraUSle auplan donrU PQR'; done aucun 
point de la section faite par ce dernier plan ne pourra 6tre situ^ k Tinflni^ et des lors 
cette section sera fermee et elliptique, 

2** Quand le plan it coupera la base ah du cdne asymptote en deux points, il 
existera sur ce cone deux aretes, et sur Thyperboloide deux couples de generatrices, 
qui seront parallfeles au plan PQR' : done la section faite par ce dernier dans rhy- 
perboloide, offrira deux hranches infinies et sera une hyperbole. D'ailleurs, chacun 
de ces deux couples de generatrices, compose de deux droites parallfeles, determi- 
nera un plan qui se trouvera bien tangent a I'hyperboloide (n® 1S5) dans le point 
de rencontre infiniment eioigne de ces lignes; ce sera done Tintersection de ce plan 
i^n%eni asyrhptotique par le plan donne PQR', qui fournira V asymptote de labranche 
correspondante. Ceci s'edaircira par Texemple du n** 278. 

3^ Enfin, si le plan n ne fait que toucher la base du cdne asymptote, il n'y aura 
plus sur ce c6ne qu'une seule arete, et sur Thyperboloide qu'a/i seul couple de ge- 
neratrices, qui soient parallfeles au plan donne PQR'; done la section n'offrira qu'une 
hranche injinie et sera uYie parabole. D'ailleurs elle n'admettra plus d'asymptote, 
parce que le plan tangent conduit par ces deux generatrices se trouvera lui-m^me 
parallfele au plan PQR', comme nous le verrons clairement au n^ 281. 

278. {Fig. 69.) Appliquons cesrfegles aucas de TepureGg, ou la generatrioe 
(ADB, A'D'A") est prolongee autant au-dessus qu'au-dessous du cercle de gorge 
(XDY, X'Y'), afin de limiter la surface aux deux cercles egaux A'B' et A'^B", proje- 
tes horizon talement sur AZBS. La generatrice du second systfeme serait (BDA, 
B'lTB"); et ces deux generatrices, transportees parallfelement jusqu'au centre 
(0, D'), determineraient le c6ne asymptole qui a pour base le cercle du rayon Oa. 
D'ailleurs, comme dans Tepure precedente, nous ne nous attacherons pas k effec- 
tuer la representation graphique de Tbyperboloide sur le plan vertical, oil il n'y 
aura que des lignes isoiees qui seront toutes visibles : ce sera seulement sur le plan 
horizontal que nous exprimerons la forme de la surface, en distinguant par des 
ponctuations diverses, les parties visibles et les parties cachees. Quant au plan 
secant, nous sommes convenus (n^ 108) qu'il serait regarde comme enleve, aprfes 
avoir coupe la surface, et qu'il n'en resterait que les traces PQ et QR'. 

Cela pose, si nous menons par le sommet (0* D') du cdne asymptote un plan 
D'ET parallfele k PQR', on voit qu'il coupe le ceicle Oa en deux poinCs E et F, et Ic 
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cone asymptote suivant deux aretes projet^es sur OF et OE. Done, en ne consid^- 
rant d'abord que la premiere OF, et lui menant deux parallMes &(x, cS, qui soient 
tangentes au cercle de gorge, ce seront Ik deux generatrices de Thyperboloide qui 
n'iront rencontrer le plan PQR' qu'k Tinfini et qui annonceront Texistence d'une 
branche indefiniment prolongee. Pour obtenir Tasymptote, j'observe que le plan 
tangent de Thyperboloide dans ce point infiniment 61oigne» devant contenir 
(n^ 153) les deux generatrices a& et 6e qui se coupent en ce point, aura pour trace 
horizontale la droite o£; et comme ce plan doit fournir par son intersection avec 
le plan PQR' Tasymptote demandiey cette ligne se trouvera ^videmment /TomMe a 
a&. Si done, par le point Q on se coupent les traces PQ et aS, on mene la droite 6u) 
parallele k a&y ce sera Tasymptote qu'il s'agissait de construire. 

279. On pourra repeter des constructions semblables pour la seconde branche 
infinie qui est indiquee par I'autre arete OE du c6ne asymptote; maic on doitaper- 
cevoir que, dans Top^ration precedente, le plan &aS qui touchait rbyperboloide k 
une distance infinie sur la g^neratrice &cc^ 6tait lui-m^me tangent au c6ne asymptote 
suivant Tarete OF. En effet, ce plan renferme le diametre dOc du celle de gorge, 
et consiquemment I'arSte OF; done sa trace passera par le point F et sera 6videm- 
ment perpendiculaire au rayon OF. D'apr^s cette remarque, il sufBra de mener au 
cercle du rayon OE, la tangente E9 qui, par sa rencontre aveC PQ, fournira le point 
9 par lequel on devra tirer Tasymptote ^ o) parallfelement k OE. Cette seconde 
asymptote devra couper la premiere en un point o) qui soit situ6 sur la droite 0P» 
puisque celle-ci (n^ 273) est toujours un axe de la courbe. 

280. Si Ton voulait n'employer qu'une seule des deux geueratrices (>a, iS, qui 
vont aboutir au point de contact de Tasymptote, on pourrait s'appuyer sur ce que 
la surface ^tant de revolution, le plan tangent doit £tre perpendiculaire au plan 
meridien qui passe par le point de contact (n^ 129). Or ici cc ^oint est a une dis- 
tance infinie sur a^; done le meridien correspondant est le plan vertical OF paraK 
lele a di : ainsi le plan tangent cherche aurait pour trace horizontale une droite per* 
pendiculaire k OF et men^e du point a, ce qui ferait bien retrouv^ la ligne oS dejk 
obtenue autrement. 

281. Si le plan D'FFmen^ par le sommet du cone asymptote, parall^Iement k 
PQR', touchait ce cone suivant une ardte unique, c'est*-k-dire s'il avait la position 
D'B'6, on voit bien (n^ 269) qu'il serait lui-meme tangent k Thyperboloide dans 
le point infiniment 6loigne situe sur la generatrice (BD, B'D') ; or, puisque ce plan 
tangent se trouverait ainsi parallele k PQR'* leur intersection serait transports tout 
enti^re k Tinfini ; de sorte que la courbe d'intersection presenterait bien encore one 
branche infimey mais qtd n^ aurait plus d' asymptote. 

282. [Fig. 69.) Maintenant, eifectuons le trace dela courbe suivant laquelle le 
plan PQR' coupe Thyperboloide, et cherchons d'abord les sommeu situds sur Yaxe 

(OP, R'Q). Nousavonsvu (n« 273) qu'il fallait tirer la droite (R'C, OC) parallfele \^ 

k la generatrice (AD, A'D'), et joindre les points G et A; mais comme la trace CA 
ne rencontre pas ici le cercle do rayon OP^ on doit en eonelure qu'il n'y a aucun 

16. 
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sommet reel sur Taxe en question^ et que la section est une hyperbole dont la ligne 
(OP, R'Q) est Vaxeimaginaire. Alors je cherebe \e centre en projetant le point de 
rencontre eo des deux asymptotes sur la ligne R'Q en co'; ou bien (n^274, 4^) je 
prends le milieu <«}' de Tintervalle des deux points / etiQ' oil le plan PQR' coupe les 
deux aretes extremes du c6ne asymptote; puis, en faisant une section borizontale 
par ce point gi>\ suivant la metbode du n^ 272, j'obtiens les deux sommets rdek 6 et 
H. Cette meme metbode appliqu^e a d'autres plans borizontaux, tels que M'V et 
V'W'^ qu'il sera bon de cboisir de maniere k fournir des sections egales dans les 
ieux nappes, fera trouver de nouveaux points M et N, fx et v, de la courbe cher- 
chee : en outre, cette ligne devra evidemment passer par les points T et S oil le 
cercle ABS est rencontre par la trace PQ du plan secant, aussi bien que par les poinb 
(Z, Z') et (U, Z') oil ce meme plan coupe le cercle superieur A^B". 

Enfin, comme le cercle de gorge X'Y' est rencontre par le plan PQR' en deux 
points projetes verticalement sur L', on en conclura leurs projections borizontales 
L et K, dans lesquelles ce cercle et Tbyperbole devront se toucher sur le plan bori- 
zontal. En effet, quoique les tangentes de ces courbes dans Tespace soient tres- 
distinctes Tune de I'autre, elles se trouvent toutes deux dans le plan tangent de 
rbyperbolo'ide qui, pour cbaque point du cercle de gorge, est evidemment ve/tMro/; 
d'oii il r^sulte que les projections borizontales de ces deux tangentes se confondront 
n^cessairement. 

Quant k la construction de la tangente k la section, pour un point quelconque 
(M, M'), elle s'efTectuerait par les memos moyens qu'au n^ 275. 

283. Babcutement. On effectuera cette operation comme dans I'epure prec^dente, 
en faisant toumer le plan PQR' autour de sa trace verticale QR', et en portant sur 
des perpendiculaires a cette cbarnibre, des distances M'm = IM, M'n = IN,.... 

Quant aux asymptotes^ on rabattra d'abord de la meme maniere le centre (o), co') 
en (b/'; puis, en rapportant les points f et 9 en 9^ et d^ on obtiendra (p"oi* et 0' t^" 
pour les asymptotes de la courbe rabattue. 

PROBLEME YIII. Intersection (Tune droite avec un hyperbololde de rivolution a 
une nappe. 

284. {Fig- 66.) Nous plagons ici ce probleme, parce qu'il n'est qu^une extension 
de celui que nous avons r^solu au n^ 273, pour une droite qui rencontrait Vuxe de 
la surface; et nous aliens ramener k ce cas particulier la question actuelle, oil la 
droite proposee aura une position quelconque. Soient done (0, O'Z') Taxe de Thy- 
perboloide, (ADB, A'D'B') la generatrice rectiligne, et (PQ, P'Q') la droite dont il 
s'agit de trouver les points d'intersection avec la surface. Nous la supposons ici 
amenee, par une rotation autour de I'axe, dans une situation parallMe au plan ver- 
tical : mais cette operation pr^liminaire est toujours fort aisee k effectuer (n^ 149) ; 
et comme d'ailleurs elle laissera le point d'intersection avec la surface, sur le meme 
parallele oil il etait situ6 d'abord, il sera bien facile de retrouver ce point dans la 
position primitive. 

285. Cela pose, si le plan vertical PQ rencontre le cercle de gorge decrit avec le 
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rayon OD, il coupera la surface donn^e que je designe par H,, suivant une hyper- 
bole dont Taxe r6el sera (XY, X^Y') et qui aura pour une de ses asymptotes la droite 
(A'B^PQ). II serait done facile, d'apres ces donn^es, de construire cette courbe 
sur le plan vertical, et sa rencontre avec VQ' ferait alors connaitre les points 
demandes; mais nous nous proposons d'arriver a ce resultat par des constructions 
directes et qui n'emploient que la ligne droite et le cercie. Pour cela, imaginons que 
rhyperbole dont nous venous de parler et qui contient les points cherch6s, tourne 
autour de la verticale <k> : elle produira ainsi un second hyperboloide k une nappe 
Ha dont le cercie de gorge sera (Xe^Y, X'Y') , et qui aura pour gen^ratrice rectiligne 
la droite (aS, A'B'); alors la question primitive se reduira evid^mment k trouver les 
points d'intersection de ce nouvel hyperboloide Ha avec la droite (PQ, P'Q') qui 
rencontre son axe (a>, O'Z'); et, par consequent, nous sommes ramen^s au pro-^ 
blemedun^273. 

On decrira done avec le rayon coP un cercie qui sera la base d'un cone auxUiaire 
ayant pour sommet le point (o), R'); puis, en menant la droite (R'C, ci>C) parallele 
k la generatrice, on determinera la trace aCd'un plan qui coupera ce cone suivant 
les aretes coE et coF. Ces derniferes lignes vont rencontrer la generatrice aux points 
(L, L') et (K, K'), que Ton ram^nera sur la droite proposee en (M', M) et (N', N); 
et cesderniers points seront ceux oi la droite (PQ, FQ') perce le second hyperbo- 
loide H3 et aussi le premier H^ . 

286. Si la projection horizontale PQ de la droite proposee se trouvait tangente 
au cercie de gorge decrit avec le rayon OD, le plan vertical PQ couperait evidem- 
ment Thyperboloide primitif Hj suivant deux droites projetees sur A'B' et sur la 
droite symetrique de cette derniere; des lors, la rencontre de ces deux droites avec 
FQ' fournirait immediatement les points cherch6s. 

287. Enfin, supposons, commedans la^^. 67, que la droite proposee (PQ, P'Q') 
se projette en dehors du cercie de gorge OD. Dans ce cas, le plan vertical PQ cou- 
perait encore la surface primitive H| suivant une hyperbole, mais son axe reel serait 
dirige suivant la verticale R; de sorte qu'en faisant tourner cette courbe autour de 
cette verticale, on obtiendrait un hyperboloide a deux nappes^ et le probleme no 
serait plus aussi simple. G'est pourquoi je renverse la question primitive, et je me 
propose de trouver les points d'intersection de la droite (AB, A'B'), avec Thyper- 
boloide H, que d^crirait (PQ, FQ') en tournant autour de la verticale 0, parce que 
ces nouveaux points de section seront evidemment k la meme hauteur que les 
premiers. 

Or, dans ce second hyperboloide H,, le cercie de gorge qui a pour rayon (OR, R') 
est necessairement coup6 par le plan vertical AB, et la question rentre tout a fait 
dans le casdu n**285 : ainsi, apres avoir decrit le cercie de gorge (XpY, X'Y') 
d'un troisi^me hyperboloide H4 qui aurait pour generatrice la droite (tt/s, P'R'), on 
trouvera, comme ci-dessus, les points (fx, M') et (v, N'), oil cette derniere ligne 
serait rencon tree par (AB, A'B') tournant autour de la verticale D; puis, il reste- 
rait k transporter ces deux points sur ( AB, A'B'), en les laissant k la meme hauteur. 
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Mais les derniers points ainsi obteaus devraient ensuite, pour le probleme primitif, 
dtre ramenes sur(PQt P'Q') en les laissant encore dans les memes plans horizon- 
taux; par consequent, Toperation se reduit k transporter immediatement les points 
{[I, W) et (v, N') en (M, M') et (N, N'), qui seront les poimts de rencontre de la 
droite (PQ, FQ') avec le premier hyperboloide H| decrit par la revolution de 
(AB| A'B') autour de la yerticale 0. 



^■■»» I 



CHAPITRE III. 

INTERSECTIONS DE DEUX SURFACES COURBES. 

PROBLEME I. Intersection de deuce cylindres quelconques. 

288. {Fig. 70.) Soient ABGKH la base ou la trace horizontale du premier cylin- 
dre, et (AZ, A'Z') une de ses generatrices; soient VLMYI et ( Vt', Yv') les donnees 
analogues pour le deuxi^me cylindre : on en d6duira aisement (n^ 109) le contour 
apparent de chacune de ces surfaces sur le plan horizontal et sur le plan vertical; 
puis, pour obtenir leur intersection, il faudra employer des plans secants qui soient 
paraUeles a la fois aiujc generatrices de Vun et de V autre cylindre^ et qui produiront 
ainsi» dans ces deux surfaces » des sections 6videmment rectilignes. A cet effet* 
menons par un point quelconque de I'arete (AZ, A'Z') une droite (ZR, Z'R') paral- 
lele aux generatrices du deuxieme cylindre, et construisons la trace horizontale RA 
du plan qui passerait par ces deux droites; alors nous n'aurons plus besoin que de 
tirer diverses parallMes k RA, pour etre certains que ce sont la les traces de plans 
propres k couper les deux cylindres suivant des generatrices rectilignes. 

289. Consid^rons le plan secant RA : il coupe le premier cylindre suivant deux 
aretes projetees sur Aaa et Cc^, et le second cylindre suivant des aretes projetees 
sur L/ et Q^; par consequent, ces quatre droites qui sont dans un meme plan, four- 
niront par la rencontre de leurs projections quatre points a, a, c, 7, appartenant k la 
projection horizontale de I'intersection des deux cylindres. Ensuite, si Ton projette 
sur la ligne de terre les pieds A, C, L, Q, de ces aretes, on en conclura leurs pro- 
jections verticales qui fourniront aussi par leurs rencontres mutuelles, les points 
o!f a', c^, y, de la courbe d'intersection projelee sur le plan vertical; d'ailleurs il fau- 
dra, comme verification, que ces points a et a\ ol et cc',... se trouvent deux a deux 
sur des droites perpendiculaires k la ligne de terre. 

On agira de meme pour d'autres plans secants parallfeles a RA ; mais il est bon de 
commencer Fepure par determiner les points remarquables dont nous aliens parlert 
parce que ceux-la sont essentiels a construire, et qu'on pourra ensuite proportion- 
ner le nombre des plans secants intermediaires, aux intervalles qui resteront entre 
les points deja obtenus. 

290. Points sur ks plans linutes. Si Ton tire parallMement k RA des droites MNBt 
GHI9 dont chacune soit tangente a Vune des bases et en meme temps secante par rap^ 
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port A V autre hase^ ces droites seront les traces de deux plans limites entre lesquels 
se trouveront compris tous les points qui sont communs aux deux surfaces; car, au 
dehors de ces limites, on voit bien que les plans secants parall^Ies k RA ne pour- 
raient plus couper qu*un seul des deux cylindres. D'ailleurs, si Ton applique au 
plan RINB la methode generale exposee au tiumero pr6c6dent, on obtiendra deux 
points (6, §') et (6, ft') dans lesquels les generatrices (Mm, M'm') et(Nn, N'n') 
se trouveront tangentes A la courbe d' intersection dans Tespace; et, par Buite, ce 
contact devra se verifier sur les deu(t plans de projection, Comme on le voit dans 
notre epure. En effet, la droite (MS, M'fi') est ividemment dans le plan qui ton-* 
cherait le cylindre LMN au point (6, S'); tnais eVIe est aussi dans le plan s6caftt 
MB6 qui, par hypothese, se trouve tangent au cylindre ABC le long de Tarftte B6 : 
done cette droite (MS, M'§') est T intersection des plans tangents aux deux surfaces 
dans le point (S, 8'), et consequetnment (n'^SlS) elle est bien tangente d la courbe 
suivant laquelle se coupent ces deux surfaces. 

On prouvera de meme que TarMe (T{6, N'ft') est tangente \ la courbe dMnter- 
section au point (6, ft'); et, pareillement, le plan limite GHI fournira deux points 
{g, g) et(A, k) dans lesquels la courbe sera toucb6e par les arfetes(6^, 6'g^') et 
(HA,H'A'). 

291. Points sur hs contours apparents . On fera passer des plans secants paralleles 
Ji RA, par les points A, K, X, Y {*), od aboutissent les aretes qui forment le contour 
apparent de chaque cylindre sur le plan horizontal; puis, par la methode gen6rale 
du n^289, on obtiendra les points (a, ei'), (a, a'), (tt, tt'), (9, 9'), (rf, ef' ), dans les- 
quels la courbe touchera^ mais seulement 5Mr/c/>/an horizontal, les arfetes correspon- 
dantes. En effet, au point (a, a') par exemple, la tangente dela courbe dans Tes- 
pace est distincte de la g6neratrice (Aa, A' a') : mais ces droites sont contenues 
toutes deux dans le plan tangent le long de ( Aa, A' a'), et comme iei ce plan est 
necessairement v^rlica/, il en risulte que la projection horizontale de cette genera- 
trice coincidera avec celle de la tangente; par consequent, elle devra toucher la pro- 
jection de la courbe sur le plan horizontal, tandis qu'il n'en sera pas de m^me sur 
le plan vertical. 

Observons, d'ailleurs, que ce sera toujours dans quelques-uns des points dont 
nous venons de parler que se fera le passage de la partie visible a la partie invisible 
de la courbe d 'intersect! on, consider^e en projection horizontate. Au surplus, 
nous donnerons bientdt une r^gle generate pour distinguer ces parties les unes des 
autres. 

292. De mgme, si par les pieds V, U, T, G, des arfetes qui forment le contour 
apparent de chaque cylindre sur le plan vertical, on mfene des plans secants paral- 
l^les hRA, on obtiendra des points tels que (£, s'), dans lesquels la courbe iouohera, 

mais seuhment sarte plan vertical, les aretes correspondantes telles que (Ye^ Y't')* 

— I  - I -  —  —  — ^ - ' — 

(*) lei o(i le point K se trouve hors des plans Hmites, il est inutile de mener iin plan stont par ce 
point. ' 
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En eifety cette gen^ratrice et la tangente de la courbe au point (€, t') sont toutes 
deux dans le plan tangent le long de (Ye, W) ; or ce plan etant ici perpendiculaire 
au plan vertical, les projections verticales de ces deux droites se confondent n^ces- 
sairement, tandisqu'il n'en est pas de meme de leurs projections horizontales. Quant 
k Tarete {Gg^ G'g'), elle touche, il est vrai, la courbe sur lesMeux plans de pro- 
jection a la fois; mais cela tient a ce que, dans la figure actuelle, cette generatrice 
se trouve a la fois sur le contour apparent et dans le plan limite GHL 

Enfin, ce sera aussi dans quelques-uns des points dont nous venous de parler, 
que se fera le passage de la partie visible de la courbe a la partie invisible sur le plan 
vertical, parties qui ne sont pas les monies que pour la projection horizontale, puis- 
que le point de vue est different (n^ 106). 

293. La tangente en un point qudconque [t^ t') de la courbe d'intersectioui sera 
fournie par I'intersection des deux plans qui touchent les cylindres le long des 
aretes T^ et S^ : or les traces horizontales de ces plans sont les droites Td etSd tan- 
gentes aux bases dans les points T et S ; done le point d oil se coupent ces deux 
droites, appartient k la tangente demand^Ci laquelle est par consequent Qt. 

Lorsque le point Q ou vont se rencontrer les traces des deux plans tangents, se 
trouvera trop 61oigne, comme cela arrive dans notre ^pure, on pourra y suppleer 
de la mani^re suivante. Le plan secant MNB parallMe aux generatrices des deux 
cylindres k la fois, doit couper le plan tangent Sd suivant une droite fxoi) parallele k 
S^ et le plan tangent Td suivant une autre droite Xo parallele k Tt\ done le point oi> 
ou se rencontrent les lignes X(«) et fxco, est necessairement commun aux deux plans 
tangents^ et cons^quemment c'est un point de la tangente cberchee ^od. 

Nousn'avons parle jusqu'ici que de la projection horizontale de la tangente, parce 
que le point (/, t') que nous avons choisi pour plus de clarte, se trouvant place sur 
le contour apparent relatif au plan vertical, la tangente est projetee sur ce meme 
plan, suivant I'arete T/'; mais, dans un autre cas, il sufdra de projeter surlaligne 
de terre le pied de la tangente, et de le joindre avec t'\ ou bien, on construira aise* 
ment les projections verticales des deux droites auxiliaires Xca et fxci) qui, par leur 
rencontre, fourniront un point o) de la tangente projetee sur le plan vertical. 

294. Remarque I. [Fig, 70,) Pour distinguer sur la courbe d'intersection des 
deux cylindres, les parties visibles d'avec les parties invisibles en projection hori- 
zontale, il faut observer que si le cylindre ABK existait seul dans Tepure, les aretes 
qui aboutissent sur Tare ABK seraient toutes visibles, tandis que celles qui torn- 
bent sur Tare AHK ne le seraient pas : de meme, si le cylindre XMY subsistait seul, 
les aretes visibles seraient celles qui aboutissei^ sur Tare XYY, tandis que toutes les 
autres ne seraient pas vues. Mais lorsque les deux cylindres existeront simultane- 
ment, il pourra arriver qu*une arete visible sur le premier se trouve cach^e en partie 
par le second ; toutefois si cette arete vient k rencontrer une generatrice aussi visible 
sur ce dernier cylindre, alors elle redeviendra visible en cet endiroit. D'un autre 
cote, lorsqu'un point se trouvera sur une arSte qui serait invisible, en ne conside- 
rant que le cylindre auquel elle appartient, il est Evident qu'k plus forte raison ce 
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point demeurera invisible, quand les deux cylindres existeront a la fois ; par conse- 
quent, nous pouvons poser les deux regies suivantes : 

Un point de la courhe d intersection sera visible, hrsquil sera foumi par la ren-^ 
centre de deux aretes visibles Vune et Vautre^ surchaque cyUndre considerd isolement. 

Un point de I' intersection sera invisible, quand il proviendra de la rencontre de 
deux aretes dont une, au moins^ sera invisible sur le cylindre auquel elle appartient. , 

Le lecteup fera aisement I'application de ces regies a la projection horizontale 
de rintersection de deux cylindres, puisque nous avons indique plus haut quelles 
etaient les aretes visibles sur chaque surface consid^ree isolement; et par la, il se 
rendra compte des parties pleines ou ponctudes que presente notre epure. Quant a 
la projection verticale, les rfegles ppec6dentes s'appliqueront egalement, pourvu 
qu'on se rappelle que, relativement a cette projection, les seules aretes visibles sur 
le premier cylindre considere isolement, sont celles qui aboutissent sur Tare TAG. 
et que les aretes visibles du deuxieme cylindre aboutissent toutes sur Tare VMU. 

295. Remarque IL {Fig. 70.) La rencontre des deux cylindres pent avoir lieu 
par arrachement ou par penetration. II y a armchement^ lorsque les traces MNB et 
GHI des deux plans limites sont, comme dans I'epure actuelle, tangentes Tune a 
la base ABKH, et Tautre a la base XMY, parce qu'alors, sur chaque cylindre, il 
existe des generatrices qui ne contiennent aucun point de Tintersection, et qu'ainsi 
ces deux corps ne font que sarracher mutuellement une partie de leur surface, 
tandis que les portions correspondantes aux arcs MON et HKG, conservent leur in- 
tegrite dans toute leur longueur. En outre, il importe d'obsei*ver que, dans ce cas, 
toutes les parties de I'intersection formeront une branche unique et non interrompuef 
qu'un point mobile pourra parcourir d'un mouvement continu, sans cesser d'etre 
sur les deux cylindres a la fois. 

Au contraire, quand les traces GHI et GAO des deux plans limites seront tan- 
gentes a la mSme base, comme dans \^fig* 70 his^ alors il y dLur^ penetration, parce 
que toutes les generatrices du cylindre XOY entreront dans Tautre corps, ety trace- 
rontsur la nappe correspondante a Tare AH, une premiere branche fermee; puis, 
elles sortiront du cylindre par une seconde branche aussi fermee, et situee sur la 
nappe GG. D'ailleurs ces deux courbes dentrie et de sortie seront totalement dis- 
tinctes, et n'auront aucune partie commune par oil un point mobile puisse passer 
de Tune a I'autre sans interruption; puisqu'elles se trouveront separees, sur le grand 
cylindre, par les nappes ABG et HKG oil il n'existe aucun point de Tintersection. 

Pour mettre sous les yeux du lecteur la reunion des formes les plus remarquables 
que pent offrir la rencontre de deux cylindres, nous avons construit sur l^ifig. 7 r , 
1" rintersection du cylindre vertical (XY,X'X"Y''Y') avec un cylindre oblique dont 
la base est le cercle (AB, A'B'); il y a ici penetration et deux branches separees, 
parce que les plans limites p^ret PQR sont tangents k la memo base; 2^ I'intersection 
du meme cylindre vertical avec un cylindre oblique ayantpour base (GD,G'D'), et 
i'on trouve ici une courbe k nceud, parce qu'un des deux plans limites pqr et ST 
se trouve tangent aux deux bases a la fois; 3** I'intersection du premier cylindre XY 
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avec le cylindre oblique qui aurait pour base (EF, ET), et il y a ici anucJtemeni 
parceque las deux plans limitesp^ret LT sont tangents a des bases differentes. Da 
reste, la construction de ces courbes n'a pas besoin d'explications* d'apres la me- 
tbode gen^rale expos^e aux n^ 288^291; nous ferbns seulement observer que, 
si deux generatrices appartenant aux contours apparents, comme (X,X'X'') et 
(FG, F'G"), se trouvaient dans un meme plan, la courbe presenterait en x' un point 
darrit, oil Tune des branches serait tangente a la verticale X'X", et Tautre a la 
g6n6ratriceFG". 

296. Remarque III. Dans tous les cas, Tintersection n'aura pas de hranohe in^ 
firde, si les deux bases sont des courbes fermdes. En eiTet, pour qu'il existat une 

branche qui s'^tendit indefiniment, il faudrait qu'il se trouvat sur un des cylindres 
une gen6ratrice parallele a une generatrice de I'autre ; mais alors, d'apres la nature 
de ces surfaces, toutes les generatrices seraient parall^les entre elles dans les deux 
corps, et rintersection n'aurait plus lieu; ou bien, elle se reduirait k une ouplu-^ 
sieurs droites correspondant aux points de rencontre des deux bases, genre de ligne 
qui n'exige aucune discussion. 

Quand les deux bases, ou Tune d'entre elles, seront des courbes indefinies, il 
suffira d'examiner la position des plans lindtes (n^ 290) par rapport k ces bases, 
pour reconnaitre si quelqu'un des plans secants interm^diaires pent aller couper 
i'une des bases k une distance infinie. 

PROBLEME II. Intersection de deux cdnes a bases quelconques. 

297. {Fig. 7a.) Soient (S , S') le sommet du premier cone, et AB la courbe qui 
lui sert de base sur le plan horizontal : soient (T,T') et DE les donnees analogues 
pour le deuxieme cone ; alors, en menant aux bases des tangentes pcrpendiculaires 
a la ligne de terre, on obtiendra les droites S'A' et S'B', T'D' et T'E', pour les cod- 
tours apparents de ces deux surfaces sur le plan vertical. Quant au plan horizontal, 
il n'y a d'autres limites que les traces AB et DE; car ici les sonnmets se trouvant 
projetes au dedans des bases, il est impossible de mener k ces courbes des tangentes 
partant des points S etT (n^ 119 ), ce qui serait necessaire pour obtenir des plans 
tangents verticaux. Nous ferons d'ailleurs abstraction des nappes superieures des 
deux cones, afin de ne pas rendre invisible, sur le plan horizontal, la branche 
d'intersection qui proviendra des nappes inferieures, et qui doit fixer specialement 
notre attention. 

298. Pour obtenir I'intersection de ces deux cdnes, nous emploierons divers 
plans sicants conduits tous suivant la droite (ST, S'T) qui joint les deux sommets; car 
de tels plans ne produiront dans les deux surfaces que des sections rectilignes faciles 
k construire, et d'ailleurs leurs traces horizontales devront evidemment passer 
toutes par le point R. Considerons done celui de ces plans qui a pour trace la droite 
quelconque RIFGU : il coupe le cone T suivant deux generatrices projetees sur TF 
etTG, et le cdne S suivant deux generatrices projetees sur SI et SH; or, cette der- 
niere droite rencontrant les prec^dentes aux points K et M, il s'ensuit que ces deux 
points appartiennent k la projection horizontale de Tintersection demandee. Nous 
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n^gligerons ici les points de section qui seraient fournis par Tarete SI, attendu 
que cette droite ne va couper les generatrices TF et TG qu*au dela du sommet T, 
et que, par consequent, ces points appartiendraient k la branche d'intersection 
situee sur les nappes superieures, dont nous sommes convenus de faire abstraction. 
Quant au plan vertical, il sufBra de projeter sur la ligne de terre les pieds F, G, 
H, des generatrices que nous venons de combiner, et leurs projections verticaies 
T'F', TG', S'H', foumiront par leurs rencontres les points K' et M' de la courbe 
d'intersection projetee sur ce plan; d'ailleurs, on sait que ces derniers points de- 
TTont Hve lies avec K et M par la condition de se trouver deux k deux sur une meme 
perpendiculaire k la ligne de terre; ce qui pourrait aussi servir k deduire ceux-lk 
des autres, en n'employant que la seule g^neratrice S'H' sur le plan vertical. On 
operera d'une maniere toute semblable, pour d'autres droites partant du point R : 
mais nous recommandons de commencer le trac6 de I'epure, par la recherche 
des diveTspoints remarquables Aont nous allons parler; parce que ceux-ci sont es- 
sentiels k construire, et qu'une fois leur position fixee, il sera facile de propor- 
tionner le nombre des plans secants intermediaires, aux intcrvalles qui resteront 
entre les points dejk obtenus. 

299. Points sur les plans Umites. {Fig. 72.) Si la trace R de la ligne (ST, S'T') 
n'est pas placee en dedans des deux bases, on pourra mener de ce point deux droites 
RPQ et RUV dont chacune soit k la fois tangente a Vune des bases et sicantepar 
rapport a V autre : alors ces droites seront les traces des plans secants Umites; car on 
voit bien que tout plan men^ par les deux sommets, et qui se trouverait hors de Tes- 
pace angulaire YRQ, ne rencontrerait plus qu'un seul des cones, et, consequemment, 
ne pourrait renfermer aucun point de leur intersection. D'ailleurs, si Ton applique 
au plan limite RPQ le mode general de construction indique au numero precedent, 
on obtiendra le point (L, L') dans lequel la g6n6ratrice (SLQ, S'L'Q') se trouvera 
tangente a la courbe d* intersection At^ns Tespace, et ce contact devra se verifier sur 
les deux plans de projection, comme on le voit dans notre 6pure. En effet, la genera- 
trice (SQ, S'Q') est contenue dans le plan limite RQ qui, par hypothese, se trouve 
tangent au cone T suivant 1* arete TLP, et, par suite, dans le point (L, L') ; mais cette 
g^^ratrice (SQ, S'Q') se trouve aussi evidemment dans le plan qui toucheraitle 
cdne Sau point (L, L'); doncelle est Tintersection des plans tangents menes aux 
deux surfaces par le point (L, L'), et, par consequent (n^ 213), elle est bien 
tangente k la courbe suivant laquelle se coupent ces surfaces. 

On prouvera de meme que le plan limite RUV fournit un point (N, N'), dans 
lequel la courbe est touchee par Tarete (SV, S'V) sur les deux plans de projection. 

300. Points sur les contours apparents. On fera passer des plans secants par les 
points B, E, D, ou aboutissent les aretes qui forment le contour apparent de chaque 
surface, et par la m^thode generate du n® 298, on obtiendra les points (S, S'), (i, ft'), 
(c, s') {&f rf'), dans lesquelsla courbe touchera, mais sen\ement sur le plan vertical, 
les aretes correspondantes. En effet, au point (S, §') par exemple, la tangente de 
la courbe dans I'espace est trbs-distincte de la generatrice (SB, S'B') : mais ces 
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droites sont toutes deux dans le plan S'B'B tangent le long de cette gen6ratrice; et 
comme ce plan est evidemment perpendiculaire au plan vertical, il en resulte que la 
tangente et la generatrice dont nous parlons se confondront en projection verticale; 
par consequent, il faudra que la doite S'B' louche la courbesur le plan vertical, tan- 
dis que SB sera loin d'etre tangente a la projection horizontals 

Observons, d'ailleurs, que ce sera toujours dans quelques-uns des points dont 
nous venons de parler qu'aura lieu le passage de la partie visible a la partie irwisible 
de la courbe d'intersection ; c'est pourquoi il est tres-important de construire les 
points situessur les contours apparents, preferablement a d'autres points qui seraient 
meme trbs-voisins de ceux-la. Au surplus, nous donnerons bientot une rfegle gene- 
rale pour discerner les arcs visibles d'avec les arcs invisibles sur la courbe d'inter- 
section. 

301. {Fig. 'J2.) La tangente en un point quelconque (M, M') de cette courbe» 
sera fournie (n^2i3) par I'intersection des deux plans qui touchent les cdnes sui- 
vant les aretes SMH et TMG : or les traces horizontales de ces plans sont les droites 
Hd et 69 tangentes aux bases; done le point Q ou se coupent ces derni^res droites, 
est le pied de la tangente qui, par consequent, a pour projection horizontale la 
droite dM. Quant k la projection verticale d'M', on I'obtiendra en projetant le point 
sur la ligne de terre en Q'. 

302. On pent encore se proposer de trouver le point le plus bas et le point le 
plus haut de la courbe d'intersection, c'est-a-dire ceux oil la tangente sera horizon- 
tale. Pour cela, il faudra d'abord chercher un plan secant Ra?X tel, qu'il coupe les 
bases en deux points x et X, pour lesquels les tangentes arf et XY se trouvent pa-* 
ralleles : cette premiere recherche, qui sera plus ou moins facile selon la nature des 
courbes AHB et D6E, pourra toujours s'efTectuer d'une manibre suffisamment 
exacte, par un petit nombre d'essais faits sur diverses secantes menees du point R, 
et pour lesquelles les tangentes aux deux bases convergeront en sens contraire. 
Cela pose, on appliquera au plan secant Ra^X la methode gen^rale du n^ 298, et 
Ton obtiendra un point (§, §'), pour lequel la tangente a la courbe d'intersection 
serait k la fois dans les deux plans tangents le long des aretes Tj?etSX; mais ceux-ci 
ayant des traces xy et XY, qui, par hypothese, sont paralleles entre elles, ne pour- 
ront se couper que suivant une droite parall^le aussi k XY, et par consequent Ao/r- 
zontale. Done le point (§, S,') sera le point le plus bas de la courbe d'intersection, 
et Ton trouverait le point le plus haut d'une maniere analogue. 

303. Remarque I. {Fig. 7a.) Pour discerner sur la projection verticale de I'in- 
tersection les arcs visibles d'avec ceux qui ne le sont pas, il faut observer que si le 
cone S existait seul dans I'epure, les aretes qui aboutissent sur Tare AQB seraient 
toutes visibles sur le plan vertical, tandis que celled qui tombent sur I'arc AYB ne 
seraient pas vues; de meme si le cdne T subsistait seul, les aretes visibles de cette 
surface seraient celles qui aboutissent sur DPE, tandis que toutes les autres seraient 
invisibles. Mais lorsque les deux c6nes existeront simultanement, comme dans la 
question actuelle, il pourra se faire qu'une arete visible sur le premier se trouve 
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caehee en totalite ou en partie par le second ; neanmoins si cette arete vient k ren- 
contrer une generatrice aussi visible sur cette derniere surface^ alors il est clair 
qu'elle redeviendra visible en cet endroit. D'un autre cdte, lorsqu'un point se trouve 
sur une arete qui serait invisible en ne considerant que le cone auquel elle appar- 
tienty il est certain qu'a plus forte raison ce point restera invisible, quand les deux 
surfaces existeront a la fois. Par consequent, nous pouvons poser les deux regies 
suivantes, au moyen desquelles le lecteur se rendra aisement compte des parties 
pleines oxxpontudes que renferme notre epure sur le plan vertical. 

Un point de la courbe (T intersection ^era* visible, lorsqu! il sera found par la renr- 
contre de deux gi^ni^ratriges visibles Vune et V autre sur chaque surface considdrde 
isolement. 

Un point de V intersection sera ir^ visible, quand ilj^roviendra de la rencontre de 
deux gindratrices no^T ui^e, aumoins^ sera invisible sur la surface a laqueUe elle 
appartient. 

Ges deux regies sont egalement vraies pour la projection horizontale; mais ici 
oil les deux sommets se trouvent projetes en dedans des bases, il n'existe pas de 
plan tangent qui soit verticals et par suite (n^ 106) toutes les aretes des deux cdnes 
sont visibles sur le plan horizontal, lorsque chaque surface existe seule et que Ton 
fait abstraction des nappes superieures, comme nous en sommes convenus dans les 
donnees de la question. Par consequent, Tapplication de la premiere regie nous 
montre que la courbe d'intersection est visible en totalite sur le plan horizontal, et 
qu'ainsi elle doit etre marquee en trait plein. 

304. Observons encore que les regies precedentes sont aussi applicables a Tin- 
tersection de deux surfaces quelconques, pourvu que Ton entende par le mot 
gindratrice, la ligne droite ou courbe qui, par son mouvement, produit la surface 
particuliere dont il est question; et qu'apr^s avoir determine (n^ 106) le contour 
apparent de cette surface sur chacun des plans fixes, on s'attache k reconnaitre 
quelles sont les portions de generatrices, situees en avant ou au-dessus de ce contour 
apparent. 

305. Itemarque II. Dans I'intersection de deux c6nes, comme dans celle de deux 
cylindres (n® 295), il pent y dLyoiv penStration ou arrachement. Le premier cas 
arrive dans Tepure actuelle, parce que les traces RUV, RPQ, des deux plans limites 
sont tangentes a /la mSme base; mais cette pdndtration n'exclut pas toujours Texis- 
tence de branches infinies, comme on le verra dans Tepure 73. II y aurait arrache^ 
ment si Tun des plans limites se trouvait tangent a la premiere base, et Tautre tan- 
gent a la seconde. 

306. DES BRANCHES INFINIES. {Fig. 73.) Prenons pour exemple de cette 
recherche, le cone qui a pour sommet (S, S') et pour base la courbe AHNB, avec le 
cone qui a pour sommet (T, T') et pour base la courbe DFME. Ce n'est pas en exa- 
minant si les deux bases donnees par la question se coupent ou non , que Ton 
pourra se prononcer sur I'existence de branches infinies dans Tintersection des deux 
surfaces; mais c'est en cherchant sd existe, sur un des cdnes, quelque gSnSm^ 
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trice qui $&aparaUHe a une des gindratrices de Vautre cdne; car, lorsque cette con- 
dition n'aura pas lieu, la rencontre de deux generatrices ne pourra jamais se faire 
qu*a une distance finie, et cons^quemment aucune branche de {'intersection ne 
se prolongera indefiniment, meme quand les bases seraient ouvertes, comme des 
paraboles. 

Maintenant, pour reconnaitre s'il existe des generatrices qui soient parallMes, 
on fera mouvoir le cone S, paraUilement a lui-mSme^ le long de la ligne (ST, S'T'), 
jusqu'a ce que son sommet soit Tenu en (T, T'), et Ton eonstruira la nouvelle base 
abon ia trace horizontale de ce cone ainsi transports que je dSsignerai par S^. Cette 
base ^, qui sera semblable k AB, s'obtiendra generalement en menant du point 
(T, T') des paralleles aux diverses generatrices du cone primitif S; mais si la base 
AB de ce dernier est uneercle, comme dans notre epure, il suffira evidemment de 
tirerladroite(r<,Ta)pafaUelea(S'A', SA), et la droite {Tb\ lb) parallele k 
(S'B', SB), puis de decrire un cercle sur ab comme dianlMre. 

507. Cela pose, s'il arrivait que la nouvelle base ab n'eut aucun point commun 
avec la base DE, on pourrait affirmer que les cdnes S2 et T n'ont point d'arSte com- 
mune, et par suite que les c6nes S et T n'avaient point d'aretes paralleles. Done, 
dans C6 eas, Tintersection des deux cones primidfs n^admettrait aucune branche 
infinie. 

306. Si, comme dans repure actuelle, la base ab coupe quelque part, en Q par 
exemple, la base DE du cdne immobile T, les deux cones 63 et T auront une gene- 
ratrice commune projeiee sur TQ; puis, lorsque Ton ramenera Sj en S, cette generSi- 
trice deviendra Tarete SP parallele a TQ ; et, comme verification, il faudra que les 
points P et Q se trouvent en ligne droite avec R, puisque RPQ sera la trace du plan 
qui contient ces deux generatrices parallels. Dans ce cas, il existera certainement 
une branche d'intersection eyfJiV..., qui convergera vers le point infiniment eioigne 
ou les deux aretes paralleles SP et TQ tendent a se rencontrer. 

Le second point de section q oh se coupent les bases ab et DE, fournira aussip 
sur les cones primitifs, deux generatrices paralleles projetees suivant Iq et Sp; et 
celles-ci indiqueront Texistence d'une autre branche d'intersection fU... qui sera 
encore intinie. 

ZOd. Des asymptotes. Une parallele droite etant la tangente de la courbe pour le 
point infinimeni; eioigne ou convergent les deux generatrices paralleles SP et TQ, 
elle sera fournie par Tintersection des plans tangents aux deux c6nes, le long de 
ces generatrices. Or, comme ces plans out pour traces horizontales les droites P9 et 
QO tangentes aux bases, le point ou ces traces se couperont, appartiendra k I'a- 
symptote demandee, laquelle sera la droite dci) menee paralielement k TQ ; car les 
plans tangents dont nous parlous, sont tons deux paralleles k cette generatrice. L'a- 
symptote §a> de Tautre branche infinie, s'obtiendra d'une maniere semblable; mais 
par suite de la symetrie que nous avons adoptee ici pour les donnees, de part et 
d'autre du plan vertical RTS, cette seconde asymptote devra couper la premiere sur 
la droite RTS. 



CHAPITRE III. — INTEASECnOMS DE DEUX SURFACES COCRBES. f35 

310. Branche infinie sans asymptote, S'il fut arrive, aprfes la constructioo du 
n^306, que la base ab du cdne. transporte Sj eut louche en Q la base DE du cone 
immobile T, ces deux surfaces auraient eu encore une arete commune TQ, et les 
deux cones S et T auraient present^ aussi deux generatrices paralleles SP et TQ; 
consequemment I'intersection de ces surfaces offrirait encore une branche infinie, 
maiscette courbe n'admettrait plus d'asymptote. En effet, dans I'hypothese actuelle, 
les bases ab et DE ayant une tangente commune en Q, les plans tangents aux cones 
Sj et T le long de I'arfete TQ, coincideraient entiferement; done, lorsque S, serait 
ramene parallelement Ji lui-meme dans la position primitive S, les plans tangents 
le long des generatrices SP et TQ se trouveraient paralleles entre eux; et des lors 
leur intersection, qui doit etre I'asymptote demandee, se transporterait tout entifere 
^ une distance infinie, c'est-a-dire qu'elle n'existerait plus pour nous. C'est ce qui 
arrive dans une parabole du second degre, ou les tangentes n'ont pas de limite 
finie. 

Ainsi, generalement, c\\2l(]}xc point de section entre les bases ab etDE, indiquera 
Texistence d'une branche infinie douee d'asymptote ; et chaque jpoinf de contoc/ entre 
ces memes bases, annoncera la presence d'une branche infinie depourvue d'asymp-^ 
tote. Au reste, ces deux circonstances peuvent se presenter a la fois dans I'interseo- 
tion des deux memes surfaces coniques. 

511. Apr^s ces recherches preliminaires sur la nature de I'intersection, occu- 
pons-nous de construire les diverses branches de cette courbe, et menons d'abord 
les deux plans limites dont les traces RL, RK, sont tangentes au cercle AB et secantes 
a Tellipse DE. Chacune de ces traces, par exemple RL, fournira trois aretes pro- 
jetees sur SN, TM, TL, et situees dans le meme plan ; done leurs rencontres donne- 
neront deux points X et /x ou la courbe sera touchee par les generatrices TL et TM 
(n^ 299). Pour un autre plan secant RIGHF situe entre les plans limites, on obtien- 
dra quatre aretes qui fourniront seulement trois points 7, 9,/, de Tintersection, 
parce que la rencontre des deux generatrices SH et TG n'aurait lieu ici qu'au dela 
des sommets T et S, et par consequent sur les nappes superieures des deux cdnes, 
dont nous faisons abstraction par le meme motif qu'au n^ 297. 

Les points dont nous venons de determiner les projections horizontales, se retrou- 
veront sur le plan vertical, en projetant sur la ligne de terre les pieds des genera- 
trices fournies par chaque plan secant, et en joignant ces derniers points avec T' et 
9'. D'ailleurs, si Ton considere les generatrices relatives au contour apparent des 
deux c6nes, et qui, d'aprfes la disposition actuelle des donnees, sont toutes quatre 
aitu^es dans le plan vertical RTS, on obtiendra immediatement les points d\ c^, £% 
qu'ilfaudra projeter sur RT en rf, e>, g; puis, comme les points V et U, oil se cou- 
pent les deux bases, font ^videmment partie de I'intersection des deux cones, cette 
eourbe se prtoentera ici sous la forme de deux branches distinctes 

{dfkcp&xd, d'f/Vd") et (V/iyEU, V>'£'). 

312. II y aurait une troisieme branche d'intersection, si nous avions eu ^ard 
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aux deux nappes superieures : mais, dans tous les cas ou les bases des deux cdnes 
seront des courbesdu second degre, la totalite des branches de Tintersection devra 
former, sur chaque plan de projection, un systeme de lignes qu'une droite ne puisse 
rencontrer en plus de quatre points. En effet, les equations de deux surfaces coni- 
ques 6tant alors elles-memes du second degre, ne pourront conduire par Telimina- 
tion d'une des variables x, y^ z, qu'a une equation finale du quatrifeme degre au 
plus; de sorte que la combinaison de cette derniere equation avec celle d'une droite 
quelconque, ne fournira janiais plus de quatre solutions communes. 

313. Dans Tepure actuelle, nous avons dispose les deux bases et les sommets 
de telle sorte, que le plan vertical RTS partage evidemment, en deux parties egales, 
toutes les cordes qui lui sont perpendiculaires dans chacune des surfaces coniques, 
comme UV, LE,...; ainsi, ce plan est un plan principal commun a ces deux sur^ 
faces du second degrd. Or, on sait qu'alors la courbe d'intersection est non-seule- 
ment symetrique des deux cotes de ce plan, mais qu'en outre elle se projette en 
totalite sur ce plan principal, suivant une ligne du second degre (*) ; par consequent, 
les courbes c'fx'V et c^X'df' sont ici des portions d'une meme hyperbole. D'ailleurs, 
la branche X'(^ prolongee jusqu'a la rencontre des deux generatrices A'S' et E'T', 
commencerait alors k recevoir la projection de la courbe suivant laquelle se cou- 
pent les nappes superieures des deux cones. 

314. C'est encore par suite de la symetrie que presenle l' intersection de ces deux 
cdnes, de part et d'autre du plan vertical RTS, que cette courbe vient couper brus- 
quement les generatrices du contour apparent aux points J', (f et s^ au lieu qu'en 
general, une courbe situee sur une surface quelconque doit toucher^ en projection^ le 
contour apparent dans le point ou elle le rencontre. En effet, pour ce point, la tan- 
gente dela courbe et celle du contour apparent sont toutes deux situees dansun plan 
tangent qui se trouve perpendiculaire (n° 106) au plan de projection, et, par con- 
sequent, les projections de ces deux tangentes se confondent : mais, lorsqu'il 
arrive, comme ici au point (rf, rf'), que la tangente de la courbe se trouve perpen-- 
dicukdre au plan vertical^ alors la projection de cette droite se reduit k un point 
unique d\ et V element qui eut ete commun a la courbe et au contour apparent, 
venant a s'evanouir sur la projection verticale, ces deux lignes n'oifrent plus de 
contact entre elles. 

315. {Fig, 73.) En projetant le point d ou § sur la ligne de terre, et menant une 
parallele a la generatrice T'Q', on aurait I'asyraptote commune aux deux branches 
jx'V et X'(^ de I'hyperbole qui revolt la projection verticale de l' intersection; mais 
les considerations prec^dentes ne fournissent pas la seconde asymptote de cette 
hyperbole. La raison de cette difference est facile a apercevoir : car les branches 
\i!t' ei\'d\ quoique indefinies elles-memes, ne reQoivent plusaucun point de Fin-- 
tersection au dela de ^ et de d* ; ainsi elles sont vraiment UmitdeSf en tant qu'on les 



(*) Voyez V Analyse appiiquee a la gSom^trie des trots dimensions , chap. IX. 
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considere comme appartenant aux deux cdnes k la fois, et, par suite, elles n'admet- 
tent pas d'asymptotes sous ce point de vue, qui est celui du problfeme actuel. Au 
lieu que, des deux branches fx'V et X'(^, la premifere est vraiment ind6finie sous 
tons les rapports (n® 312) ; et, quoique la seconde paraisse se terminer au point c^, 
quand on la regarde comme le lieu des points communs aux deux surfaces coniques, 
n^anmoins, apres un intervalle ima^inaire sous ce rapport, cette branche redevient 
rdellek partir du point de rencontre des generatrices A'S' et ET; car elle regoit 
alors la projection de I'intersection des deux nappes superieures (n** 308), qui est 
aussi une courbe ind^finie. Ainsi, par ce motif, la methode des intersections devait 
fournir Tasymptote de cette branche d'hyperbole. 

PROBLEME III. Intersection d'uncdne et d'un cylindre. 

316. {Fig. 74-) Comme cette question a beaucoup d'analogie avec les deux pro- 
blemes precedents, nous nous contenterons d'en indiquer la solution, par une figure 
en perspective. Soient done SAB le cone et CDE le cylindre proposes : on menera 
par lesommetS, une parallele SR aux genet*atrices du cylindre; et en conduisant 
par cette droite divers plans secants, ils produiront evidemment dans les deux sur- 
faces, des sections rectilignes bien faciles k construire, et dont les points de rencontre 
mutuelle appartiendront k la courbe demandee. 

317. Les plans secants limites s'obtiendront encore en menant, par le point R, 
deux droites RK et RL dont chacune soit, k la fois, tangente k Tune des bases et 
s^cante par rapport k Tautre ; et ces plans fourniront des points ou la courbe 
sera touchie par les aretes du c&ne, ou par celle du cylindre, selon que le plan 
limite RL coupera Tune ou Tautre de ces surfaces, comme nous I'avons demontr^ 
aun'>299- 

318. Quand les deux bases seront des courbes fermees, il n'y aura de hranche 
infinie qu'autant qu'une des generatrices du cdne se trouvera parallele aux aretes du 
cylindre, et on le reconnaitra immediatement, puisque alors la droite SR devra 
aboutir pr^cisement sur le contour de la base ALBK. Encore, f?iudra-t-il que la tan- 
gente en ce point puisse couper la base du cylindre; sans quoi, aucune branche de 
Tintersection ne convergerait vers la generatrice SR, comme il est facile de Taper- 
cevoir en construisant la figure relative k ce cas particulier. 

PROBLEME IV. Intersection d^un cdne et d'une sphire concentnques, 

319. {Fig. 75.) Soient (S, S') le sommet et ABCDE... la base du cdne propose; 
soient aussi XKY et X'Z'Y' les projections de la sphfere qui a son centre en (S, S'), 
et que nous supposons reduite ici k Th^misphere inferieur, afin de laisser voir la 
courbe d'intersection sur le plan horizontal. Nous emploierons, pour couper ces 
deux surfaces, des plans verticaux men^s par le sommet (S, S'); celui de ces plans 
secants qui a pour trace la droite quelconque SM, rencontre la base du cdne au point 
M, et, par consequent, il coupe cette surface suivant Tarete (SM, S'M'), tandis que, 
dans la sphere, il donne pour section un grand cercle. Si done nous rabattons ce 
plan SM sur le meridien principal SY, le grand cercle coincidera avec X'Z' Y', et la 
generatrice deviendra (SP, S'F) ; alors ces deux lignes se coupant au point (Q, Q'), 

GSometrie Leroy, I o 
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il suffira de rameDer oelui-*€i» au moyeo d'un arc de oercle horizootaU aur la gine* 
ratriee primitive en (m» m'}« et ce aera \k ua point de la courbe d'interaection dii 
cone avec la sphere. 

320. II sera bon d*appliquer» en meme temps* la conatnietion pr^dente aux 
deux plans meridiens SM et SN qui rencontrent la base du cdne en deux points M et 
N situ^s k ^gales distances de S* paree que Ton obtiendra^ au moyen du mSme 
parallbleRQ' de la sphere* un second point {n^n!) situ6 sur la gto^ratrice (SN, S'N'), 
laquelle tiendrait evidemment se rabattre aussi sur S'F^ En outrot on dovra speeia- 
lement construiroi par le mdme proc^d6« les points de la courbe d'iDtersection qui 
seront situ6s sur les aretes 

(SA,S'A')^ (SB,S'B'), (SE^6'E')i (SF, 9'F), 

lesquelles forihent le contour apparent du cone, ou bien sent placCes dans le mSri- 
dien qiii donnfe le contour apparent de la sphere, parce qu^on obtiendra ainsi led 
quatre points 

(a, a), {b,b^), (e,e'), (/,/), 

oil la eourbe dolt Umdh^-, sur le plan yerticali Tun oU Tautte de ces Contours appa** 
rents. D'ailleurs, d'apresia regie Stabile au n^ 304^ oe sera toujour^ dans quelquea- 
ttns de ced points que se fera le passage de la partie visible k la partte imisibk de la 
projection verticale; ici^ par eiemple, ce passage a lieu fen (6, 6'), et non pas en 
(a, a'), parce que Tarete (SA^ S'A') est d6jk enarri^re du m^ridien (SX,Z'X')i 
tandis qu*k TauU^e extr^mite de la courbe ce passage s'eiTectoe au point («, e')t parce 
que la generatrice (SE, S'E') est en avant du meridied (SY< Z' Y'). 

Quant k la projection horizontale, elle est visible en totalite, puisque Tbtoisph^re 
superieur est enlev^, que la surface coniqae est reduite k sa nappe inferieuret et 
qu'ayant son sommet projet^ au dedans de la base, elle n'admet pas ici de plan tan- 
gent qui soit vertical (n"" 303). 

321. {Fig. 75.) 11 est int6ressant de determiner la position precise du pointy* 
od la projection verticale de Tintersection prisente un nceud* A cet efiet^ nous 
obserrerona que ce boeud doit provenir de deux points {gf ff) et [9^ g^) qui seront s 
i"" places sur deux aretes SG, SY^ confondues en projection verticale, et dont par 
consequent les pieds repondront k une corde G V peq^endiculaire a la ligne de terre; 
a^ situes sur un meme parallele de la sphere, et d^ lors il arrivera, comme prece- 
demmeat pour les points m' et /»', qne les pieds des generatrices reihpUront la con- 
dition SG = SY| de sorte que la corde inconnue GY devra avoir son noUeu Iplacisur 
SY. Or la droite A£ etant evidemment le diam^tre conjugue de toutes les cordes 
paralleles k £E', il s*ensuit qu*elle contient aussi le milieu I de la corde GY; par 
consequent cette derniere sera determin^e par la rencontre de AE avec SY» et en ap- 
pliquant alors aux generatrices SG, SY, le proc-ede general du n^ 31 d, on trouvera 
les deux points qui se projettent en ^ sur le plan vertical. 

322. Be la tangenie. Pour obtenir cette ligne relativement au point quelconque 
(m, m')f il faut cbercber Vintersection des deux plans qui touchent la sphere et le 
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cdne en ce point. Or, d'apr^s ce que nous avons dit au n^ 133 pour une surface de 
revolution, il suffira ^videmment de mener en Q' la tangente Q'T' au meridian prin- 
cipal de la sphere, puis de rapporter la distance D'T en ST, sur le m^ridien SM, et 
eniin de tirer perpendiculaireraent ace dernier plan la droiteTd, qui sera la trace 
horizontale du plan tangent de la sphere pour le point (/n, m'). Quant au plan tan- 
gent du c6ne, il touchera cette surface tout le long de la g^n^ratrice (SM, S'M'), et 
par suite il aura pour trace la droite M6 qui touche la base au point M. Done le 
point i oil se coupent ces deux traces, appartient k la tangente demand^e, laquelle 
est par consequent projet^e sur Om et sur 0'm\ 

325. On pent aussi construire le point le plus haiu ou le plus bos de la courbe, 
c*est-^-dire plus generalement les points ou la tangente sera horizontale. En effet, 
puisqu*une pareille droite se trouvera contenue a la fois dans les deux plans tan?- 
gents aux surfaces proposies, il faudra evidemment que eeux-ci ^ipnt leurs traces 
horizontales /^o/vi/^^'fei l*une k I'autra. Or, en supposantque le point cherohe soit 
sur la g6neratrice (SC, S'C), le pl^n tangent du c6ne aurait pour traee la tangente 
au point G de la base, et le plan tangent de la sphere aqrait sa trace horizontale 
perpendiculaire au meridien SGK; ainsi, pou# que ces deux traees soient parallkles, 
il faudra que SG se trouve normale a la courbe ABDB. Done, en menant du point 8 
dans le point horizontal, une normale SC a la base du cdne, et coQStruisant par le 
procede g^n^ral du n^ 319, la rencontre de la genivatviee (SG, S'C") avec la sphere, 
on obtiendra le point (c, o') oil la tangente je Tinterseetion se trouvera horizontale. 
Ce point est ioi leplus bas^ et Ton aurait le point lephis huui en menant une seeondp 
normale qui aboutirait vers le point L de la bas^ c qiais nous n'avong pas exprim^ 
cette demibre construction sur notre epure, paree qu'il en serait rteulte de la con-?- 
fu3ion 9vec quelques ^utr^s Ugpes §sseQti^lIes ^ pfipifpster* 

D'ftpre^ Ifis dQnpees actqelles, op ne peat meqer dM ppint S qye dem^ porpo^)^ 
a rellips^ ABPP; iqaiSf ppur une ^utre ppsitiop ^e ^, le noinbre d^ ces Qor(9ale§ 
pourni 9'^)ey^r jpsqi^^'k qua^^ ainsf qup nous allpps )e prpuver; ^t ^lor^ 1^ oourbp 
d'interseetion presenters), ^v§c des ipjQexiQpa, qviatr^ pointq op s» tangente seffi 
horizontals, 

324. (fig. 76.) MssiEn une nobmau a une cQurb^ plane ABDIQ, par u^ point ^ 
donn^ (fans son plan> Ce probleme, dont 1^ soliition strait utile dans la question pr&- 
cedentei pe pept ^tre resolu par une pi^rebe directe qp'ep tra^aqt d'abord 1^ dei^er 
lopp^a&&$ de U pourbe primitive, la(|ueUe deyeloppee s'obtient (p"^ 197) paries 
rencontres nucce^sivea des normales pieni^es ep des points tr&s-voisins spr la coprb^ 
ABDE; ensuite, il reste k tirer du point S pne ou plusiepfs tangeqtes a cette deve- 
Ipppee, operation qpi s*ei^ecute gve^: tppte \^ pr^cisiflP de^irablei en dirigeapt une 
rigle de manibrei|u'eUe pa^sic par )e poipt S et qu'elle s'appuie spr la opprbe ccSe^s. 
La seule incertitude qui ppurrait rester }ci, porterait sur la pqsitiop precise du point 
de contact de cette tangente avec la developpee; mais cette ppsit^op est tout ^ fait 
indiffi^rente dans la question actuellCt tandis que le point G, ou aboutira la normale 
sur la devehppante ABDE, sera clairement d^termin^. 

18. 
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Si la courbe primitive ABDE est une ellipse, comme dans Tepure precedente, on 
sail (n^ 200) que la developpee aS&e presentera quatre branches qui se reuniront 
par des points de rebroussement situes sur les axes; et alors, quand le point donn^ 
S se trouvera au dehors de la developpee, on ne pourra evidemment tirer a cette 
courbe que deux tangentes SC et SL, lesquelles seront les normales deinandees pour 
la courbe primitive ABDE. Mais, si le point donne S' se trouve en dedans de la deve- 
loppee, on pourra mener a cette courbe quatre tangentes, savoir S'C et S'C*' qui 
toucheront, comme tout k Theure, les branches &e et Sa; puis, en outre, deux 
autres tangentes S'G etS'G" qui toucheront la memo branche Sd^, entre laquelle et 
les deux axes se trouve compris le point donne S'. Par Ik nous avons suflisamment 
justifie I'assertion emise k la fin du n^ 323, sur le nombre des normales que Ton 
pouvait mener k la base elliptique du cone, par le point S. 

325. {Fig* 'J'] .)Mithx>de par une courbe d'erreur. Pour resoudre le problfeme de 
la normale menee d'un point S k une courbe plane AA'A^'A"'..., on donne quelque- 
fois une m^thode qui, malgre le defaut grave qu'elle presente, merite cependant 
d'etre connue. Par un point 'arbitraire A de la courbe proposee, menons-lui une 
tangente AT, et abaissons sur cette derniere la perpendiculaire ST. Si le point A 
etait vraiment celui oil doit aboutir la normale partant de S, il est evident que le 
pied T de la perpendiculaire abaiss6e sur la tangente, devrait coincider avec A, c'est- 
k-dire se trouver sur la courbe donnee AA' A''... : la supposition precedente est done 
erronee; mais, en menant diverses tangentes A'T', AT'...., et abaissant dessus les 
perpendiculaires ST', ST",..., les piedsT, T, T'',... formeront une coi£r&e d'erreur 
ou courbe auxiUaire TT'T^..., qui, par sa rencontre avec AA'A'^..., fournira le point 
N; et alors la normale demandee sera SN. 

326. Malheureusement, il arrive que la courbe auxiliaire TTT'. .•, loin de 
couper AA'A''... sous un angle bien prononce, ce qui serait n^cessaire pour accuser 
nettement la position du point N, se trouvera tou jours tangente k la courbe primi- 
tive. Par consequent, cette marche laissera autant d'incertitude sur la position de 
N, que si, apres avoir mene les normales aux deux points voisins A et A', et avoir 
reconnu que Tune passait au-dessus de S et I'autre au-dessous, on se fut contente 
d'estimer, k vue d'oeil, la situation de N entre les points A et X'. II faut done avoir 
soin, dans tons les problemes oil Ton emploiera une courbe d'erreur, d'^viter 
rinconvenient que nous venons de signaler, et qui aurait encore ete plus sensible, 
si le point S eut ete place en dedans de la ligne AA'A''. . . ; parce qu'alors la courbe 
d'erreur aurait tourne sa concavity vers AA'A''.. ., et qu'elle eut ainsi laiss6 plus 
d'incertitude sur le lieu du contact veritable. 

Quoi qu'il en soit, observons que, quand la ligne donnee AA'A''... sera ferm^e, 
la courbe d'erreur TT'T"... sera pareillement fermee, et que, si le point S est place 
au dehors de la courbe primitive, la courbe d'erreur passera deux fois par ce point 
S, en y offrant un nceud suivant la forme 
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D'ailleurs, elle touchera une seconde fois en n la ligne donnee AA' A^. • • , ce qui 
fournira une seconde normale Sn» dont la direction ne coincidera pas, en general, 
avec celle de la premiere normale SN, quoique cela arrive ici k cause de la forme 
circulaire que nous avons adoptee pour la ligne primitive. 

327. {Fig. 77,) Mener une tangente a une courbe plane BB'B". . . par un point S 
donnd dans son plan. Quoiqu'il suffise, pour ohieniv la direction de cette tangente 
SM avec toute Texactitude que comportent les operations graphiques, de diriger 
une rigle de mani^re qu'elle passe par le point S et qu'elle s'appuie sur la courbe 
BB'B". . . , n^anmoins il reste quelque incertitude sur la position du point de con* 
tact M ; et si Ton a besoin de connaitre celui-ci avec precision, on pourra le de- 
terminer, au moyen d'une courbe d^erreur^ en admettant toutefois que Ton sait mener 
les tangentes k la ligne BB'B'". . . par des points donnes sur cette courbe. 

On construira les normales BT, B'T, WT\... pour divers points pris sur la 
ligne donnee, et Ton abaissera sur ces normales, les perpendiculaires ST, ST', 
ST'', .... Alors on sent bien que si B", par exemple, etait le point de contact de la 
tangente partie de S, il devrait arriver que le pied T'' de la perpendiculaire abaissee 
sur la normale en B'', co'incidat avec le point B'', c'est-a-dire que T" devrait se 
trouver sur la courbe donnee ; et puisqu'il n'en est pas ainsi, la supposition prece- 
dente est erronie : mais il en r^sulte que la courbe d'erreur TT'T'. . . devra passer 
par le point de contact que Ton cherche, et, par consequent, ce point M sera fourni 
par I'intersection de la ligne TT'T". . . avec BB'B". ... Ici ces deux courbes se coupent 
veritablement, et la methode n'est pas sujette k Tinconvenient signale au n^ 326 ; 
d'ailleurs, comme la courbe d'erreur rencontre une seconde fois en /ti, la ligne 
donnee BB'B"..., il y a une seconde tangente Sm que Ton pent mener du point S. 

328. {Fig. 74 bis.) Autre solution. Voici une nouvelle methode qui aura Tavan- 
tage de ne pas exiger que Ton sache construire les normales, ou les tangentes de la 
courbe proposes pour des points assign^s sur cette ligne. Soit XMY la courbe k 
laquelle il s'agit de mener une tangente par le point S : je tire de ce point une se- 
cante quelconque SBA sur laquelle j'eleve deux perpendiculaires Aa, etB§, egales 
chacune a la corde interceptee AB, et partant des deux extremites de cette corde, 
mais dirigees I'une en dessus et Tautre en dessous de la secante; je repete cette 
operation pour d'autres secantes SB' A', SB" A", . . . , et la courbe a*'aSS*' determinee 
par les extremites de toutes ces perpendiculaires, devra evidemment passer par le 
point de contact cherche de la tangente SMT, puisque cette tangente est une se- 
cante dont la partie interieure se trouve egale a zero. Par consequent, la rencontre 
des courbes XMY et a*'a€S"', fera connaitre le point M que Ton doit joindre avec S 
pour obtenir la tangente demandee; ou du moins, cette rencontre servirak fixer 
la position du point de contact M de la tangente ST, si Ton s'est contente, comme 
nous Tavons dit plus haut, de tracer cette droite ST avec la regie. II est evident, 
d'ailleurs, que si Ton renverse toutes les perpendiculaires du cote oppose k celui 
Ob on les a d'abord elevees, on obtiendra une seconde courbe auxiliaire qui devra 
encore passer par le memo point M, et pourra servir de verification; et qu'enfin. 
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il sera permis d'attribuer a cbaque perpendiculaire, une longueur 4gale au double 
ou a la moitie de la corde correspondante, rapport qu'il peut 6tre utile de fetre 
varier* suivaut la forme plus ou moins aplatie de la courbe donnee dans les environs 
du point M. 

329. On pourrait aussi recourir k une courbe d'erreur, pour r^soudre les pro- 
' blemes suivants : 

Mener a une courbeplane une tangenteparaUHe a une droite donnie dans son plan; 

Mener une tangente commune a deux courbes situees dans le mime plan. 

Mais, dans ces questions, il y aura toujours autant, et meme plus d'exactitude k 
employer simplement une rigk que Ton appuiera sur les deux courbes donn^es, . 
ou sur la courbe unique et dans la direction assignee, que d'avoir recours a des 
lignes auxiliaires dans la forme desquelles il entre toujours un peu d'arbitraire. 
Seulement, quand le lieu du contact paraitra incertain et qu'on aura besoin de le 
connaitre avec plus de precision, on pourra, apres avoir mene la tangente, recourir 
a la methode du numero precedent* 

PROBLEME y • De^eloppement d'une surface conique a base quelconque^ 

330. Le probleme que nous avons resolu au n^ 519, peut servir a efTectuerise 
d^veloppement. Car, si apr^s avoir construit la courbe d'intersection {ababn. . • , 
dVdd'm!...) (Jig. 75), du cone propose ayec une sphere d*un rayon arbitraireet 
dont le centre est plape au sommet, on developpe (n^ 882) le cylindre droit qui 
projette cette courbe suivant abcdm...^ et qu'on trace sur ce cylindre developpe, Ifi 
transformee de la ligne a double courbure ( abccfm, . . , dVdd'w^. .^^^otx obtiendra um 
courbe plape que je designe par aSyc^ft..., et dont les arcs, faciles a mesiirer alors, 
auront la meme longueur absolue que ceux de la ligne a double courbure. Ensuite» 
comm^ tons les points de cette derniere courbe se trouvaient, sur {e cdne, a ^gales 
distances du sommet, il est certain qu'apres le developpement de la surface conique, 
ces memes points devront dtre places tons sur la circonference d'un Qercle de^pit 
d'un point arbitraire S'', et avee le rayon S'Y' de la sphere secante. Par consequent, 
apres avoir trace cette circonference sur le plan du developpement (nous laissonf^ 
au lecteur le soin d'eflectuer ces diverses operations), on devra y marquer des arcs 

a'e% 6% i^. ^ii\.... 

egaux eu Ipngueur absolue aui( arcs 

aS, §7, 7*, &[i,..., 

de la premiere transformee; puis, en joignant les points de (livisioQ a', S\ ^9^ • 
avec le centre S'', il restera a porter sur ces rayons des longueurs 

svA", s'^6'B% S"7'C", s"c^D^ syM",... 

respectivement egales k celles des generatrices 4u c6ne qui aboutissaiept aux diyers 
points 

(A, A'), (B,B'). (C,C), (D,D'), (M.M'),.-.J 
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M par Ik bti obtiendra le developp^ttietit de h suffacis conlque, sur lequel la base 
pritnltiv^ aui*a pour trdDsforin^e la courbe 

331 . Dans cetie m^thode, la courbe inter^e<3lioii dti edne av^(; la sphere icon- 
centrique coupe ^videmment toutes les ^^ui^ratHces k angles droits; de soHe 
qu^elle tient lieu ici de ce que nous avons uommft dans les cylindres la section droite 
ou section ortkogonaie^ cotlrbe qui nous a servi trfes-commcidenient (n^ 243) k d6- 
Teloppef uli cylibdre quelconque^ parce que nous conuaissions d'avance la fdrme 
n^hSfjTi^ qil'elle devait prendre apr^s le d^Teldppenient du cylindre. Datis Ids sur- 
faces eoniquea, on connait ausai d'avauce la fortiie circulaire que doit preddre, sur 
le d^Teloppementy la section orthogonale du c6ne» faite par une sphere concen-^ 
trique ; mais malheulreuseinenl cette section n'est plus une ligne plane, de sorte que 
pour mesurer ses arcs ob est oblig<§ de lui faire perdre une de ses courbures (^)» en 
efiectuant le d^veloppement pr^alable d^un cylindre. Aiusi, il faut avouer que cette 
m^tbode exigeant Un grand nombre d'op^rations pr^liminaires qui niultiplient 
toujours les chances d'erreurs, elle ne fournira pas des r^sultats graphiques plu^ 
exacts que si Ton avait suivi la marche plus courte indiqu^e an n^ 267. 

PROBLEME YL iMeneetion de- deudc surfaces de r^whuion dent les oMesse renr^ 
contrenL 

532. [Fig. 78.) Choisissons les plans de projection demani^re que le premier 
soit parallele auxdeux axes« et le second perpendiculaire k Tune de cesdroites; 
ee dernier plan etant regarde comme horizontal, Taxe de la premiere surface aura 
pour projections la verticale O'Z' et le point 0^ tandis que Tautre axe sera pro- 
jet^ suivantZ'F, et 01 parallele a la ligne de terre. Les meridiens/^nncyTaiw A'B'C 
et a'b'c'f c'est-k-dire ceux qui se trouvent dans le plan vertical 01, sont donn^ par 
la question, et se projettent verticalement suivant leur veritable grandeur; ces 
eourbeSf qui ferment en meme temps les contours apparents des deux surfaces 
(n^ 131) sur le plan vertical, sont ici deux ellipses; mais la methode que nous 
aliens exposer est independante de la nature des meridiens. Sur le plan horizontal, 
le premier ellipso'ide a pour contour apparent Tequateur BLX/; et quant k Tautre 
surface, nous n'en ferons pas mention sur ce plan de projection, paree que le trace 
de son contour apparent exigerait ici la recherche de la courbe de contact de cet 
ellipsoide avec un cylindre circonscrit et vertical (n^ 106), question que nous appren- 
drona a resoudre plus tard, mais qui compliquerait sans utilite le probleme actuel. 

333. Cela pos6, observons que deux surfaces de revolution qui out un axe com-^ 
man en direction, ne peuvent se couper que suivant un ou plusieurs cercles perpen-^ 
diculaires a cet axe^ et decrits par les points oil se rencontrent leurs meridiennes. 
D'ailleurs, une sphere pouvant etre consider^e comme de revolution autour de 



■mO. 



(*) N0118 partons ici sdTant le 
%ties §Biucbes aux n"* 7 et 654. 



langage ordinaii^; mais voydi ce qae nouS disbne de la courbure des 
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cbacun de ses diamfetres, si nous imaginons une serie de spheres s^cantes, ayant 
toutes pour centre le point (Z', 0) commun aux deux axes, chacune de ces spheres 
coupera les surfaces proposees suivant deux cercles respectivement perpendiculaires 
aux axes, et dont il sera facile d'avoir les points de section. En efPet, tragons du 
' point Z', avec un rayon arbitraire^ le cercle DT'E'G' pour repr^senter la projection 
d'une de ces spheres : elle rencontre \e^ meridiennes donnees aux points D' et E\ 
F' et G'; alors il r^sulte des observations precedentes que les droites D'E' et F'G' 
sont les projections verticales des deux cercles suivant lesquels les ellipsoldes sont 
coupes par la sphere projet^e sur DT'E'G'. Or, les plans de ces deux cercles ayant 
pour intersection une corde horizontale (M', Mm) qui tombe ici en dedans du con- 
tour de la spbere, nous pouvons affirmer que leurs circonferences, situees d!aMeun 
sur cette sphSre^ se couperont elles-memes en deux points projet^s verticalement sur 
M\ et horizontalement en M et m, k la rencontre de la corde Mm avec le cercle 
(DME,D'E'). Ces points etant ^videmment communs aux deux ellipso'ides, appar- 
tiendront a leur ligne d'intersection; et des operations semblables, r^p^t^es sur 
d'autres spheres decrites toujours du point Z^ foumiront pour les deux projections 
de cette courbe les lignes 

K'L'M'H' et KLMHm/K. 

334. II faudra spScialement appliquer la metbode pr^c^dente k la spb^re qui 
passe parF^quateur (B'X^ BLX); parce qu'on d^terminera ainsi l^s deux points 
(L\ L) et (L', /) k partir desquels la courbe passe au-dessous de F^quateur, et de- 
vient inmiblesarle plan horizontal. D*ailleurs, quoique cette courbe d'intersection 
soil bien loin d'etre, dans Fespace, tangente a Fequateur, n^anmoins les tangentes 
de ces deux lignes pour le point (L', L) se trouvant Fune et Fautre dans le plan 
tangent qui est ^videmment vertical tout le long de Fequateur, il en r^sulte que les 
projections horizontales de ces deux tangentes se confondront; et qu*ainsi la courbe 
ELM... touchera le cercle BLX en L et/. 

335. Cette consequence g^nerale ne souiTrira d' exception que quand la tangente 
au point (L', L) de la ligne k double courbure se trouvera exzcieaitvXverticak. Alors 
Feiement qui eut iXk commun aux projections horizontales de cette tangente et de 
Fequateur, disparait ou se reduit k un point math^matique ; de sorte que la courbe 
cesse de toucher Fequateur, et vient le couper en formant ordinairement un rebrous- 
sement. Une circonstance analogue va se presenter ici pour les points (K\ K) et 
(H% H), qui sont donnes immediatement par la rencontre des deux meridiens prin- 
cipaux. En eiTet, dans chacun de ces points, les plans tangents aux deux soffaces 
sont n^cessairement perpendiculaires aux plans meridiens, et, par suite, au plan 
vertical ; done leur intersection qui serait la tangente de la courbe, est aussi perpen- 
diculaire k ce plan vertical, et s'y projette suivant un point unique; d'ou il arrive, 
par lesraisons precedentes, que la projection K'L'H' n'offre plus de contact avec 
les contours apparents des deux surfaces, tandis que ce contact a lieu ordinaire- 
ment. D^ailleurs, il n'y a point ici de rebroussement aux points K' et H', parce que 
les deux branches de Fintersection, situees Fune en avant et Tautre en arriere da 
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plan vertical 01, ont des positions sym^triques et se confondent en projection verti- 
cale, comme on le voit d'aprbs la construction generale qui a donne les deux points 

(M,M')et(iw,M'). 

556. {Fig. 78.) II est utile d'observer que la projection verticale K'L'H'sera 

necessairement une Ugne du second degrdy toutes les fois que les deux surfaces do 
revolution seront elles-memes de cet ordre. En effet, le plan vertical 01 ^tant un 
plan meridien pour Tune et pour I'autre de ces surfaces, il divise evidemment en 
deux parties egales toutes les cordes qui lui sont perpendiculaires, telles que 
(Mm, M'); done ce plan est un plan principal qui se trouve commun aux deux sur- 
faces, et alors on demontre par un calcul fort simple que Tintersection de celles-<^i 
seprojette sur ce plan principal, suivantune ligne du second degre (*). On devra 
done profiter de cette notion acquise d'avance sur la nature de la courbe K'L'H', 
pour redresser les erreurs de construction qui tendraient a produire, dans cette 
ligne, des inflexions ou une courbure qui ne s'accorjieraient pas avec la forme bien 
connue des sections coniques. 

557. Observons encore que, quel que soit le degre des deux surfaces de revo- 
lution, la courbe plane E'L'H' consideree en elle-meme, et independamment de la 
courbe gauche dont elle regoit la projection verticale, ne se termine pas brusque- 
ment aux points K' et H', mais qu'elle doit se prolonger au dela pour rentrer sur 
elle-meme, ou pour s'etendre indefiniment. De sorte qu'en continuant de tracer sur 
le plan vertical des cercles qui aient toujours le point Z' pour centre, et qui s'e- 
tendent au dela ou en degk des points H' et E% on pour ra, si la forme des meri- 
diens leur permet d'etre encore coupes par ces cercles, obtenir des points de la 
courbe K'L'H', situes au dehors de la partie qui regoit la projection de I'intersec- 
tion des deux surfaces. Cette circonstance, que Ton apercevra plus clairement dans 
I'epure 79 relative k une question analogue (n^ 544), tient a ce que la propriete 
graphiquequi sert k trouver chaque point M' de la courbe plane K'L'H' est plus 
generale que la definition de ce meme point, considere comme la projection d'un 
point commun aux deux surfaces. En effet, sous ce dernier rapport, il faut que M' 
soit non-seulement k la rencontre des deux cordes IV E' et F'GS mais encore situo 
dans I'interieur du cercle D'F'E'G', comme nous I'avons enonce n** 555; de sorte 
que, quand les deux cordes D'E' et FG' ne se couperont que dans leur prolon- 
gement, le point de section conviendra bien encore k la courbe plane K'L'H', mais 
non plus a la courbe gauche suivant laquelle se coupent les deux surfaces de 
revolution. 

558. (Fi^. 78.) De la tangentE; premiere mdthode. Nous pouvons trouver 
cette droite pour le point (M, M'), en cherchant I'intersection des plans qui touchent 
les deux surfaces en cetendroit. Or, le plan tangent relatif a rellipsoide A'B'C, 
s'obtiendra (n® 155) en transportant le point M' en D' sur le meridien principal, 

(*) Ce th^or^me int^ressant est dA k M. /. Binet. Voyez \ Analyse appUquee a la geometric des trots 
Himrns,'onSj chap. IX. 

Geom^trie Leroy, 1 9 
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puis en tra^ant la tangente D'T' a ce m^ridien; alorg, si Ton ramfene le pied (T, T) 
de cette tangente en T sur le meridian OM, la droite TY perpendiculaire k OM sera 
la trace horizontale du plan cherche. 

Quant k Tellipsoide a'6V dont I'axe n'est pas Tertical, je ramene d*abord le 
point M' en F' sur le meridien principal ; puis, je construis la nornnale F'N', de la- 
quelle je conclus (n** 156) la normale (M'N', MN) relative au point (M, M'); et 
alors il me suftlra de mener par ce point un plan perpendiculaire k cette derniere 
Rormale. Pour cela, j'imagine dans ce plan une droite parallMe k sa trace verticale^ 
et dont la projection vertical e sera la ligne M'F perpendiculaire k M'NS tandisque 
sa projection horizontale sera MP parallele k la ligne de terre; ensuite, par le pied 
(P, P') de cette ligne auxiliaire, je mfene perpendiculairement sur MN la droite PQ 
qui sera evidemment la trace horizontale du plan tangent au point (M, M') de 
rellipsoidea'fe'c'. 

Gela pose> les traces PQ et TY des deux plans tangents allant se rencontrer au 
point 9, c'est la le pied de la tangente demandee, laquelle a ainsi pour projections 

em et e'M'. 

539. Deuxiime mithode^ par le plan normal. Nous avons vu au n® 214 que la 
tangente a Tintersection de deux surfaces devait etre perpendiculaire au plan mene 
par les deux normales de ces surfaces; il nous suffira done de trouver ce plan, qui 
est lui-meme normal k la courbe. Or, nous avons dejk construit la normale (M'N\ 
MN) pour le deuxifeme ellipso'ide; quant au premier, nous menerons au point D' du 
meridien principal, la droite D'R' perpendiculaire sur la tangente D'T', et alors on 
sait (n** 150) que la normale pour le point (M', M), sera la droite (M'R', MO). Cela 
pose, il serait bien facile de trouver la trace verticale du plan menS par les deux 
normales ci-dessus indiquees; mais, comma nous avons-besoin de connaitre settle- 
ment la direction de cette trace, et qu'elle sera la memo sur les plans verticaux 01 
et OT qui sont paralleles, nous observerons que les normales en question vont 
rencontrer les axes en R' et N'; d'oii il r^sulte immediatement que N'R' est la trace 
du plan normal sur le plan vertical 01, et qu'en tirant par le point M' la droite 
M'O' perpendiculaire k cette trace, on aura la projection verticale de la tangente 
demandee. 

Pour obtenir I'autre projection, prolongeons jusqu'au plan horizontal deux quel«* 
conques des droites qui reunissent les trois points (M', M), (N', N), (R', 0), les- 
quels sont situes dans le plan normal. Ici, on voit que la droite (N'M', NM) perce le 
plan horizontal au point a, et que la droite (N'R', NO) le rencontre en 6; done oeS 
est la trace horizontale du plan normal, et en lui menant une perpendiculaire Md, ce 
sera la projection horizontale de la tangente cherchee. 

340. [Fig. 78. ) La methode que nous venous d*employer est non-^eulement plus 
simple, dans certains cas, que celle des deux plans tangents, mais elle offre eneart 
Tavantage de pouvoir quelquefois s'appliquer k des points particuliers, pour lesquels 
Tautre methode serait insufTisante. 

Considerons, en effet, le point (K, E') situe a la fois sur les deux meridiens prin- 
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cipaux : a cause de cette position particuli^re, les deux plans tangents seront Fun 
6t Tautre perpendiculaires au plan vertical, et, par suite, leur intersection qui est 
la tangente dela courbe (E'L'H', KLH,...), sera projetee horizontalement suivant 
une perpendiculaire k KO, et verticalement en un point unique K'. Cette construc- 
tion fait connaitre la position qu'occupe, dans Tespace, la tangente de la courbe 
gauche; mais elle n'apprend rien sur la droite qui toucherait en K' la courbe 
' plane K'L'H^ droite que Ton doit regarder comme la projection de la tangente qui 
precederait inimediatement, dans I'espace, celle qui s'est r^duite k un point unique 
en se projetant sur le plan vertical : tandis que la consideration des deux normales 
manifeste une propri^te constante dont jouit la courbe plane K' L'H' regard ee comme 
trac^e dans le plan des deux meridiens, et ind^pendamment de la ligne h double 
courbure dont elle rOQoit la projection. Cette propri^te consiste en ce que, si Ton 
transporte le point quelconque M' sur les deux meridiens, en D' et en F par des 
perpendiculaires aux axes, puis si Ton tire les normales D'R' et F'N', la droite R'N' 
sera toujours perpendiculaire a la tangente en W. Or, cette relation subsistant pour 
tons les points de la courbe plane K'L'H', et ne portant que sur des lignes situees 
dans son plan^ elle doit etre vraie aussi pourle point K' oil elle demeure 6videmment 
applicable avec encore plus de simplicite, puisque ce point est par lui-mSme trans- 
porte sur les deux meridiens. Par consequent, il suffira de mener les normales K'V 
et K'U', puis de tracer la droite U'V, sur laquelle on abaissera la perpendiculaire 
K'S' qui sera la tangente demand^e. 

Une construction semblable fera trouver la tangente au point H'. 

PROBLEME VII. Intersection d' un paraholoide avec un hyperboloide, tous deux de 
revolution, et dont les axes se rencontrent. 

541. {Fig. 79.) Soient (0, O'Z') Taxe du paraboloide, et A'C'B' le meridien 
principal de cette surface que nous supposerons terminee au cercle {A'B\ AB) de 
maniere que Tinterieur de ce paraboloide soit visible sur le plan horizontal. Soit 
aussi (01, ZT) Taxe de Thyperboloide, ce qui suppose que le plan vertical de pro- 
jection a 6t6 choisi parallMe aux deux axes k la fois : quant au meridien de cette 
seconde surface, nous ne le regarderons pas comme donne par la question, parce 
qu'alors le problfeme rentrerait entierement dans celui du n^ 332; mais nous defi- 
nirons Thyperboloide au moyen de la generatrice rectiligne (PQ, P'Q') qui Ten- 
gendrerait en tournant autour de la droite fixe (01, ZT), sans toutefois consid^rer 
cette seconde surface comme r^ellement existante; c'est-k-dire qu'ici le parabo- 
loide subsistera seul, et sera traverse suivant une certaine courbe par les diverses 
positions de la droite mobile (PQ, FQ'). Du reste, pour trouver cette courbe, nous 
emploierons encore des spheres s6cantes (n^ 333) decrites toutes du point Z'; seu- 
lement, comme nous ne connaissons pas a priori le meridien de Thyperboloide, 
nous ne tracerons plus arbitrairement le grand cercle d'une de ces sphferes, mais 
nous commencerons par construire un parallele de cet hyperbolo'ide. 

542. Menons done par un point ca' pris k volonte sur Taxe, un plan F'w'G' qui 
lui soit perpendiculaire : ce plan rencontrera la generatrice au point (§', €), dont la 

IQ. 
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distance au point u/ sera ^videmment Thypot^nuse d'un triangle rectangle construit 
sur les cotes w'S'' et 6'S" = aS; ainsi, en decrivant avec cette hypotenuse co'S" un 
cercle F'6"G', ce sera le rabattement du parall^le suivant lequel I'hyperboloide est 
coupe par le plan F'w'G'; et les extremites F' etG' de son diametre, seraient deux 
points de Yhyperbole miridienne situee dans le plan vertical OL 

Cela pose, adoptons pour rayon d'une de nos spheres secantes, la distance Z'F. 
Alors, une pareille sphere coupera Thyperboloide suivant le parallele projet6 sur 
F'G', et le paraboloide suivant un cercle projete sur D'E'; par consequent le point 
W ou se rencontrent ces deux cordes, et qui tombe en dedans de la sphere, repr6- 
sente la projection verticale des deux points ou se coupaient les circonferencos de 
ces paralleles. Ge sont done Ik deux points de Tintersection des surfaces proposees; 
et on les retrouvera sur le plan horizontal, en y tragant le parallele (DME» D'E') et 
abaissant la verticale M'mM. 

545. Des constructions analogues fourniront autant de points que Ton voudra de 
la courbe 

(K'L'X'M'H', KLXMHm/K), 

suivant laquelle le paraboloide est coupe par Thyperboloide ; et le meridien V'F'S'U' 
de cette derniere surface, qui se conclura de tons les points tels que F', devra tou- 
cher, sur le plan vertical, la projection de la generatrice au point (S, S') dans lequel 
cette droite traverse le meridien principal 01. D'ailleurs, ce sera la rencontre de ce 
meridien Y'F'S'U' avec le meridien du paraboloide, qui fournira les points extremes 
de I'intersection (K, K') et (H, H'). 

544. Observons aussi qu'une meme sphere pourra fournir deux points tels que 
U et X' situes sur un parallele unique, et appartenant tons deux k Tintersection des 
surfaces proposees; tandis que, d'autres fois, une sphere secante fournira deux 
points M' et/x', dont un seul appartiendra veritablement kl'intersection, parce que 
le deuxieme serait'plac6 en dehors du contour de la sphere. Cependant ce point |x^ 
continuant de satisfaire k la propriete graphique qui sert a construire chaque point 
de la courbe plane K'M'H', consideree independamment de la courbe gauche dont 
elle reQoit la projection, appartiendra toujours au prolongement de cette ligne 
plane, comme nous Tavons explique au n^ 557; et celle-ci sera evidemment une 
hyperbole, d'aprfes les raisons citees au n^ 556. 

545. De la tangente. Cherchons, comme au n® 559, les normales des deux sur- 
faces pour le point quelconque (M, M'). Dans le paraboloide, la normale E'R' du 
meridien fait connaitre le point R' oil aboutirait, sur I'axe O'Z', la normale de la 
surface en (M, M') ; et sans tracer cette derniere droite, il nous suffit d'avoir obtenu 
ce point R'. 

Dans rhyperboloide, dont le meridien n'est pas donne par la question, j'observe 
que le plan tangent relatif au point projete en (6, €') et rabattu en 6", passerait 
par la tangente 6"T du parallele et par la g6n6ratrice (§P, S'P') qui perce ie plan 
vertical 01 en (S, S') : par consequent, sur ce plan des deux axes, le plan tangent 
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auraitpour trace la droite TS'; done, en lui menant une perpendiculaire 6'N', ce 
sera la projection de la normale relative an point (S, 6'). Mais ce point est sup le 
memo parallele que (M, M'); done aussi, pour ce dernier, la normale de la sur- . 
face rencontrerait Taxe \TJ au point N'; ainsi cette normale est suffisamment 
determin^e. 

Cela pose, le plan des deux normales en (M, M') coupera evidemment le plan 
vertical 01 suivantla droite R'N'; done, en abaissant sur cette ligne une perpen- 
diculaire M'5', ce sera la projection verticale de la tangente a la courbe d'inter- 
section. Ensuite, nous pourrions chercher sur le plan horizontal de projection, la 
trace du plan des deux normales, lequel passe par trois points connus (M', M)» 
(R', 0), (N', N); mais il sera beaucoup plus court de determiner cette trace sur 
le plan horizontal D'E', oil est deja situe le point (M, M'). Car en prolongeant R'N' 
jusqu'a ce qu'elle coupe ce plan en f!^ et projetant ce dernier point en p, la droite 
/^Msera evidemment la trace demandee; si done on lui mfeue la perpendiculaire Md^ 
on aura la projection horizontale de la tangente a Tintersection des deux surfaces. 

346. Remarque. La Mdthode des sections horizontaks qui sufQt toujours pour 
trouver Tintersection de deux surfaces quelconques, quoiqu'elle soit souvent tres- 
laborieuse, est susceptible, dans certains cas, d'une modification qui la rend tres- 
avantageuse, et que nous aliens expliquer sur un exemple assez simple pour que le 
lecteur puisse tracer lui-meme I'epure. Designons par S un cone qui a pour base ou 
trace horizontale une courbe quelconque B; soit S' un autre cone dont la base est 
un cercle C. En coupant ces deux surfaces par un plan horizontal quelconque, on 
obtiendrait deux courbes 6 et c dont la derniere serait un cercle; mais I'autre h 
seraitune courbe qu'il faudrait construire par points, ce qui serait penible. Au lieu 
de cela, imaginons un cone auxiliaire S2 qui ait le mome sommet que S, et pour 
directrice le cercle c : ces deux cones S et Sa se couperont evidemment suivant une 
ou plusieurs generatrices rectilignes 6, G', qui passcront necessairement par les 
points /7i, m\... communs aux sections h et c. Or il est facile de trouver ces geue- 
ratrices; car, en prolongeant le cone S, jusqu*au plan horizontal, il y tracera un 
cercle C2 dont le diametre s'obtiendra tres-aisement; et alors la rencontre des bases 
B et C2 fera connaitre les projections horizontales des generatrices G, G',..., 
lesquelles k leur tour couperont la projection du cercle c aux points cherchesm, /n', . .. 
qui devaient etre communs aux courbes 6 et c; et des lors ces points appartiendront 
a Tintersection des deux cones primitifs S et S'. Tout ceci revient a dire que Ton 
projette perspectivement les sections 6 et c sur le plan horizontal, au moyen de 
droites issues du sommet S. 

Cette methode, oil Ton n'emploie que la ligne droite et le cercle, sera evidem- 
ment applicable a la combinaison du cone S a base quelconque B, avec une sphere, 
un conoide, un cylindroide, ou toute autre surface dans laquelle les sections hori- 
zontales seront des cercles ou des droites; par exemple, le lieu engendre par un 
cercle variable, toujours horizontal, et dont un diametre s'appuie constamment sur 
deux droites fixes* 
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Si la premiere surface S etait ud cylindre a base quelconque B, on choisirait pour 
la surface auxiliaire Sa un autre cylindre parallele au premier, et ayant pour direc- 
trice la section circulaire c; alors la trace horizontale G2 serait un cercle egal a c. 
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DES PLANS TANGENTS DONT LE POINT DE CONTACT N'EST PAS DONNfi. 
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347. Les problemes que nous avons resolus au livre II, sur les plans tangents, 
supposaient que le point de contact etait donne sur la surface. II reste done, pour 
completer cette th^orie importance, a examiner les questions ou, sans assigner le 
point de contact, on exige que le plan tangent cherche remplisse certaines condi- 
tions, telles que les suivantes : 

1^ Que le plan tangent passe par un point donn^ hors de la surface; 

2^ Qu'il soit parallfele k une droite connue; 

3^ Qu'il passe par une droite donn^e, ou par deux points assignes dans Tespace; 

4^ Que le plan tangent cherche soit parallMe k un plan donne ; 

5** Qu'il touche plusieurs surfaces k la fois. 

Ces diYcrses conditions Tont faire le partage naturel de ce livre en plusieurs cha- 
pitres, dans lesquels nous ne reviendrons pas sur ce qui regarde les surfaces cylin- 
driques ou coniques, parce que nous avons complete tout de suite, au chapitre III 
du livre II, les problemes relatifs a ces deux genres de surfaces tr^s-simples. 
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CHAPITRE PREMIER. 

DES PLANS TANGENTS MEN^ PAR UN POINT EXTERIEUR A LA SURFACE. 

548. {Fig. 80.) Soit V le point donne au dehors de la surface quelconque S : 
menons par ce point divers plans secants dans une direction arbitraire, et, par 
exemple, faisons-les passer tous par une droite quelconque YAD qui traverse la sur- 
face. Alors, ils couperont celle-ci suivantdes courbes AMD, AM'D, AM"D,... que 
Ton saurait construire par les methodes exposees precedemment, et auxquelles on 
pourra generalement mener, du point V, des tangentes VM, VM', VM",...; de sorte 
que toutes ces droites formeront evidemment un cone ayant le point Y pour sommet, 
et qui sera circonscrit a la surface S, c'est-a-dire qui la touchera tout le long de la 
courbe MM'M".... En effet, pour le point M", par exemple, le plan tangent de S 
renfermera la tangente WT de la courbe MWW^ aussi bien que Tarete M"V qui, 
par construction, est tangente a la surface : done ce plan sera lui-memA tangent au 
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8 deux surfaces ayant ainfli un plan tangent commun en W\ ofTriront un 

bntact dans ce point, et dans tous ceux de la ligne MM'M"".... 

tia pose, pour r^soudre le probtfeme genera] qui fait Tobjet de ce chapitre, 

constndre la tigne de contact MM' M" de la surface proposde S as^ec un cdne 

\gyant son sommet en Y , puis de mener un plan tangent a S dans un quel- 

^points de cette tigne ; ce plan satisfera 6videmnient Ji la question, puisqu'il 

^cessairement (n^ 348) le c6ne circonscrit, et qu'ainsi il passera par le 

^ui est ]e point donne. 

uementy tout plan men^ du point Y, tangentiellement k la surface S, 
Ue-ci en un certain point, que j'appelle m, et qui, ^tant joint avecY, 
^^"^e droite Ym evidemment tangente a S; done cette droite Ym sera neces- 
D^igbin€ des aretes du cone circonscrit VMM'M".... et par consequent le point 
owtrouver sur la courbe MM'M*. . . , qui devient ainsi le lieu de toutes les solu^ 
^^^)bleme propose. 
^ieigia'oP'' '® probleoie sera impossible quand le c6ne circonscrit n'existera pas; 
ilea be^ioi^gque le point Y sera tellement plac6, que Ton ne pourra mener, de ce 
I gjiQine tangente aux diverses sections faites par des plans passant par YAD. 
resulte de Ik que la question qui nous occupe admet une infinite de solu- 
l^te quand la surface proposee S est de^^eloppable. En effet, nous avons vu 
(n? 183) qu*une telle surface ^tait Tenveloppe de toutes Ics positions d'un plan mo- 
bile, assujetti k une loi de mouvement qui ne laissait d'arbitraire qu'une seule condi- 
tion {*) I done, lorsque ce plan mobile, qui est en meme temps le plan tangent de la 
surface d^veloppable, viendra k passer par le point donn^ Y, il ne pourra plus prendre 
d'autre situation ; ou, du moins, il ne saurait occuper alors qu'un nombre limite de 
positions, suiyant la nature et le nombre des nappes de la surface. Ainsi, pour cette 
classe de surfaces, le probleroe de construire un plan tangent qui passe par un point 
donne, devient tout k fait determine (**)» et c'est ce que nous avons reconnu dans les 
cones et dans les cylindres (n^ 116 et 123). 

D'ailleurs, comme une surface developpable est touchee par son plan tangent tout 
le long d'une meme generatrice rectiligne (n^ 177), il s'ensuit que si Ton effectuait 
ici les sections indiquees n^ 348, et qu'on leur menkt des tangentes par le point Y, 
tous les points de contact se trouveraient situ^s sur une droite de la surface ; et le 
c6ne circonscrit sereduirait alors k un ou k plusieurs plans tangents qui passeraicnt 
par le point Y. 
551 • Le probl^me de mener, par un point Y, un plan tangent k une surface S 



(*) Ou autrement dit, qui ne laissait qvi'itne seule constante arbitraire dans son dquation; ainsi la 
oondition de paaser par le point V, fixera compl^tement la position de ce plan dans Tespace. 

(**) L'exoeption que pr^ntent les surfacee d^veloppables est unique; car elle n*a point lieu pour les 
sti/faces gauches. En effet, nous verrons que dans celles-ci tout plan men6 par le point V et par une g^- 
ndratrice rectiligne est tangent k la surface dans un certain point qu'il faut construire ; de sorte qu'en joi- 
gnant ce point de contact avec V, on obtiendra encore une des ardtes du cdne circonscrit, lequel subsiste 
ici eomoie dans lea surfaces non r^lte. 
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DOQ developpable, redeviendrait determine, si Ton ajoutait la condition que ce plan 
dut toucher la surface 5Mr une courbe donnSe, par exemple sur un meridien, ou sup 
\ un parallele, dont la position serait assignee. En eiTet, apres avoir construit la 
ligne de contact MM'M"... du cone circonscrit ^ S, il suffirait d'examiner en quels 
points elle rencontre la courbe donnee, et ce seraient la ^videmment les points de 
contact des plans tangents qui satisfont au probleme. Gelui-ci serait impossible, 
si la courbe assignee sur la surface n'avait aucun point commun avec la ligne 
MM'M^•.. 

352. Quant ^ la construction de la ligne de contact d'une surface quelconque S, 
avec un cdne circonscrit qui a pour sommet un point donne Y, courbe qui est d'ail- 
leurs tr^s-utile dans la Perspectis^e, puisque c'est evidemment le contour apparent 
de la surface vue du point Y , la seule methode tout a fait generale est celle que nous 
avons indiqu^e n^ 548; ccpendant, comme elle exige des operations graphiques 
assez penibles, nous aliens exposer d'autres metliodes plus simples, mais appli- 
cables seulement a certains genres de surfaces qui se rencontrent plus frequemment. 
Auparavantj toutefois, nous d6montrerons un theoreme important sur ces lignes de 
contact, par rapport a toutes les surfaces du second degr^. 

353. La courbe de contact d'un cdne circonscrit a une surface du second degri est 
toujours PLANE; et son plan se trouve paraMile auplan diametral qui serait conjugui 
as^ec le diamStre menipar le sommet du cdne. 

Soient Y le sommet du cdne, et S la surface du second degr^ dont il s'agit {fig. 8o); 
nous supposerons d'abord qu'elle admet un centre 0, mais, du reste, elle pent etre 
indifferemment un ellipsoide ou bien Tun des deux hyperbolo'ides. En faisant pas- 
ser par la droite YO divers plans secants, nous obtiendrons des courbes du second 
degre ABD, AB'D, AB''D,..., ayant toutes un diam^re commun OA; et si nous les 
coupons par leplan diamStralBB'C, qui est conjugud ai^ec OAy c'est-k-dire qui divise 
en deux parties egales toutes les cordes de la surface parallfeles a cette direction, 
nous obtiendrons des droites OB, OB', OB'',..., qui jouiront evidemment de la meme 
propriete, par rapport aux cordes menees dans chacune de ces courbes paralleled 
ment k OA. Ainsi OA et OB, OA et OB', OA et OB",..., formeront des systfemes de 
diametres conjugues deux a deux, dans les diverses courbes du second degre ABD, 
ABD, AB"D,.-.. 

Gela pose, tirons a Tune de ces courbes une tangente YM, puis menons, par le 
point de contact M, un plan parallele a BB'G : ce nouveau plan coupera la surface 
S suivant une courbe MM'N, et les sections primitives suivant des ordonn^es PM, 
PM', PM",..., respectivement paralleles k OB, OB', OB". Alors, si Ton mfene paries 
divers points M', M",..., des tangentes aux courbes AM'D, AM"D,..., je dis que 
ces tangentes aboutiront, sur la droite OA, au meme point Y, d'oii est partie la pre- 
miere MY. En effet, on sait que dans toute ligne du second ordre rapport^ a deuoo 
diamitresconjuguis, la sous-tangente ne depend que de Tabscisse du point de contact 
et du diametre sur lequel on compte cette abscisse; par cons^uent, pour les divers 
points M, M', M",..., qui repondent a la meme abscisse OP, la sous-tangente aura 
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une valeur commune, savoir : 

PV = g^-OP, d'oii OV=g^. 

Done, toutes les tangentes menees en M, M', M",..., formeront bien un c6ne cir- 
conscrit k la surface du second degre, et dont la iigne de contact sera la courbe 
planeWA'WJif parallele au plan diametral BB'C qui estconjugue avec VO (*). D'ail- 
leurs, cediametreVO contiendra le centre P de la courbe MM' M""..., comme nous 
allons le faire voir. 

354. Dans toute surface du second degrd, les dwerses sections faites par des plans 
paraUHes entre eux sont des courbes semblables, dont les centres sont situis surle dia^ 
mitre qui se trowe conjugud avec celui de ces plans sicants qui passe par le centre de la 
surface. En effet, quelle que soit une de ces sections planes MM'M'^N, on pourra 
mener par le centre un plan BB'B''G qui lui soit parallele, et construire le dia- 
metre OA conjugud avec ce dernier plan. Alors toutes les sections ABD, AB'D, 
AB^'D,..., auront pour diam^res conjugues, deux k deux, OA et OB, OA et 0B% 
OA et OB" : done, les ordonnees MP, MP', MP,..., qui correspondent k la meme 
abscisse OP, seront proportionnelles aux diametres non communs OB, 0B% OB'",...; 
et, par cons^uent, ces droites, consid^r^es comme des rayons vecteurs parall^les 
menes dans les deux courbes MM'N et BB'G, satisferont k la condition genSrale de 
la similitude. D'ailleurs, comme le point est evidemment le centre de figure de 
la courbe BB'G, il en sera neeessairement de meme du point P par rapport k la 
courbe MM'N; ainsi les centres des sections parallfeles au plan diametral BB'C sont 
bien situis tons sur le diamfetre OA conjugu6 avec ce plan. 

355. {Fig. 8 1.) Revenons au th^orfeme demontr^ n^ 353 pour les surfaces 
donees d^un centre; et afin de I'etendreaux surfaces qui en sont depourvues, e'est- 
a-^ire aux deux paraboloides, modifions la demonstration de la maniere siiivante. 
Menons par le point donn6 Y une parallele YX' a Vaxe ou diam^tre princupal OX 
du paraboloide ; cette droite YAX' sera encore un diametre de la surface, et les 
divers plans secants men6s par ce diametre fourniront des sections paraboliques 
AME, AM'E', AM^'E''.... Gela pose, tirons k Tune d'elles la tangente YM, et par le 
point de contact M menons, parallelement au plan tangent du paraboloide en A, 
un plan MM'M'^N qui coupera les paraboles suivant des ordonnees MP, M'P, 
M'T,..., respectivement parallMes aux tangentes AT, AT^ AT'',..., de ces courbes. 
Alors, pour de telles ordonnees, on sait que la sous-tangente sera consCamment 
double de Tabscisse commune AP; par consequent, toutes les tang€$ntes en M, M', 
M"",..., aboutirontau mdme point Y, et formeront ainsi un cdne ciroonscrit qui 



( * ) Dans le cas parUculier o(i la surface est une sphere, la courbe de contact du c6ne ciroonscrit deviant 
un petit cercle, perpendiculaire a la droite VO, qui r6unit le sommet V avec le cenlre de la sphere, D*ail- 
leurs, cela se prouve directement, en faisant tourner autour de VO un grand cercle ( )t aa tangente men6e 
du point V, 

Ceomeirie Lerojr. J ^a 
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touchera le paraboloide de long de la courbe plane MM'M"N, En outre, on voit f 
que le plan de cette courbe esiparalleleau plan tangent en A, lequel remplace ici le 
plan diametral conjugue avec VX'; car ce dernier serait k une distance infinie. 

Dans Tellipsoide de la^f^. 80, le plan tangent en A 6tait aussi parallele a BB'B''G, 
et par suite k la courbe de contact MM'M"N; mais nous n'avons pas voulu em- 
ployer alors ce plan tangent pour la demonstration, parce qu'il n*existerait plus 
dans les hyperboloides, si le diametre VO ne rencontrait pas la surface. 

PROBLEME I. Troiwer la courbe de contact dune surface de rSvolution, avecun 
cdne circonscrit dont le sommet est donnd. 

356. [Fig. 84-) Soient (0,rZ') Taxe de revolution que nous regarderons 
comme vertical, et (X'C'Y'D', CD) le meridien principal de la surface. Ici, cette 
courbe est une ellipse dont un diametre principal coincide avec Taxe de revo- 
lution ; mais la methode que nous allons exposer est tout a fait gen^rale, et appli- 
cable k un meridien quelcooque. Soit d'ailleurs (V,V') le point assign^ pour le 
sommet du c6ne circonscrit : la courbe X'M'Y', suivant laquelle il touchera Tel- 
Kpsoide, pent se determiner en construisant successivement les points qui se trou- 
vent sur chaque paralltle de la surface, ou bien ceux qui sont situes sur les divers 
meridiens; ce qui va donner lieu k deux m^thodes, dont chacune suffit k elle seule 
pour tracer la courbe demand^e. 

557. Mithode du parallSle. Soit (E'F, EMF) le parallMe choisi arbitrairement 
sur la surface de revolution que nous d^signerons par S : en substituant k celle-ci 
un c6ne droit engendr6 par la revolution de la tangente E'Z' autour de Taxe, il 
est evident que ce c6ne touchera la surface S tout le long du cercle E'F', et qu'ainsi 
tout plan tangent qui sera men6 k ce c6ne par le point (V, V) touchera S dans le 
point ou Tarete de contact rencontrera le cercle E'F'. Par consequent, ce point de 
rencontre appartiendra k la courbe demand^e X'M'Y', qui n'est autre chose (n^ 349) 
que le lieu des points de contact des divers plans tangents mends a la surface S, par k 
point {y,T). 

358. La question est done r^duite k trouver un plan qui, partant du point 
(V, V), aille toucher le cdne Z'E'F' : car on y parviendrait (n^ 125) en joignant 
le sommet (Z',0) (*) avec (V, V), puis en cherchant le point oil cette droite irait 
couper le plan horizontal E'F', en menant enfin de ce dernier point des tangentes 
au cercle (ET',EMF). Mais camme le sommet (Z',0) peut se trouver, ainsi que 
cela arrive ici, place k une distance incommode, et que d'ailleurs le point d'oii par- 
tiraient les tangentes k la base du c6ne varierait aussi k mesure qu'on changerait de 
parallele, nous allons employer une marche qui obviera k ces deux inconv^nients. | 

Adoptons pour base du c6ne droit le cercle (G'H',GPH), suivant lequel il est 
coup6 par le pkn horizontal V'G'H^ : alors cette nouvelle base eontenant dans son 



(*) Les trois points d^ign^ par 1* dans notre ^pure sont cens^ repr^nter le point unique ou la tan- 
gente E'ZMrait couper Taxe vertical, point qui est le sommet du cdne droit, mais qui n'a pu se trouver ici 
renferm^ dans le cadre 
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phm le point donn^ (Y, V), il deviendra inutile de recourir au sommet du cone, et 
il sufiira de mener les tangentes k la base actuelle par le point (¥,¥'). D'ailleurs, 
comme ce sont les points de contact qui seuls nous interessent, decrivons sur la 
droite VO, comme diamHre, une circonference qui coupe le cercle 6PH aux points 
P et Qy et les rayons OP et OQ seront 6videmment les projections horizontales 
des generatrices suivant lesquelles le c6ne droit sera touchy par les plans tangents 
mente de (VyV)- Done, en prolongeant ces rayons jusqu'au parallMe donne EMF 
les points M et N, que Ton projettera sur E'F' en M' et N', seront deux points qui 
appartiendront (n^ 357) a la courbe de contact de la surface S avec le c6ne cir- 
conscrit dont le sommet serait en (VyV). 

359. Pour trouver les points de cette courbe qui seront sur un autre parallfele, 
on agira d'une mani^re toute semblable; et la mime circonference^ d^crite sur YO 
comme diambtre, servira pour toutes ces opirations^ puisque les tangentes a la base 
du nouveau c6ne droit devront encore partir du point (Y,Y'), Par exemple, si 
nous consid^rons le parallfele (E'^F", EMF) 6gal au pr^c^dent, il faudra tirer ia 
tangente WGT qui, en tournant autour de Taxe vertical, decrirait un c6ne droit 
dont la base, consider^e dans le plan horizontal Y'G', sera le cercle (G''H'*,G'^PH") : 
celui-ci 6tant coupd par la circonference YO en deux points F' et Q'', les rayons 
OP et OQ'^ sont les projections horizontales des aretes de contact du c6ne droit 
G"'E*'F*'H'^ avec les plans tangents qui lui seraient menes par le point {Y,Y'); puis, 
la rencontre de ces rayons avec le parallfele (EMF, E*'F*') fournira les points (M", M"), 
(N'% N'*) situ^s sur ce parallele, et appartenant k la courbe de contact de la surface S 
avec le cdne circonscrit qui a son sommet en (Y,Y'). 

360. {Fig. 840 M^^de du mSridien. Pour trouver les points de cette mdme 
courbe, qui sont situ6ssur un m^ridien quelconque «06, imaginons par tons les 
points de cette meridienne des droites perpendiculaires k son plan, et dont Ten* 
semble formera un cylindre horizontal, ^videmment circonscrit k la surface S le long 
de cette courbe meridienne. Alors, si par le point (Y, Y') nous menons k ce cylindre 
un plan tangent, ce dernier se trouvera aussi tangent k Tellipsoide dans le point oil 
il touchera la base du cylindre ; et, par consequent, ce point appartiendra k la courbe 
chercb^e, puisque celle-ci (n^ 349) est le lieu de tons les points de contact de I'eU 
lipsoide avec les plans tangents qui partiraient de (Y, Y'). 

Or, pour construire ce plan tangent au cylindre horizontal, il faut (n^ 116) tirer 
du point (Y, Y') une parallfele aux generatrices de cette surface, c'est-k-dire une 
droite (YP'', Y'H"^) perpendiculaire au plan vertical aOS qui contient la base du 
cylindre; puis, du point P, oil cette droite rencontre ce plan m^ridien, mener k 
cette base une ou plusieurs tangentes. Mais pour realiser cette dernifere operation, 
je rabats la meridienne a06 sur le plan vertical, ainsi que le point P; ce dernier 
se transporte ^videnlkment en (H'', H'^), et en tirantles tangentes H*'^', H"'F'*, j'ob- 
tiensles points de contact {<f\ y), (F*', F) sur la base du cylindre rabattue; done, 
en les ramenant par des arcs de cercle horizon taux dans le meridien primitif aOS» 
ils auront pour v^ri tables positions (ij;, ^') et (M", M*). 
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36i . Ce dernier point coincide avec un de ceux que nous avons obtenus par la 
wniAode du paralleled parce qu'ici le plan meridienOaS a ete cboisi de mani^rea 
renfermer le point (M% M') deja construit; ei nous avons adopte cette disposition, 
afin de montrer clairement que, si les deux methodes s'appuient sur des considera- 
tions tres-differentes, elles emploient du moins les mimes operations graphiques^ 
execuiees dans un ordre pricisement inverse^ comme on doit le voir ici pour le point 
(M''* M'). Au reste, quelle que soit la methode que Ton emploiera, il est des points 
particuliers qui s'obtiendront par un precede direct ; et nous recommandons de 
commences r execution de Vepure par la recherche de ces points remarquables. 

362. Points sur les contours apparent. Quant a ceux qui seront situes sur I'equa- 
teur (CD\ CLD), il est clair que les plans qui toucheront Tellipsoide en ces points 
se tvoviyetoniverticaux^ et des lors leurs ir:tces horizon tales seront les tangentes YL 
et YK partant du point Y; d'ailleurs, les points de contact L et E se trouvant deter- 
mines en projection horizontale, par la rencontre du cercle OLD avec la circonfe- 
rence dont YO est le diametre, il suffira de projeter L et K en L' et K' sur CD'. 
Observonsy en outre » que ces deux points, etant sur le contour apparent de la sur- 
face relativement au plan horizontal, formeront les limites communes de Vart 
visible LMXK et de Varc invisible LM''YK sur cette projection; au surplus, le pre- 
mier de ces arcs se distinguera aisement de I'autre, en examinantsi Tun de ses points 
(M, M') est plac6 au-dessus de Tequateur CD'. 

De meme, pour les points situes sur le meridien principal (X'CY'D', CD), lefr 
plans tangents de Tellipsoide se trouveront (n^ 129) perpendiculaires au plan ver*- 
tical; ainsi leurs traces passeront par le point Y' et seront les deux tangentes Y'X% 
Y'Y', dont les points (*) de contact X' et Y' devront fitre projetes en X et Y sur CD. 
D'ailleurs, comme ces deux points sent places sur le contour apparent de la surface 
par rapport au plan vertical, ils separeront I'aic visible X'M'Y' de rare invisible 
X'N'Y' sur cette projection; et Ton distinguera le premier de ces deux arcs, en exa- 
minant si Tun de ses points (M, M') est place en avant du plan vercical CD qui con* 
tient le meridien principal. 

363. Points limites. Nous entendons par Ik les points oil la tangente de la courbe 
de contact se trowera horizontale^ et qui seront, par consequent, plus baut ou plus 
has que tons les points voisins. D'abord, cette circonstance ne pourra se rencon^ 
trer que dans le meridien YO qui passe par le sommet ( Y, Y') du cone circonscrit. 
En effet, la methode gen6rale qui a fourni (n^358) les points (M, M') et (N, N') 
montre evidemment que les divers points de la courbe sent, deux a deux, situdssut 
des cordes horizontales (MN, M'N') que le plan vertical yO dime chacune en deux 
parties egales; done, lorsqu'un de ces points correspondants se trouvera dans le 
plan vertical YO, I'autre s'y trouvera aussi, et, par suite, la corde relative a ces 



(*) II suffira de mener ces tangenles avec une i^gle appuy^ gur le point V' et 8ur le meridien; mais, 
ensuite, il faudra fixer leurs points de contact avec pr^sion, en se servant des cordes suppltaentaires de 
leilipse m^diennne. 
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points ainsi confondus sera devenue tangente k la courbe, sans avoir cesse d'etre 
horizontale. Ainsi les points le plus haut et le plus has sont bien dans le meridian YO. 

Maintenant, pour determiner ces points limites, j'obscrve que la droite qui join- 
drait Tun d'entre eux avee (V, V) serait necessairement tangente a la meridienne 
yO» puisqu'elle se trouverait a la fois dans le plan de cette courbe et dans le plan 
tangent de Tellipsoide. Done, si je rabats cette meridienne sur le plan vertical, 
ainsi que le point (V, V) qui sera transporte evidemment en V"; puis, si je mene la 
tangente VU' dont je determinerai exaccement le point de contact U' au moyen dc^j 
cordes supplementaires, il n'y aura plus qu'a projeter ce point U' en U, et a le rame- 
ner, par un arc de cercle horizontal, dans sa veritable position (R> R'). Ge $era la le 
point le plus has de la courbe, et la tangente horizontale U'R' indiquera le dernier 
des parallMes qui peuvent contenir des points de cette ligne. 

Le point le plus haut (T, T') s'obtiendrait semblablement; mais nous n*avons pas 
voulu efTectuer la construction qui s'y rapporte, dans la crainte de jeter quelque 
confusion sur la figure. 

364. Dans Texemple actuel, ou la surface de revolution est du second degre, 
la courbe de contact est necessairement p/lane (353), etici c'est une ellipse qui a 
pourun de sesoa^e^, dans Tespace, la droite (RT, R'T'), puisque les tangentes aux 
extremites de cette Ugne lui sont perpendiculaires, attendu qu'elles le sont au plan 
vertical VO (n® 363). II serait meme facile d'en conclure le deuxieme axe et les 
deux autres sommets, en faisant une section horizontale dans I'ellipsoide par le 
milieu de la droite (RT, R'T) ; et Ton doit observer que ces deux diametres princi-- 
paux resteront les axes de la projection horizontale RLTK, parce que, Tun d'eux 
etant horizontal. Tangle compris entre leurs projections demeurera droit; tandis 
quesur le plan vertical, ces deux diametres ne seront plus perpendiculaires I'un 
k Tautre, et deviendront simplement deux diametres conjugues obliques de la courbe 

365. Remarque. Si Ton se rappelle que toute surface de revolution pent etre 
consid^ree comme Venveloppe d*un cdne mobile (n^ 194) toujours circonscrit le long 
d'un parallele, ou bien encore comme Yemeloppe d'un cylindre mobile {n? 196) 
toujours circonscrit le long d'un m^ridien, on sentira que, dans les deux methodes 
employees n^ 357 et 360, nous avons eu pour but de substituer a la surface de 
revolution proposee, une enveloppee conique ou cylindrique, pour laquelle la con- 
struction du plan tangent mene du point ( V» Y) etait plus facile que pour la surface 
primitive. Or, comme les surfaces de revolution admettent aussi une enveloppee 
spherique [n^ 193) dont le rayon est la normale au meridien, il en resulte une troi- 
sifeme m^thode, moins avantageuse dans la pratique, mais qu'il est interessant de 
connaitre. 

366. Troisieme mdthodepar une enveloppee spherique. {Fig. 84. ) Avec la normale 
E'ci>'du meridien, tra^ons un cercle qui, en tournant autour de Taxe vertical, en- 
gendrera une sphere evidemment tangente a la surface de revolution S tout le long 
du parallele ET'; puis, imaginons un cdne circonscrit a cette sphere, et ayant pour 
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sommet le point donne (V, V). La courbe de contact de ce cdne auxiliaire avee la 
sphere sera un petit cercle (n^ 353, note) dont le plan se trouvera perpendiculaire 
a la droite (V'w', VO); et comme dans les points ou ce petit cercle rencontrera le 
parallele ET^ les plans tangents de la sphere seront communs k la surface S, il 
s'ensuit que ces points appartiendront k la courbe cherchee X'M' Y'. Or^ si nous fai- 
soDs tourner simultanement la sphere et son cone circonscritt autour de la verti- 
cale 0, jusqu'a ce que Taxe (V'w', VO) de celui-ci soit devenu parallele au plan 
vertical, le sommet (V, V) se transportera en V"; et en menant les tangentes V'Y> 
Ve^, le cercle de contact sur la sphere se trouvera alors projet^ suivant la corde y'<^. 
Dans cette situation, ce cercle de contact coupe le parallMe ET' en deux points 
places aux ex tremites de la corde projetee verticalement sur le points'; or, comme 
la distance de cette corde k Taxe de revolution ne changera pas quand nous rame- 
nerons la sphere et le cone circonscrit dans leurs positions primitives, il est clair 
qu'en reportant par un arc de cercle le point ^ sur le meridien primitif VO en 6, et 
en tirant par ce dernier point une corde perpendiculaire a VO, les intersections de 
cette corde avec la parallfele EAIF fourniront les points demandes M et N, qu'il fau- 
dra ensuite projeter en M' et N' sur E'F'. 

PROBLEME II. Par un point donnd, mener a une surface dt revoludon unplan tanr 
gent qui la touche sur un parallele donne. 

367. 11 ne sera pas necessaire ici, comme nous I'avions annonc6 generalement 
ail n^ 351, de construire la courbe de contact de la surface avec un cone cir- 
conscrit; il suffira evidemment d'appliquer au parallele assigne par la question, la 
methode du n^357 ou celle du n^ 366, et Ton obtiendra directement les /wiia^ 
de contact des plans tangents demandes. Dfes lors ces plans seront faciles k construire 
(n" 132). 

PROBLEME III. Parun point donne, mener a une surface de rd^olution unplan 
tangent qui la touche sur un mdridien donnS. 

368. Ce problfeme se resoudra encore directement, en appliquant au mdridien 
assigne par la question, la methode expliqu^e au n^ 360. On connaitra ainsi les 
points de contact des plans tangents que Ton cherche, et ces plans seront alors 
faciles a determiner (n*^ 132). 

PROBLEME IV. Trom^er la courbe de contact d' une surface QVEhCOJfiQiJR clu second 
degre, avec un cdne circonscrit dont le sommet est donne ^ 

} 369. [Fig. 85.) Prenonspour exemple un ellipsoide k trois axes in^gaux, et 
choisissons nos plans de projection /^oro^/e^ k deux des trois plans principaux de 
ce corps. Alors, les contours apparents de la surface seront les deux ellipses 
(ABDE, A'D') et (A'C'D'F', AD), qui auront cbacune deux axes communs avec 
TeHipsoide; et en d^signant par (V, V) le sommet du c6ne circonscrit, nous cher- 

. cherons k determiner les points de la courbe de contact, qui se trouvent places sur 
une section horizon tale quelconque 6'H'. Cette section est une ellipse semblable a 
ABDE, et dont (G'jfl', GH) est un des diametres principaux; alors, si nous la re- 
gardens comme la base d'un cone auxiliaire qui aurait son sommet au point P, oil 



««A»n«« ,. - PLA,« TAHOENT, PAK vn PoiTT «rrtnn.im. 1 59 

Taxe vertical de la surface est rencontr^ par la tangente G'T', ce cdne T'G'H' sera 
cirvonscnt ^ rellipsoide. En effet, toutes les sections faites dans la surface par des 
plans menes suivant la verticale (0, O'T'), seraient des ellipses qui auraient un axe 
cominuQ (0, CT'). D'ailleurs, pour tous les points de ces ellipses placees sur G'H^ 
Tabscifise O'V etant la in^n(ie» la sous-tangente serait aussi constamment egale k 
VT; par consequent, les tangentes k ces ellipses verticales aboutiraient toutes au 
point T% et formeraient bien le c6ne circonscrit T'G'H^ Gela pose, si nousmenons 
k ce cdne auxiliaire un plan tangent partant de (V, Y"), Tarete de contact rencontrera 
la base G'H^ en un point qui appartiendra k la eourbe demandee; car, en ce point* 
le plan tangent du c6ne auxiliaire touchera relljpsoide et passera d'ailleurs par le 
point (V, T), ce qui est le caract^redistinctif (n^349) de la eourbe de contact de 
la surface avec le cone circonscrit dont le sommet serait en (Y, Y'). 

370. Maintenant, pour mener du point (Y, Y') un plan tangent au cone T'G'H', 
et afin de n'avoir k operer que sur Tellipse principale ABDE, donnde immidiate da 
la question, je prolonge ce cone jusqu'au plan horizontal A^'D"", qui a ete choisi de 
manifere a couper cette surface suivant une ellipse egale k la precedente; puis, &el 
adoptant cette section ( A''D", ABDE) pour base du cone, et joignant le sommet avec 
le point (Y, Y'), je cherche la rencontre de cette droite (Y'T'R', YOR) avec le plan 
A''D''; et enfin, du point R je m^ne deux tangentes RP, RQ a Fellipse ABDE. Les 
points de contact de ces tangentes etant fixes avec precision (au moyen des cordes 
supplementaires), je tire les rayons OP, OQ, qui seront les projections horizontales 
des aretes de contact, et j'en conclus aisement leurs projections verticales T'F, T'Q\ 
Enfin, ces derni^res coupant Tellipse G'H'aux points M' et N', je les projette en M 
et N, et j'obtiens ainsi les deux points de la eourbe demandee, qui sent places sur la 
section horizontale G'H' de rellipsoide. 

On aurait pu trouver directement les points M et N, en proj etant H' en H, et 
menant par ce dernier point des paralleles HM et HN aux cordes DP et DQ; car, 
dans deux ellipses semblables, telles que G'H' et A''D'', les rayons vecteurs OM et 
OP sont proportionnels aux demi^xes OH et OD. 

371. Pour toute section horizontale autre que G'H', on operera d'une maniere 
analogue; mais s'il arrivaitque le sommet T' du cone auxiliaire fut a une distance 
incommode, on pourrait adopter pour base de ce cone la section K'L' faite par le 
plan horizontal mene du point ( Y, Y') ; et alors il suffirait dc concevoir, par ce der- 
nier point, des tangentes k cette ellipse K'L'. Or ces droites, ainsi que leurs points 
de contact, sont tres-faciles a determiner par une construction directe, sans decrire 
la eourbe, et d^apres la seule connaissance des axes, qui sont ici proportionnels 
avec AD et BE, et dont Tun est K'L'. Cette construction se trouvera expliquee tout ii 
I'heure, dans un cas analogue (n"^ 374). 

372. Points sur les contours apparents. On les determinera comme dans le pro- 
bl^me precedent (n** 362), en menant les tangentes Y'X' et Y'Y' au contour appa- 
rent de rellipsoide sur le plan vertical, et projetant les points de contact X' et Y' en 
X et Y, sur AD. De meme, les tangentes Yx et Yj^au contour apparent sur le plan 
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horizontal, fourniront deux points x tly qu'il faudra projeter en af ety sur A'ly. 
D'ailleurs, ces deux systemes de points indiqueront les extremity A,^ arcs visSbles 
sur les deux plans de projection. 

373. [Fig. 85.) Les points limites, c'est-k-dire ceux oil la tangente de la courbe 
sera horizontale^ se trouveront necessairement situes dans le plan vertical VO. En 

^ effet, il resulte evidemment de la construction generate qui a donne les points P 
* et Q, ou M et N, que les points de la courbe de contact sont deux k deux sur des 
cordes horizontales (MN, M'N'), coxn&t^mmeni paraUiles au diamStre conjugue de 
OR dans Tellipse ABDE; et, par suite, chacune de ces cordes est divisee en deux 
parties egales par le plan vertical VOR. Done, lorsqu'un de ces points correspon- 
dants se trouvera dans' le plan VOR, Tautre y sera pareillement; et la corde qui les 
reunissait sera devenue tangente a la courbe, sans avoir cess6 d'etre horizontale. 

374. Maintenant, pour construire ces points dont la hauteur sera maximum ou 
minimum^ il suffira Evidemment de mener, par le point (Y, V), deux tangentes k la 
section produite dans Tellipsoide par le plan vertical YOR. Or cette section est une 
ellipse dont les demi-axes sont O'Q! et Oa; et si, en la faisant tourner autour de 
Taxe (0, O'Z'), nous la rabattons sur le plan vertical, ainsi que le point (Y, Y') qui 
se transportera en Y"", il s'agira de mener par ce dernier deux tangentes k une 
ellipse dont les demi-axes deviendront O'C et 0'a\ problfeme qui pent se resoudre 
sans tracer la courbe. En efTet, apr^s avoir construit les foyers f et <]; de cette ellipse, 
je decris un arc de cercle avec le rayon Y''^ et un second arc de cercle du point ^ 
comme centre, avec un rayon egal au grand axe de Tellipse; alors, ces deux circon- 
f^rences se coupant aux points S et y, on sait [*) que la droite Y''(^, meneepar le 
milieu de Tare f S, est la tangente demand^e, et que son point de contact ^ est 
fourni par sa rencontre avec la droite <];S. Par consequent, il n'y aura plus qu'k 
ramener le point {^y i) dans le plan vertical YO, au moyen d'un arc de cercle 
horizontal, et Ton obtiendra ainsi le point (X, X') le plus has de la courbe de contact. 

De meme, la seconde tangente a Tellipse precedente sera la droite Y''a> passant 
par le milieu de Tare 97, et sa rencontre avec ij^y determinera son point de contact 
(tt', tt), lequel ramene dans le plan vertical YO, deviendra le point (jx, /x') le plus 
baut de la courbe en question. 

375. On pourrait encore construire, d'une maniere analogue, les deux points de 
cette courbe qui seraient places dans le plan Y'O', perpendiculaire au plan vertical; 
car la section produite dans Tellipsoide par ce plan secant Y'O' serait une ellipse 
dont les axes sont faciles a trouver : mais, pour ne pas rendre I'epure difficile k 
lire, nous laisserons au lecteur le soin de s'exercer a cette construction, qui est 
entierement semblable k la precedente. 

376. Nous ferons observer, en terminant, que la methode employee ici pour un 



(* ) Voyez^ dans les Traits de G^m^trie analytique, la m^hode graphique des Andens pour mener lea 
tangentes aux sections couiqucs. 
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ellipsoide est ^galement applicable k un hyperboloide, ou meme a un parabolo'ide 
ayec les modifications legeres qu'am^nerait tout naturellement la nature des sec- 
tions planes qui seraient faites dans ces surfaces. 
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CHAPITRE II. 

DES FLAMS TANGENTS PARALLELES A UNE DROITE DONN^E. 

377. {Fig. 80.) Soient S une surface quelconque, et VO la droite donn^e (ou 
bien une ligne parallele k la droite donnee, et menee par un point pris arbitraire- 
ment dans Tinterieur de S) : si, par la ligne .YO^ nous conduisons divers plans se- 
cants^ ils couperont la surface S suivant des courbes ABD, AB'D, AB^'D^..^ qui 
pourront toujours 6tre construites par les methodes generales du livre lY; et en 
menant a ces sections des tangentes BU, B'U', B"U",..., paralleles a YO, elles for- 
meront un cylindre qui sera circonscrit a S, c'est-k-dire qui touchera cette surface 
tout le long de la courbe BB'B'^E. En effet, le plan tangent de S, relatif au point 
quelconque B"^, renfermera ^videmment TarSte B"U' du cylindre, ainsi que la tan- 
gente B^'t k la courbe BB'B'^.. qui lui sert de base; done ce plan sera aussi tangent 
au cylindre, et dhs lors cette derniere surface aura un veritable contact avec S au 
point B'', comme aussi tout le long de la ligne BB'B''E. 

578. Cela pose, pour mener a la surface S unplan tangent qui soit parallele a une 
droite donnie YO, il sufiira de chercher la courbe de contact BB'E de cette surface 
avec un cylindre circonscrit parallele a YO, puis de construire le plan tangent de S 
pour un quelconque des points de cette ligne de contact ; car ce plan touchera neces- 
sairement le cylindre circonscrit, et par suite il renfermera une de ses aretes, qui 
sont toutes paralleles a YO; doiic lui-meme sera parallele a cette droite. 

Reciproquement, tout plan parallele a YO et qui touchera la surface S en un 
certain point que j'appelle 6, contiendra necessairement une droite men^e paral- 
lelement a YO, par ce point h\ done cette derniere droite sera une arete du cy- 
lindre circonscrit, et son point de contact b devra, par consequent, se trouver sur 
la courbe BB'E, qui devient ainsi le lieu exclusif de toutes les solutions du probleme 
propose. 

Ce problfeme sera done impossible, quand le cylindre circonscrit parallfelemeni k 
la droite donnie n'existera pas; ce qui arriverait, entre autres exemples, dans un 
paraboloide, si la droite proposee ^tait parallele k I'axe de la surface; car alors les 
sections ABD, AB'D,..., seraient des paraboles, lesquelles n'admettent pas de tan- 
gente parallele a leur diamfetre principal. 

37t>. II resulte de ces principes que la question generale qui nous occupe est 
susceptible d'une infinite de solutions, ou bien elle n'en admetaucune. On doit seu- 
lement excepter le cas oil S est une surface developpahle^ parce qu'alors, d'aprte la 
remarque faite au n** 350, !e plan mobile qui cngendre une telle surface, et qui est 
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en meme temps son plan tangent, se trouvera eompl^tement d^termin^ par la oon- 
dilioD nouvelle d'etre parallele a une droite donnee. C'est ce que nous avons dijk 
reoonnu pour les cylindres et pour les cones, dans le chapitre HI du livre II. 

380. Le problfeme de mener a une surface S non developpable, un plan tangent 
parallele a une droite donnee, redeviendrait determine si Ton ajoutait la condition 
que ce plan dut avoir son point de contact sur unecourbe connue; parce qu'alors ce 
point serait fourni par la rencontre de cette courke avec la ligne de contact du 
cylindre circonscrit. 

Quant a la construction de cette derniere ligne, qui est aussi fort utile dans la 
tkdorie des ombres^ la seule m^thode generale est celle que nous avons indiquee 
11^377; mais nous donnerons bientot des precedes plus commodes pour certains 
genres de surfaces qui se rencontrent frequemment, apres que nous aurons fait qiiek- 
ques remarques sur ces lignes de contact dans les surfaces du second degrs. 

381 . La courbe de contact d^un cylindre circonscrit a une swfaee du second degre 
est toujourg PLM^E^ etsitude dans le plan diamitrai qui se trowe conjugui as^ec Udia-- 
metre parallele au cylindre. 

En efTet, si I'on con^oitpar le centre de la surface du seoond degre S {fig. 8o), 
une droite YO parallMe k la direction du cylindre, les diverses sections ABD^ AB'D, 
AB'^D,..., produites par des plans menes suivant VO, seront des courbes da second 
degre qui auront toutes un diametre commun AOD ; or, en ceupamt ces courbes 
par le plan diametral BB'E, conjugu^ avec AD ( c'esi-k-dire le plan qui diviserait en 
deux parties ^gales chacune des cordes paralleles k AD), les intersections seront 
des droites OB, OB', OB*,..., qui se trouveront necessairement diametres conjugues 
as^ec OA, dans chacune des courbes correspondantes. Done, les tangentesBU^ B'U', 
B''U%..., que Ton menera a ces sections par les divers points B, B% B",...^ seront 
paralleles k OA, et formeront ainsi un cylindre circonscrit a la surface S, dont la 
ligne de contact BB'B"" sera plac^e tout entiere dans le plan diametral BB'E conjugue 
arecOAC). 

Au reste, ce r^ltat important pent Stre regarde comme une consequence du 
tfi^r^me d6montr6 n^ 353, pour la ligne de contact d'une cone YMlVrN circon- 
scrit k S; car, si le sommet V s'^loigne k Tinfini sur la droite OAV, i) est facile 
de voir que les divers points de contact M, M', M'%..., se tnuasporteront en B, 
B , B ,•••• 

382. [Fig. 82.) Pour ^tendrele th^orkme precedent aux deBx paraboloides qui 
sont depourvus de centre, imaginez, par Faxe principal OX de la surface, un plan 
EOF parallele k la direction assignee pour les generatrices du cylindre, el meofCZ 
dans cette direction une tangente YBU a la parabole EOF; alors, le plan diametraU 
qui coupera en deux parties egales toutes les cordes paralleles k YBU^ passera evi* 



(^] Dans le cas particulier oii la surface propose est une sphere, la courbe de contact du cylindre cir* 
rmiscrit devieiit un grand cerck, perpendicuhtire a la direction VO des arfttes do cylindre; r^ultal (\m dt 
prouve directemeDt en faisaat toarner autour de VO un grand cercle et sa tongente paraMVo i cette dralsi 
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d^tnment par ie point de contact B de cette tangente, et produira dans la surface une 
section parabolique BB'B^C. Cela pos^, toutes les droites W\]\ B"U",..., menses par 
les divers points de cette derni^re parabola^ parailelement a VBU» se trouverontni- 
cessairement tangentes k la surface; sans quoi leurs parties int^rieures^ oncordes^ 
fie seraient plus couples en leurs milieux par te plan BBX qui est suppose diametral [ 
eteoDJugu^ avec VBU. Par consequent, toutes les droites BU, Wli\ B''U"i..m for^ ^ 
meront bien Ie cylindre circonscrit que Ton demandait, et Ton yoit que sa ligne de 
contact BB'B'^C avec la surface sera plane et toujours paraboUifue. 

Un raisonnement semblable, fond6 sur la definition m^me du plan diametral, 
aurait pu 6tre employ^ dans Ie o^ 5S1 . 

PROBLfilME I. Trower la courbe de contcict d'une surface de revotulion^ avec un 
cylindre circonscrit et parallele a une droite donnde. 

583. [Fig. 86.) Soient (0, VV) I'axe de la surface de revolution, et (E'CE'^D', CD) 
Ie in6ridien principal, dont la forme particulibre n^aura point d'influence sur Ie 
succ^s de la methode. Soit d'ailleurs (AB, A'B') la droite k laquelle doit etre pa- 
rallele Ie cylindre circonscrit : la courbe de contact ccfm'y' (*) de ce cylindre avec 
la surface proposee peut se construire en cherchant successivement les points qui 
sont situ^s sur chaque parallele, ou bien ceux qui se trouvent sur chaque meridien ; 
d'oti resultant les deux precedes suivants. 

584. Mithode du parallele. Soit (E'P, E/nF) un parallfele choisi arbitrairement • 
sur la surface de revolution S; en substituant k celle-ci Ie cone droit engendre par 
la revolution de la tangente E'Z' du meridien, il est clair que ce c6ne touchera la 
surface tout Ie long du parallele E'F', et qu'ainsi tout plan tangent mene a ce cone, 
parailelement a ( AB, A'B'), touchera S dans Ie point oil I'arete de contact rencon- 
trera Ie parallele E'F; done ce point appartiendra k la courbe demandee, dont la 
propriete caracteristique (n** 578) consiste en ce que, pourchacun de ces points, Ie 
plan tangent de la surface S se trouve parallele a (AB, A'B'). 

Nous sommes ainsi ramenes a conduire un plan tangent au cdne Z^E'F, paral-- 
Iblement h une droite donnee; mais pour ne pas etre obliges de recourir au souw 
met Z' de ce cone, qui pourrait se trouver k une distance incommode, et afin ' 
n'avoir k mener des tangentes que d'un meme point fixe, nous modifierons Ie p. • 
cede general du n^ 124, de la maniere suivante. 

Imaginons que Ie cone droit Z'E'F' a ete transporte parailelement k lui-meme, ( 
avec Ie plan tangent demande, jusqu'a ce que son sommet soit venu se placer en un 
certain point 0' de Taxe vertical (0, I'Z'); dans ce mouvement, on sent bien que 
I'arete de contact aura conserve la meme projection horizontaie; et la trace horizon- 
tale du cone ainsi transporte s'obtiendra en tirant la droite OV parallele k Z'E', et 
en decrivant, avec un rayon Oe = IV, Ie cercle epf. Alors, pour mener k ce c6ne un 



(*) Gomme Ie probl6me actuel a beaucoup d'aiialogie avec celui du n° 356, nous emploieroDS ici des 
tettres italiqiuis, afia qu*on aper^ive las parties analogues desyf^. 84 et 86, sans confondre cependani let 
deux co\iit)es qui ae trouveroat reprodiutes k U fois dans l'6pure 89. 
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plan tangent parallele a (AB, A'B'), je tire dans cette direction ia droite {O'a'f Oa) 
qui vient percer le plan horizontal au point [a^a!) duquel devraient partir les tan«- 
gentes au cercle epf: mais comme je n'ai besoin que des points de contact, je d^cris 
sur Oa, comme diametre, une circonference qui, par sa rencontre avec le cercle qif^ 
determinera ces points p et 9; et les rayons Op, Oq seront les projections horizon- 
tales des generatrices de contact des plans tangents que Ton cherchait. Maintenant, 
ces generatrices vont rencontrer le parallele ( EmF, E'F'), base du cone primitif, aux 
points [m^ m') et (n, n'); par consequent, ce sont Ik deux points de la courbe de 
contact de la surface de revolution avec le cylindre circonscrit. 

385. Les points de cette courbe, situes sur un autre parallble, se construiront 
d'une maniere semblable, en transportant toujours au point 0' le sommet du cone 
droit circonscrit le long de ce parallele ; et par Ik, la circonfdrence decrite sur le diar- 
mitre Oa servirapour toutes ces operations. 

Mais il sera fort avantageux de chercher imm^diatement les points situes sur le 
parallele E'^F'' egal a E'F, surtout si le meridien se trouve, comme dans cet exemple, 
symetrique au-dessus et au*dessous du plan horizontal CD'; car alors il n'y aura 
aucunes nouvelles constructions graphiques a executor. En effet, si Ton congoit le 
cone Z'^E^'F' circonscrit le long du parallele ET^, il est evident que ses genera- 
trices seront respectivement paralleles a celles du cone Z'E'F', desorte que, quand 
. nous le transporterons au point 0', suivant la regie precedente, il coincidera entib- 
rementavec le coneO'e'/'; et toutes les operations ulterieures redevenant les 
memes que ci-dessus, nous en conclurons que les aretes de contact avec les plans 
tangents cherches, se trouvent encore projetees horizontalement sur les rayons 0/>, 
O9, qui, par leur rencontre avec le cercle EmF» fourniront aussi les points de- 
mandes. Toutefois, il y aura ici une petite modification ; car on devra prolonger ces 
rayons au delk de pour obtenir la veritable position des points cherches m" et n*\ 
que Ton projettera en nf et n"" sur le parallele E^F''; et la raison de cette difference 
- tient k ce que ce parallele etait situe sur la nappe superieure du cone Z*E'*'F', 
tandis que le cercle epf^ auquel nous menons les tangentes op et aq^ se trouve sur 
la nappe infirieure de ce cone transporte dans la position 0V/\ 

586. Methode du mdridien. [Fig. 86.) Si Ton veut obtenir les points de la courbe 
en question, qui seraient situes sur un meridien donne aO§, on imaginera par tous 
les points de cette meridienne des droites perpendiculaires k son plan, lesquelles 
formeront un cylindre horizontal evidemment circonscrit k la surface de revolution 
tout le long de cette meridienne. Alors, si Ton m^ne k ce cylindre auxiliaire un plan 
tangent parallele k (AB, A'B'), ce plan touchera la surface S dans le point oil il 
rencontrera la meridienne a§, base du cylindre ; et par consequent ce point appar- 
tiendra a la courbe cherchee, qui est (n^ 378) le lieu de tous les points de contact des 
plans tangents de S menes parallelement a la droite ( AB, A'B'). 

Pour construire ce plan tangent au cylindre auxiliaire qui est horizontal, je tire 
(n^ 117) la droite (Oa, O'a') parallele k (AB, A'B'), etdu pied (a, a') j'abaisse 
une perpendiculaire op sur le plan vertical aO€; alors, en joignant le point /» avec 
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(0, 0'), j'aurais la direction suivant laquelle il faudrait mener une tangente k la 
meridienne aSf base du cylindre propose. Mais, pour pouvoir efTectuer cette opera- 
tion, je rabats sur le plan vertical cette meridienne et la droite qui reunirait les 
points f7 et (0, 0') : par Ik, le point /?se transporte en {e^ ef) etla droite en ques- 
tion devient (Oe, OV); je mene done, parallelement a cette derniere, une tangente 
Z'E' au meridien principal, et le point de contact (E', E), etant ramen^ dans le 
meridien primitif Oa par un arc de cercle, fournira le point demande (m, mf). 

Comme on pent mener au meridien principal une seconde tangente parallMe k 
OV, il existe un second point de contact (F^^, F) qui, ramene dans le meridien aOS, 
fournira un nouYcau point {m'\ nf) appartenant aussi k la courbe cherchee. 

387. Nous retrouvons ici deux points que nous avons d^jk construits par I'autre 
m^thode, attendu que le meridien aO§ a et^ choisi de maniere k passer par ces 
memos points; et par Ik nous avons voulu manifester cette circonstance remarquable, 
que si les deux methodes sont fondees sur des considerations tr^s-difTerentes, elles 
emploient du moins les mimes operations graphiques ex^cutees dans un ordre prSci-^ 
sSment inverse. Mais, outre les points situes sur un parallele ou sur un meridien 
quelconque, il en est plusieurs qui s'obtiennent par des precedes directs, et nous 
recommandons au lecteur de commencer le trace de I'epure par la recherche de ces 
points remarquables. 

388. {Fig. 86. ) Points sur les contours apparents. Pour les points de la courbe en 
question qui se trouveront sur I'equateur (CD', G/D), les plans tangents de la sur- 
face serontverticaux; ainsi les traces horizontales de ces plans seront desdroites 
paratleles k AB et tangentes au cercle C/D. Done, en tirant le diam^tre ^/perpen- 
diculaire k AB, les extr^mites * et / que Ton projettera sur CD' en k' et /' fourniront 
les points demandes. D'ailleurs, Tare de courbe qui sera visible sur le plan horizon- 
talf se terminera pr^cisement k ces deux points, puisqu'ils appartiennent au contour 
apparent de la surface par rapport k ce plan de projection; et cet arc visible Imnk 
se distinguera du reste de la courbe, en examinant si un de ses points (m, m') se 
trouve aur-dessus de Tequateur CD'. 

Quant aux points de la courbe qui «eront places sur le contour apparent de la 
surface relativement au plan vertical, c'est-k-dire sur le meridien principal, on 
observera que les plans tangents correspondants se trouveront perpendiculaires au 
plan vertical; done leurs traces seront des droites paralleles a A'B' et tangentes k la 
meridienne E'CE'^. Ainsi, en menant ces tangentes, et determinant leurs points de 
contact a/ ety, que Ton projettera sur CD en a? ety, on obtiendra les points cher- 
ches, lesquels formeront aussi les extremites de Fare de courbe visible sur le plan 
vertical; cet arc sera ici afm'y, parce que Tun de ses points (m, m') se trouve plac6 
en avant du plan vertical CD qui contient le meridien principal. 

389. Les points limites^ c'est-k-dire ceux oil la tangente de la courbe sera horir- 
zontale^ se trouveront necessairement situes dans le meridien Oa parallele k la droite 
donnee (AB, A'B'). En effet, il resulte evidemment de la construction generale qui 
a fourni les deux points (m, m') et (n, n') relatifs k un meme parallele, que ce plan 
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v^tical Oa divise en deux parties Agates toutes les eordes qui lui sont perpeiidicu* 
laires, telles que (/nn, m!n') ; done, lorsqu'uu de ces points se trouvera dans le plaa 
meridian Oa, Tautre point correspondant devra s'y trouver pareillemeni, et la 
droite indefinie qui les reunissait sera devenue tangente k la eourbe sans avoir cesse 
d'etre horizontale. 

Maintenant, pour construire ces points plaees surle m^ridienOa, j'observe que 
I'arete ducylindre circonscrit, qui passerait par Van d'eux, se trouverait necessai- 
rement tangente a la m^ridienne Oa, puisqu'elle serait dans son plan; par conse- 
quent, il suffira de mener des tangentes a cette m^idienne, parallelement k la droite 
(AB, A'B'). A cet effet, je rabats sur le plan vertical le meridiem Oa et la droite 
(Oa, O'a') deja parallele k (AB, A'B'): cette droite rabattue devient O'o", et en 
tirantdans cette direction uiie tangente au mmdien principal, le point de contact 
u' se projette en u; puis, lorsqu'on ramenera ce point dansle meridien primiiif Oa, 
il prendra la position (r, /), qui est le point leplus bos de la eourbe. Le point le 
plus haut {t, t) s'obtiendra d'une maniere semblable, en menant au meridien prin*^ 
cipal une seconde tangente parallele k O'a''; mais dans Texempi^ aetuel, ou Ib 
meridien est une ellipse, on sait que les deux points de contact de ces langentes 
paralleles seraient sur un meme diamfetre dont le milieu 0' restera immobile quand 
on fera tourner le meridien autour de Taxe vertical ; par consequent, les deux points 
(r, f) et (/, t!) devront encore se trouver sur un diametre de la surface, et ce dernier 
point pourra se d^duire de I'autre. 

390. Cette relation et la dependance analogue qui existe manifesteifieni ici entro 
les points (/n, m') et [m'\ m!"), (n, n') et {n*', n**) ,..., som une suite n^essa^re dii 
tbeorfeme demontre au n^ 381, d'apres lequel on a vu que, quaftd la surf^pe ^at da 
second degre, la eourbe de contact d'un cylindre circonscrit est tout entiere dans Le 
plan diametralconjugue avec le diametre (Oa, O'a'), d'oii il resulte evidemmept 
que le centre (0, 0') de la surface du second degre doit etre aussi le cenirede k^ 
eourbe de contact. On peut encore observer que les deux axes de 4)ette eourbe dans 
I'espace sont les diametres {kl, k'V) et (/t, ft'), puisqu^ les tangentes Q^eesauiL 
extremites de chacun d'eux lui sont perpendiculaires (n^ 389). Puis, conune upde 
ces deux axes est horizontal, ils continueront d'etre les diametres principauoo de l^ 
eourbe en projection horizontale; mais il n'en sera pas de nieme sur le plap v^rti-* 
cal, oil ils deviennent simplement diametres conjuguds obliques. 

391. Troisieme methode, par une envehppee sph^ique. {Fig. 86.) D'gpres Le3 
remarques faitesau n^ 365, nous pouvons obtenir les points de la eourbe prece^ 
delate, qui sont situes sur un parallele donne ET', en substituant k la surface de 
revolution S une sphere qui lui soit circonscrite le long de ce parallele, et dont le 
rayon sera la normale F<^' au point F' du meridien principal. En eilfet, imaginons 
un cylindre aua7(Aa£re circonscrit k cette sphere, et parallele k (AB, A'B') ; H eourbe 
de contact sera ici un grand cercle perpendiculaire k cette (jiroite (n** 381, note), .^> 
comme dans les points oil ce grand cercle rencontrera le parallele E'F, les plans tan- 
gents de la sphere seront communs a la surface S, il s'ensuit que ces points appar- 
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tiendront a la courbe demandee, dont le caractere consiste en ce que chaque plan 
tangent de S se trouve parallele a (AB, A'B'). Or, si nous faisons tourner autour de 
la verticale la sphere et le cylindre circonscrit, ainsi que la droite (Oa, O'a') qui 
indique la direction des aretes de ce cylindre, jusqu'a ce que cette derniere droite 
»oit venue dans la position OV parallele au plan vertical, alors le grand cercle de 
contact sot la sphere se trouvera projete suivant le diametre yw'c^ perpendiculaire 
^ (ytf; et, dans eette situation, ce grand cercle coupera le parallele E'F' en deux 
points pkc^s aux extremites de la corde horizontale projetee en e'. Mais cette 
corde ne changera pas de distance par rapport a Taxe vertical 0, quand nous rame- 
neroAs le sysrt^me dans Petat primitif ; par consequent, si Ton rapporte, par un arc 
de cercle, le point e' en t sur le meridien Oa, et que Ton lire la corde men perpen- 
dicohiire k Oa, les points m et n, oil cette corde rencontrera le parallele E/nF, 
seront les points demandes qu'il faudra ensuite projeter sur E'F', en m' et n\ 

PROBLEME II. Mener & une surface de rSvolution unplan tangent parallele a urie 
droite aonnSe^ et dont le point de contact se trouve surunparallile connu. 

392. II ne sera pas necessaire ici, comme nous Tavions indiqu6 g6nera!enieni au 
n** 380, de consfruire la courbe de contact de la surface de revolution avec un cy- 
lindre circonscrit, dont les aretes seraient parallelesa la droite donnee; inais il 
suffira d'appliquet" imm^diatement au parallfele assign^ par la question, la m6thode 
du n"* 584 ou celle du n® 391, ce qui fera connaitre le point de contact du plan 
demand^; aprfes quoi, la construction de ce plan deviendra bien facile. 

PROBLEME III. Mener a une surface de revolution un plan tangent parallele a une 
droite donnie^ et dont le point de contact se trouve sur un meridien connu. 

393. On resoudra encore directement ce probleme, en appliquant au meridien 
donne par la question la no^thode expos6e n^ 386; car elle fera connaitre immedia- 
tement le point de contact du plan tangent cherche, ce qui suffira pour construire 
ce plan. 

PROBLEME IV. Construire la courbe de contact d'une surface QUELCONQUE du 
second degrS^ avec un cylindre circonscrit parallelement a une droite donnee, 

394. En disposantles donnees de la question comme dans T^pure 85 relative au 
problfeme du n^ 369, on substituera d'abord a Tellipsoide un cone circonscrit le 
long d'une section horizontale G'H'; puis, on menera k ce c6ne T'G'H' un plan 
tangent parallele a la droite donnee, au lieu de le faire passer par le point (V, V). 
On sait qu'a cet effet il faudra tirer par le sommet T' une parallele a la droite assi- 
gnee pap la question, puis chercher le point de rencontre de cette parallele avec le 
plan A"D* que Ton adoptera encore pour base du cone; et ce sera par ce point 
qu'il faudra mener des tangentes a Tellipse ABDE. A cela pres de cette modifica- 
tion, les operations graphiques seront les memes que dans le n"" 569 deja cite; c'est 
pourqnoi nous laisserons au lecteur le soin d'executer les constructions, qui d'ail- 
leurs seront applicables, d'une maniere analogue, a toute autre surface du second 
degre. 
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CHAPITRE III. 

DES PLANS TANGENTS MENl^S PAR UNE DROITE DONN^. 

395. {Fig. 83.) Pour resoudre generalement ce problfeme par rapport a une 
surface quelconque S» qu'il faut supposer non d^eloppable^ puisque autrement la 
question serait impossible (n^ SSO), imaginons un cone circonscrit a S et dont le 
sommet Y soit place arbitrairement sur la droite donnee AB ; puis determinons, par 
quelqu'une des methodes exposees precedemment, la courbe de contact XXY de 
ce cone avec la surface S. Cette courbe etant (n^ 349) kUeu des points de contact ck 
torn les plans tangents de S qui vont passer sur le point M, elle contiendra necessai- 
rement le point de contact X du plan tangent mene par AYB ; et si Ton construit de 
meme la courbe de contact X'XY' d'un second cone circonscrit a S^ et ayant aussi 
son sommet Y' sur AB, cette courbe devra encore passer par le point cherch^ X. 
Done ce point sera fourni par Tintersection des deux lignes XXY et X'XY'. 

Reciproquement, tout point X ou fji, qui sera commun a ces deux courbes, satis- 
fera aux conditions du probleme, car, des lors que le point jx se trouve sur XY, le 
plan tangent de S en jx passera par le point Y; puis, a cause que ce point fi se trouve 
sur X' Y', ce meme plan tangent passera par Y' : d'ou Ton doit conclure qu'il ren- 
fermera la droite donnee AB. 

396. On pent aussi combiner la courbe XXY avec la ligne de contact ^Xv d'un 
cylindre circonscrit a S, parallelement a la droite AB. En effet, cette dernifere ligne 
est le lieu des points de contact de tous les points tangents de S, qui sont paraUiles a 
AB (n^ 378); et comme le plan cherche satisfait a cette condition, son point de 
contact X devra se trouver encore sur la courbe x\y. Reciproquement, pour tout 
point commun aux courbes ooXy et XXY, le plan tangent de Ssatisfera aux deux 
conditions suivantes : i'' d'etre parallele a AB; 2"^ de passer par le point Y : doncce 
plan renfermera bien la droite AYB. 

397. On peut encore n'employer que le seul c6ne YXY, circonscrit k la sur- 
face S; car, en menant a ce cone un plan tangent par la droite AYB, on aura evi- 
demment une solution de la question. Au reste, quand les courbes ary, XY, X'Y' 
ne se rencontreront pas, le probleme de mener un plan tangent a la surface S par 
la droite donnee AB, deviendra impossible; et Ton sent bien ^ pnbn que cela doit 
arriver pour certaines positions de cette droite. 

398. Remarques. Lorsque la surface propos^e S est du second degre, on sait 
(n** 553) que toutes les courbes de contact XY, X'Y', X"Y",..., des cones circon- 
scrits dont les sommets se trouvent sur AB sont planes;, par consequent, les plans 
de ces courbes ont alors pour intersection commune la corde Xjx, qui reunit les 
points de contact des deux plans tangents menes par AB a la surface S. II est d'ail- 
leurs facile de voir que cette corde est conjugate avec le plan diametral qui passe* 
rait par AB. 

399. En outre, quand la droite AB sc trouvera situee dans un plan principal 
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de la surface S, que nous appellerons horizontal pour simplifier le langage, les 
plans des courbes XY, X'Y'^ X''Y",..., qui sont (n*' 553) respectivement paralleles 
aux plans diam^traux conjugues avec les droites VO, V'O', V"0", seront tous ver^ 
4icaux, et par suite les courbes XY, X'Y',..., se projetteront suivant des droites 
qui passeront toutes par le point ouse projettera la corde Xjx; puis, comme d'ail- 
leurs les cones circonscrits k la surface S se projetteront eux-memes suivant des 
couples de tangentes a la section principale, on pent en conclure ce theoreme re- 
marquable de geometric plane : Si Von fait mowoir sur une droits AB le sommet V 
d'un angle variable XVY dont les cdtds demeurent tangents a une courbe du second 
degri, les cordes quijoindront deux a deux les points de contact de ces tangentes cor-- 
respondantes se rencontreront toutes en un point unique ^ lequel sera situe sur le diamitre 
conjuguia^ec la droite AB, Cette dernifere circonstance resulte de ce que la corde X|x 
86 trouvait dansle plan x\y^ qui est lui-meme (n^ 381) le plan diametral conjugue 
avec AB. 

400. En revenant au probleme general qui fait Tobjet de ce chapitre, on voit 
que la solution exigera ordinairement le trace des courbes de contact de deux cdnes, 
ou bien d'un cdne et d'un cylindre, circonscrits k la surface proposee S; mais, dans 
plusieurs cas, cette marche pourra etre simplifiee par des considerations particu- 
lieres que nous allons exposer sur divers exemples. 

> PROBLEME I. Par une droite donnde^ menerun plan tangent a une sphere. 

401. [Fig. 87.) Faisons passer nos deux plans de projection par le centre de la 
sphere donnee; alors les sections produites par ces plans, et qui formeraient les 
contours apparents de la surface, se trouveront rabattues suivant un cercle unique 
EE'FT, decrit du point avecle rayon meme de la sphere. Soit d'ailleurs (AB, 
A'B') la droite donnee; en imaginant un cone circonscrit a la sphere, et dont le 
sommet soit en un point quelconque de cette droite, il suffira evidemment de 
mener a ce cdne un plan tangent qui passe par (AB, B'A'), pour obtenir la solution 
du probleme propose; car ce plan renfermera une generatrice du cone circonscrit 
et une tangente a sa base, qui sont deux droites tangentes a la sphere; et dbs lors 
il sera lui-meme tangent k cette derniere surface. 

Choisissons pour sommet de ce cone circonscrit le point (A, A'), oil la droite 
donnee vient percer le plan horizontal. Alors, en menant les tangentes AE et AF 
au grand cercle horizontal de la sphere, cette surface sera touchee par le cone 
EAF suivant un petit cercle perpendiculaire k la ligne AO [note du n® 355) ; par 
consequent, ce petit cercle sera vertical et projete sur son diametre EF; puis, 
comme le plan vertical EF va rencontrer la droite donnee au point (R> R'), c'est 
de ce point qu'il faut (n^ 123) mener des tangentes k la base du cone. A cet efTet, 
je rabats le cercle vertical EF sur le plan horizontal, en le faisant tourner autour 
de son diamfetreEF, et ce cercle devientETF; mais, par suite de ce mouvement, 
le point (R^ R'), dont la plus courte distance k la charniere EF etait la verticale 
(R, R'G), se transportera perpendiculairement k cette charniere, k une distance 
RR'' = R'G; done les tangentes R"S et R"T feront connaitre, en rabattement, les 

GSom^trie Lerojr. 22 
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points de contact S et T des plans tangents demandes avecla base du cone, et aussi 
avec !a sphere. A present, pour ramener ces points dans leur veritable position, ]e 
releve le systemeautourde la charnifere EF, et, en abaissant sur cette ligne les per- 
pendiculaires SX et Tjui, j'obtiens les projections horizontales X et /a des points de 
contact cherches. Quant aux projections verticales, J'observe que les points S etT, 
qnand ils seront releves, auront pour hauteurs au-dessus du plan horizontal les I 
ordonnees SX et T/x; done, en prenant sur des perpendiculaires a la ligne de terret 
les distances IX'= SX, V|x' = T/a, on aura enfin (X, X') et (fx, /x') pour les points de' 
contact de la sphere avec les plans tangents menes par la droite (AB, A'B'). 

402. Une fois les points de contact trouves, il sera bien difficile d'obtenir les 
traces AO et XB', AY et YB' de chaque plan, puisqu'elles doivent passer par les 
points A et B', et se trouver respectivement perpendiculaires sur les projections des 
rayons menes aux points de contact. Cependant comme cette derniere condition 
n'ofTrira pas toujours, dans la pratique, toute la precision desirable, on pourra la 
remplacer par une droite qui unirait le point de contact avec un point arbitraire de 
( AB, A'B'), ou qui serait parallele a cette derniere ligne. 

403. Deuxieine methode. [Fig. 87.) Outre le cone EAF deja circonscrit a la sphere, 
imaginons-en un second pareillement circonscrit, et dont le sommet soit en (B, B'), 
Ce dernier touchera la sphere suivant un petit cercle perpendiculaire a la ligne B'O 
(n° 353, note), et par consequent perpendiculaire au plan vertical de projection 
dans lequel est situee cette ligne; ainsi, en menant les tangentes B'E' et B'F', ce 
petit cercle de contact sera projete verticalement sur E'F' qui en sera lediametre. 
Or, d'apres les considerations generales exposees au n*^ 395, les cercles EF et E'F' 
doivent passer Tun et Tautre par les points de contact de la sphere avec les plans 
tangents menes par (AB, A'B'); done ces deux points seront aux extremites de la 
corde suivant laquelle se coupentces deux cercles, corde qui a necessairement pour 
projection horizonlale la droite indefinie EF, et pour projection verticale E'P. 

Cela pose, rabattons cette corde avec un des deux cercles qui la contiennent, 
par exemple avec le cercle vertical EF, qui, en tournant autour de son diametre 
horizontal, est deja venu se placer en ETF. Pendant ce mouvement, le point (K, K'), 
oil la corde en question vient percer le plan horizontal, restera immobile, parce 
qu'il est sur la charniere EF. Un second point de cette corde, par exemple sa trace 
verticale (L, L'), decriraun arc de cercle dont le rayon sera la verticale L'L abaissee 
de ce point sur la charniere; done si, dans une direction perpendiculaire a EF, on 
porte la distance LL"= LL', le point L" sera la position que prendra (L, I/) aprfes 
le rabattement de la corde, et cette derniere deviendra KL''. Alors les points SetT, 
oil cette droite coupera le petit cercle rabattu suivant ETF, seront les deux extre- 
mites de la corde; et il n'y aura plus qu'a les ramener sur EF, par des perpendicu- 
laires SX et Ta, puis enfin a projeter les points X et fx sur E'F', en X' et/x'. ' 

404. Troisieme methode, [Fig. 87.) Apres avoir determine seulement les droites 
EF et E'F', au moyen des couples de tangentes menees a la sphfere par les points 
A et B', et avoir observe que ce sont la les projections de la corde qui reunit les 
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deux points de contact des plans tangents demandes, on pent eviter de tracer une 
nouvelle circonference, en cherchant la rencontre de cette corde (EF, ET') avec 
le grand cercle qui la contient. Le plan de ce dernier aura pour trace horizontale 
OK; et, en le rabattant autour de cette droite, ce grand cercle se confondra avec le 
contour de la sphere. Quant a la corde (EF, E'F'), emportee par le meme mouve- 
ment, elle passera toujours par le point K qui, etant sur la charniere, demeure 
immobile; tandis quele point (L, L') de cette corde decrira un arc de cercle dont 
le rayon sera la perpendiculaire abaissee de ce point sur OK. Or, si Ton tire LM a 
angle droit sur OK, il est facile de voir que le rayon en question aboutira en M, et 
se trouvera Tbypot^nuse d*un triangle rectangle ay ant pour cotes LM et LL'; si 
done on construitce triangle NLM, et que Ton prolonge LM d'une quantite Mr = MN, 
le point r sera la position que prendra (L, L') apres le rabattement de la corde, ei, 
par consequent, cette droite deviendra K/". Alors les points P et Q, ou cette der- 
niere lignecoupera le contour de la sphere, seront les points cherches qu'il faudra 
ensuite ramener, par des perpendiculaires a la charniere OK, en X et ]x sur EF; 
puis, enfin, on projettera ces derniers points sur ET' en X' et/x'. 

405. QuatriememSthode. {Fig.SS.) Dans cette methode, qui deviendrait neces- 
saire si les deux traces de la droite donnee etaient placees a des distances trop con- 
siderables, on regarde comme construits les deux plans tangents menes a la sphere 
par la droite (AB, A'B'); puis, en les coupant par un plan conduit suivant les 
rayons qui aboutissent aux points de contact, il est clair qu'on aura pour sections 
deux droites tangentes au grand cercle contenu dans ce plan secant, et que la con- 
naissance de ces tangentes suffira pour determiner les points de contact cherches. 
Or il est aise de construire ces tangentes, parce que le plan secant dont nous par- 
Ions, passant par deux rayons respectivement perpendiculaires aux plans tangents, 
se trouvera lui-meme perpendiculaire a ces deux-ci, et, par consequent, il le sera k 
leur intersection (AB, A'B'); ainsi ses traces seront les droites OC et OD' menees a 
angle droit sur AB et A'B'. D'ailleurs ce plan COD' coupera la droite (AB, A'B'} en 
un point (R, R') que Ton sait construire (n** 50), et d'oii il faudra mener des tan- 
gentes au grand cercle (*) suivant lequel la sphfere est couple par ce meme plan 
COD'. Pour cela, rabattonsce plan autour de sa trace horizontale OC : le grand cercle 
en question viendra se confondre avec le contour de la sphere; le point (R, R') 
decrira autour de la charniere OC un arc, dont le rayon sera la perpendiculaire 
(RC, R'C) abaiss6e sur cette droite : done, en construisant la vraie grandeur CH de 
ce rayon, et la rabattant de C en R", ce dernier point sera la position nouvelle de 
(R, R'), et les tangentes cherch6es seront rabattues suivant R"P et R"Q. 

Maintenant, voyons ce que deviennent les points de contact P et Q, lorsqu'on 
ramene ces tangentes dans le plan COD'. La premiere, R"P, rencontrait la char- 



(*) Ce grand cercle nVst autre chose que la courbe de coutactdela sphere avec un cylindre circonscrit 
et parallele a la droile (AB, A'B') : de sorte que, pour tous les points de celte circonf^ence, les plans 
taugenls de la sph6re sont parallel es k la droite donn^ 
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oiere OG en un point Y qui restera immobile; ainsi cette droitesera projetee 
horizontalement sur RV, et, par suite, sa projection verticale sur R'V : done, en 
ramenant, par une perpendiculaire a OC, le point P en X sur RV, puis en projetantX 
en X' sur R'V, on obtiendra la vraie situation du point de contact (X, X') du premier 
plan tangent a la sphere. 

Quant a la tangente rabattue suivantR^Q, elle va couper ici la charnifere OC a une 
distance trop considerable pour qu'on puisse tirer parti de ce point immobile. Mais 
pour y suppleer, j'observe que PQ represente le rabattement de la corde qui unirait 
lesdeux points de contact des plans tangents; et comme cette corde rencontre la 
charniere OC au point (K, K'), elle a necessairement pour projections KX et K'X'. 
Done, en ramenant, par une perpendiculaire a OC, le point Q en /x sur KX, puis 
projetant fx. en /x' sur K'X', on obtiendra le point de contact (fi, fi') du second plan 
tangent a la sphere. On pourrait d'ailleurs s'appuyer aussi sur cette consideration, 
que la corde (Xjx, X'jx') doit evidemment se trouver perpendiculaire au plan AOB 
qui passerait par le centre de la sphere et par la droite donnee ( AB, A'B'). 

PROBLEMS II • Par une droite donnde, mener un plan tangent a une surface de 
rivolution dont le mdridien quelconque est connu. 

406. [Fig. 89.) Soient (0,rZ') I'axe de revolution, (X'CY'D',CD) le meri- 
dien principal de la surface, et (AB, A'B') la droite par laquelle il faut conduire le 
plan tangent demande. Nous emploierons ici la m^thode generale indiquee aux 
n** 395 , 396, et consequemment nous chercherons : 

I® La courbe de contact (XKYRL, X'K'Y'R'L') de la surface proposee avec un 
cone circonscrit dont le sommet (V, V) est pris k volonte sur la droite (AB, A'B'); 
cette courbe se construira par les moyens employes pour le probleme du n^ 356, 
et nous avons eu soin de conserver ici les mSmes lettres qui avaient servi dans 
I'epure 84, relative k ce probleme isol6 : de sorte que les explications anterieures 
s'appliqueront litteralement a Tepure actuelle; 

2® La courbe de contact [xtlyr^ (xff V y r') de la surface proposee avec un cylin- 
dre circonscrit parallelement k (AB, A'B'), laquelle courbe se construira aussi par 
les moyens employes pour resoudre le probleme du n® 383, sur Tepure 86, dont 
les notations ont ete conservees dans Tepure actuelle. 

Maintenant, examinons si ces deux courbes de contact se coupent quelque part, 
et, pour trouver leurs points de section, gardons-nous de combiner, sur un meme 
plan de projection, une branche phine ou visible, avec une branche ponctuie ou 
invisible; car de telles branches, n'etant pas situees sur la meme nappe de la sur-^ • 
face, ne sauraient se rencontrer. Nous voyons ici que les courbes se coupent en 
deux points (X, X',) et (fi, fx.') , dont les projections horizontales et verticales doivent 
d'ailleurs, pour chacun d'eux, etre placees sur une meme perpendiculaire a la ligne 
dc terre; alors, d'apres les raisonnements developpes aux n^ 395 et 396, ce sent 
la les points de contact de la surface de revolution avec les plans tangents qui pa&- 
seraient par (AB, A'B'), et, une fois ces points connus, il sera bien facile de con<- 
struirct par divers moyens^ les traces des plans. Nous ferons seulement observer 
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que les traces horizontales devront passer par le pied A de la droite, et ^tre perpen- 
diculaires aux projections OX et 0/jl des Donnales relatives aux deux points de 
contact trouves. 

407. Cos particuUers. Si la droite donn^e etait verticale, il suffirait ^videmment 
de mener par son pied deux tangentes k la projection horizontale de Tequateur. 

Si cette droite etait horizontale, on m^nerait un plan meridien qui lui fut per- 
pendiculaire, et, du point ou il la rencontrerait, on tirerait deux tangentes k la 
meridienne contenue dans ce plan; operation facile k executor, quand on aurait 
rabattu ce point et la meridienne en question sur le plan vertical, comme on Ta fait 
au n« 360 pour le point F de Tepure 84. 

408. DeuxUme mdihode. Lorsque la surface de revolution sera du second degri, 
il y aura beaucoup d'avantage k employer, comme au n^ 395, deux c6nes cir- 
consents dont on placera les sommets aux deux points oil la droite donn^e rencon- 
trera le plan de Tequateur et le plan du meridien principal ; parce qu*alors, d'apres 
le theoreme demontre n^ 355, chacune des courbes de contact sera projetee sui- 
vant une droite sur un des deux plans de projection : et il n'y aura k construire 
dans toute Tepure qu'im^ seuk courbe, ainsi que nous Texpliquerons en detail dans 
le problfeme analogue etplus gdndrcd qxxi sera traiteau n^ 417. 

409. Troisiime mdthode. En supposant encore que la surface de revolution soit 
du second degri y on pourra n'employer qu'un seul des deux c6nes circonscrits dont 
nous venous de parler ; car, comme la courbe de contact sera (n^ 353) tout entifere 
dansun plan perpendiculaire au plan horizontal (ou au plan vertical), il suflira de 
mener a cette courbe deux tangentes par le point ou son plan rencontrera la droite 
donnee (*). D'ailleurs on a vu (n^ 374) combien il etait facile de construire ces tan* 
gentes avec leurs points de contact, sans tracer la courbe du second degre en ques- 
tion, mais en connaissant seulement ses deux axes; or Tun de ceux-ci s'obtiendra 
imm^diatement en menant par le sommet du c6ne circonscrit deux tangentes a 
Tequateur (ou au meridien principal) , et le second axe s'en d^duira d'une mani^re 
bien facile k imaginer {voyez n^ 418). 

Nous engageons le lecteur k appliquer cette methode k un ellipsoide de revo- 
lution; maisici, pour varier les exemples, nous aliens en faire Tapplication a un 
hyperboloide gauche de revolution, defini par sa gen^ratrice rectiligne, et non par 
sa meridienne. 

PROBLEME III. Par une droite donnSe, mener unplan tangent it un kyperboloide 
gauche de rA^olution. 

410. Soient (0, CO'') Taxe vertical de la surface, et (ADB, A'D'A'') {/ig. 90) 
la droite mobile qui, en tournant autour de cet axe, engendre (n^ 140) Thyperbo- 
loide que nous supposons termine aux deux sections horizontales A' B' et A'^B'", 
egalement eioignees du cercle de gorge. Nous n'executerons pas la representation 

{*) Cette marche est analogue i celle qui nous a servi pour la sphere, au n* 401. 
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de la surface sur le plan vertical, puisque cela conduirait k tracer rhyperbole meri- 
dienne dont nous voulons ^viterl'emploi; mais sur leplan horizontal, nousregar- 
derons la surface comme reellement projetee, et en consequence nous ponctuerons 
les parties de lignes principales qui seront au-dessous de la nappe siiperieure. 

411. Maintenant, soit (a€, a!&) la droite par laquelle il s'agit de iheoer un plan 
tangent; si du point (V, V) , oil elle perce !e plan horizontal du cercle de gorge, 
on imagine un cone circonscrit dont deux des aretes seront evidcmment les tan- 
gentesVX et VY, ce cone touchera I'hyperboloide suivant une (iiourbe situee tout 
€ntifere{n®355) dans le plan vertical XY, et qui, par consequent, sera une hyper- 
bole ay ant pour axe reel la corde XY. Done, en menant deux tangentes a cettc 
courbe par le point (R, R'), ou son plan va eouper la droite (aV6, a'V'S'), on 
obtiendra les points de contact des plans tangents a rhyperboloide. 

412. Pour construire ces tangentes, il faut d'abord faire tourner autour de 
Taxe (X, O'O") le plan vertical XY, jusqu*a ce qu'il prenne la position xy, paral*!* 
leie au meridian principal, et alors le point (R, R^) se transported en (r, r'). Dans 
cette situation, I'hyperbole contenue dans le plan vertical xy est semblable & la 
meridienne principale de la surface^ et a comme elle, pour projectiions de ses 
asymptotes, les droites A'D' et B'D'; de la, et au moyen de Taxereel a/y, on d6- 
duit aisement les deux foyers 9 et i{/. Cela pose, pour meuer des tangentes ,k cette 
hyperbole par le point r' (^) , je decris un arc de cercle avec la distance r'cf poMi* 
rayon, et un autre arc dont le centre soit en ^ at le rayon egal ^a^y \ puis» en 
tirant la droite r' V par le milieu de Tare 97, j^obUens Tune ^^s tangentes cher- 
chees, et son point de contact V sera determine par sa rencontre avec la 4r/oite ^jiy, 
De meme, Tautre tangente sera la droite r'm' men^e par le milieu de Tare (f^y et la 
ligne ^i prolongee d^terminera le point de contact rn! de cette secpnde tangente. 

A present, il ne reste phis qu'a projeter les points /' et m' en / et m sur xy^ pui^ 
a ramener ces points dans le plan vertical primitif XY, en (X^ X') et (^, [l'). €e sont 
la les points de contact de rhyperboloide avec les deux plans tangents me^espar U 
droite (aS, a'^') ; et leurs traces aBa A2 et aAaB, sont faciles a construire aviiec C6$ 
seules donnees* 

413. Mais comme, dans rhyperboloide gauche, nous savons que chaque plaii 
tangent doit renfermer deux generatrices rectilignes de la surface, lesquelles . s^e 
coupent au point de contact, on pourra mener par les points X et jx quatre tangentes 
au cercle de gorge, savoir XA2, XB^, jxA,, /xBg, lesquelles fourniront, par leurs 
rencontres avec la trace horizontale de la surface, quatre points appartenant aux 
traces des plans tangents. D'ailleurs les deux generatrices XAa et jxBa, faisant partie 
Tune du systeme (AD, A'D'), Tautre du systeme (BD, B'D'), iront n^cessairement 
se eouper (n** 144) en un point qui devra evidemment se trouver sur la droite 
(a§, a' 6'); et ce point (6,6') sera precisement celui ou cette droite perce C hyperbo-^ 



( * ) Voyez^ dans les Trait6s des secUons coniqueg, la methode des Anciens pour mener des tangentes i 
ces courbes. 
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Ifiide. II y aurait aussi ua second point de section qui serait fourni par la rencontre 
des generatrices XB^ et jxA,. 

414. Observation. Si le point (V, V), oil la droite donn6e (aS, a'S') perce le plan 
horizontal du eercle de gorge, se trouvait en dedans de ce cerck, on ne pourrait 
plus mener les tangentes VX, VY; et cela indiquerait que la courbe de contact de 
Thyperboloide avec le cone circonscrit qui a son sommet en (V, V') change de 
position, et devient une hyperbole dont Vaxe reel est vertical, et dont le plan est 
toujours perpendiculaire k I'horizontale YO. Dans ee cas,- on menerait du point 
(Y,. Y') deux tangentes a la roeridienne situee dans le plan VO, et la corde com- 
prise entreleurs points de contact serait Taxe reel cherche; ensuite, le reste des 
constructions s^effectuerait d'une maniere analogue a ce qui a ete fait dans le pre- 
mier cas. 

415. Autre solution. {Fig. 90.) Les remarques faites au n® 413 fournissent une 
methodfe fort simple et applicable a toutes les positions de la droite donnee. En effet, 
si, apres avoir construit, par le proc6de du n*^ 284^ les points d'intersection de la 
droite (a§, a'S') avec Thyperboloide, on mene par Tun d'eux (s, s') des tan- 
gentes 6A2, eBj-au eercle de gorge, ces generatrices, combinees tour a tour avec 
(a&, a'S'), determineront immediatement les deux plans tangents demandes, qui 
auront pour traces horizontales aX^ et aB,. Quant aux points de contact, ils ^eront 
fournis par les deux autres generatrices partant des points B2 et A, (*)• 

416. II resulte de la que, si la droite donnee ne coupait pas Thyperboloide quel- 
que part, il serait impossible de mener par cette droite un plan tangent a la sur- 
face; condition qui est evidente a priori^ puisque tout plan tangent devant renfermer 
ici deux generatrices qui se coupent, il y en aiira au moins une qui rencontrera la 
droite (aS, a' 6') situee par hypo these dans ce plan tangent. Seulement, ce point 
de rencontre s'eloignera a Tinfini, dans le cas tout particulier oil ces deux gene- 
ratrices et la droite (aS, a'§') se trouveront paralleles toutes trois ; mais alors la posi- 
tion du plan tangent n'en deviendra que plus facile a assignor, puisqu'il sera evi- 
demment (n** 280) tangent au cone asymptote. 

PROBLEME IV. Par une droite donnee^ mener un plan tangent a une surfojce 
QUELCONQUE du second degre. 

417. {Fig. 91.) Prenons pour exempleun ellipsoide rapporte k deux plans de 
projection, dont chacun soit parallele a un plan principal de la surface; celle-ci 
aura pour contours apparents les ellipses /?nncy?afe5 (ABDE, A'D') et( A'C'D'F', AD) 
qui ont chacune deux axes communs avec Tellipsoide. Soit d'ailleurs (RS, R'S') 
la droite donnee; les points de contact des plans tangents menes par cette droile 
seront fournis (n**59r>) paries intersections des courbes de contact de deux cones 
circonscrits arellipso'ide, et ayant leurs sommets situesoii Ton voudra sur la droite 
donnee; mais, pour simpiifier la construction de ces courbes, plaQonsles sommets 



(*) Une solution seoiblable peut 6tre appliqu^e k riiyperboloide & una nappe et nun de r^volutioa. 
[Fo;^'ez n* 590.) 
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de ces c6nes aux points (V, V) et (t^, •), oil la droite (RS, R'S') va rencontrer lea 
plans des deux ellipses principales qui se trouvent parallfeles aux plans de pro- 
jection. 

418. Alors, si Ton mene les tangentes V'a' et Y'c^ k Tellipse A'C'D'F, les points 
of et^ appartiendront evidemment k la projection verticale de la courbe de contact 
du cdne circonscrit (V, V); et cette courbe, qui est plane {n? 553), se trouvera 
projetie verticalement sur la droite a'^. En effet, comme le sommet (V, T) est 
situe dans un plan vertical YAD qui divise Tellipsoide en deux parties exactement 
sym^riques, il est certain que les points de la courbe de contact doivent etre, deux 
k deux, sur des cordes perpendiculaires a ce plan principal ; done aussi le plan de la 
courbe cherchee sera perpendiculaire au plan vertical VAD, et s*y projettera sui- 
vant la droite a'i* qui reunit les deux points deja trouves. 

Par les memes raisons, la droite {a&, aO') est un axe de la courbe dans Fespace, 
et elle continue a jouir de cette propriete en projection horizontals oil elle foumit 
les deux sommets a et d. La direction a>€ du second axe se deduit ais^ment de Ik ; 
mais, pour determiner sa longueur, j'observe que ces deux axes sont proportion- 
nels k ceux de la section faite, dans Tellipsoide, par un plan diametral 0'a\ paral- 
lele k la courbe de contact a'd'. Si done on projette a! en a, et que Ton tire a€ pa- 
rallele k aB, on obtiendra la longueur a>§ du second axe cherchS; et alors il sera 
bien facile de tracer I'ellipse aXSt^Y qui, d'ailleurs, devra passer par les points X 
et Y que Ton deduit de la section X", et dans lesquels elle touchera Evidemment le 
contour ABDE sur le plan horizontal. 

419. Maintenant, le deuxieme cdne circonscrit dont le sommet et en {9^ s/) tou- 
chera Tellipsoide suivant une courbe plane qui, par des raisons analogues k celles 
que nous avons cities plus haut, se trouvera projetee horizoutalement sur la droite 
xy\ puis, sans chercher la projection verticale de cette courbe, qui s'obtiendrait 
par des precedes semblables k ceux qui nous ont servi pour le premier cone, on 
pent tout de suite apercevoir les points de section X et /x des deux courbes de con- 
tact, sur le plan horizontal, et reporter ces points en X' et fx' sur a'd'. Alors nous 
avons pour chaque plan tangent demande, son point de contact (X, X') ou (fi, fx'), 
et une droite (RS, R'S') par laquelle il doit passer; de sorte qu'il est bien aise de 
trouver ses traces par des constructions dont I'epure actuelle presente seulement 
les r^sultats. 

420. Autre mdthode. [Fig. 91.) On pent r^soudre le problfeme precedent avec le 
seul cdne circonscrit dont le sommet est en ( Y, Y') ; car tout plan tangent k ce cone, 
qui sera mene par la droite (RY, R'Y'), satisfera evidemment k la question. On 
cherchera done le point (R', R) oil cette droite est coupee par le plan de la base 
a'd'\ puis, on tirera du point R les tangentes RX, et R/x, k la courbe orY(^X : et 
meme, on doit observer qu'il est inutile de tracer Tellipse a Y(^X, et qu'avec les deux 
demi-axes a>a et <k)S, on sait construire les points de contact /x et X des tangentes 
R/x et RX, comme nous Tavons d6jk fait dans les n^ 374 et 412. Ainsi, les points 
(X, X') et (jx, 11') seront ceux dans lesquels Tellipsoide jsera touche par les plans 
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tangents conduits suivant la droite (RY, R'V); et, par consequent, ces deux plans 
se trouveront determines par une methode qui aura Tavantage de n'employerque 
la ligne droite et le cercle. 



CHAPITRE IV. 

DK8. PLANS TANGENTS PARALLl^LES A UN PLAN DOMISE. 

421. Soit S la surface k laquelle on propose de inener un plan tangent qui soit 
parallele a un plan donne P. Imaginons que, dans ce dernier, on trace deux droites 
arbUraires A et B; puis, que Ton determine, par les procedes indiques au cha- 
pitre II, les courbes de contact X et Y de la surface S avec deux cylindres cir- 
copscrits, paralleles Tun a A etTautre a B. Alors on sait (n**378) que pour tons 
les points de la courbe X, les plans tangents de S se trouvent paralleles a A ; que 
pour tons ceux de la courbe Y, les plans tangents sont paralleles a B : done, si les 
courbes X et Y se coupent, chaque intersection fournira un point pour lequel le 
plan tangent de la surface S se trouvera parallele k la fois aux deux droites A et B, 
et consequemment il sera parallele au plan donne P. 

422. II est bon d'db^erver que le probleme precedent revient a celui-ci : Mener 
a une smrfojce S une normale qui soit parallele a une droite donnee D. Ep effet, si 
Ton construit un plan P perpendiculaire a la droite D, il suffira de trouver un plan 
tangent parallele aP; et la normale relative au point de contact de ce plan tangent 
sera evidemment parallele a la ligri^ D. Cette recherche estnecessaire pour obtenir 
le point hrillant d'une surface, eclairee par des rayons de lumiere que Ton regarde 
cooiine paralleles entre eux. 

423. Lorsque la surface S sera developpable, le probleme deviendra impossible 
en general, attendu que la condition d'etre parallele a une droite donnee suffit 
(n® 579) pour determiner completement le plan tangent d'une pareille surface, et 
qu'ainsi Ton ne saurait exiger que ce plan soit parallele a la fois a deux droites A et 
B, ou au plan P qui les contient. 

424. Le mode de solution que nous avon§ indique au n** 421 est general, mais 
il entrainera souyent dans des operations graphiques.fort oompliquees; c'est pour- 
quoi il faudra chercher, dans chaque surface, a profiter des proprietes particu- 
lieres qui pourront simplifier la solution, comme nous aliens Tindiquer sur quel-^ 
ques exemples. 

i"* Si la surface proposeeest de revolution, auquel cas chaque plan tangent est 
perpendiculaire ^u plan meridien correspondant, on commencera par mener un 
plan meridien perpendiculaire au plan donne P, et qui coupera ce dernier suivant 
une droite que j'appelle d\ alors, en tirant a la section meridienne ainsi obtenue 
une tangente parallele a d^, son point de conjta(;t sera evidemment celui d'un plan 
tangent qui se trouvera parallele a P. Qette mj^rche sera d'une application fort ais6e 
pour une sphere, un ellipLOule, un tore, etc. 

Geomelrie Lctvy, a j 
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2** S'il s*agit d'un hyperbolo'ide de revolution a une nappe, lequel admet (n^ 146) 
deux syslemes de generatrices reclilignes respectivement paralleles aux aretes du 
c6ne asymptotique, on coupera ce cone par un planmene dusommet, parallelement 
a P. Ce plan secant fournira deux aretes a et a', paralleles a P, et Ton en deduira 
aisement les quatre generatrices correspondantes de I'hyperboloide, savoir, A et 
B paralleles a a, puis A' et B' paralleles a a'. Alors, en combinant les generatrices 
A et B', on obtiendra un plan 6videmment parallele k P, et qui touehera Thyperbo- 
loide dans le point oil ces deux droites se coupent; puis, on en trouvera un second 
qui remplira les memes conditions, en combinant ensemble les generatrices A' etB 
qui se coupent pareillement. 

La meme methode s'appliquera a un hyperbolo'ide a une nappe et non derdvobi- 
tion, attendu que cette surface admet aussi, comme nous le verrons au livre VII, 
deux systemes de generatrices rectilignes paralleles aux aretes d'un c6ne asympto- 
tique [voyez 581). 



■>••■ 



CHAPITRE V. 

DES PLANS TANGENTS A PLUSIEURS SURFACES A LA FOIS. 

425. Trouver un plan qui louche en m&me temps deux surfaces donnees S et T. 
Pourresoudre ce probleme d'une manitere gen^rale, et quels que soient les plans 

de projection adoptes, menonsdans I'espace un plan arbitraire P; puis, cherchons 
la courbe de contact X de la surface S avec un cylindre circonscrit et perpendiculaire 
au plan P, question qui rentre danscelle du n^ 577, puisque les aretes de ce cylindre 
devront etre/?ara/feVe5 a une droite connue, savoir la perpendiculaire au plan P. Deter- 
minons de meme la courbe analogue Y pour la surface T, et construisons les projec- 
tions a? etj de ces deux lignes sur le plan P : alors, en menant une tangente com- 
mune aux deux courbes a? et y, ce sera la trace d'un plan n perpendiculaire a P, et 
qui, touchantevidemment les deux cylindres, sera necessairement tangent aux sur- 
faces S et T. On obtiendra done ainsi une solution du probleme propose; maisil y en 
aura une infinite d*autres jt', tt",..., que Ton trouvera en repetant des constructions 
analogues pour divers plans P', P,..., choisis dans des directions differentes. 

426. On pent lier entre elles toutes ces solutions, en construisant la surface 
ddveloppahle qui est circonscrite d lafois aux deux surfaces S et T. Pour cela, imagi- 
nons que les points de contact m et n des courbes x eiy avec leur tangente com- 
mune sur le plan P, ont ete projetes sur les courbes X et Y en M et N; ce seront la 
les points dans lesquels le plan it touche les deux surfaces S etT; et si Ton construit 
semblablement les points de contact M' et N', M" et N^..., des plans tt', tt",..., la 
suite des droites MN, M'N', M^'N",..., formera une surface 2 qui touehera evidem- 
ment SetTlelong des courbes MM'M*..., etNN'N"...; maisj'ajoute que cette sur- 
face 1 sera devebppahle. En effet, si les points M et M' sont pris infiniment voisins, 
le plan tangent tc renfernrjera les elements lineaires MM' et NN', et dfes lors les deux 
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generatrices MN et M'N' seront bien situees dans un meme plan, ce qui est le carac- 
tere distinctif des surfaces developpables (n^ 179). D'ailleurs, on peut regarder 
les droites infiniment voisines MN, M'N', M"N",..., comme les intersections cons6- 
cutives des plans tt, v! ^ ;r",..., ou bien comme Tenveloppe de Tespace parcouru par 
le plan tt lorsqu'il roule sur les surfaces S et T, en demeurant tangent k Tune et a 
I'autre, ainsi que nous Tavoni^ explique aux n*** 182 et 184. 

Cela pose, quand la surface 2 sera construite, tons les plans tangents qu'on lui 
roenera, toucberont parallelement S et T, et fourniront les diverses solutions du 
probleme primitif. 

427. La surface developpable 2 circonscrite aux surfaces S et T, est necessaire 
a considerer dans la theprie des ombres; et elle presente ordinairement deux nappes 
distinctes, lesquelles proviennent de ce que les courbes a? et j' du n** 425 peuvent 
admettre une tangente commune extdrieure, et une autre interieure. Au surplus, ces 
generalites seront eclaircies par Texemple fort simple des deux spheres que nous 
considererons au n® 437. 

428. Lorsqu'une des deux surfaces proposees^ par exemple S» est elle-meme 
developpabk, le probleme de leur mener un plan tangent commun n'est pas en 
general impossible; maisil n'admet plus une infinite de solutions, comme on doit 
le sentir en faisant rouler un plan tangent sur la surface S jusqu'k ce qu'il ren- 
contre T. D'ailleurs, dans I'hypothese actuelle, la courbe x relative au plan P 
(n^ 425) se reduirait a une ou plusieurs lignes droites, auxquelles il ne serait plus 
possible de mener une tangente commune avec la courbe y\ a moins que Tune de 
ces droites ne se trouvat d'elle-meme tangente a cette courbe j, ce qui ne pourrait 
arriver que pour un certain nombre des plans P, P', F'... : de sorte que le probleme 
deviendrait determine, et la surface 2 se reduirait alors k un ou k plusieurs plans. 
Nous en verrons un exemple dans le n*^ 434. 

429. Enfin, le probleme n'admettrait en general aucune solution, si les surfaces 
donnees S et T etaient toutes deux developpables, puisque les courbes x ei y du 
n^425, devenant alors Tune et I'autre des lignes droites, sur tons les plans P,F, 
F',..., il ne serait plus possible de leur mener une tangente commune. 

430. Lorsque les surfaces S et T ne sont developpables ni Tune ni Tautre, on 
peut rendre ditermine le probleme de leur mener un plan tangent commun, en assi- 
gnant un point exterieur Y par lequel devra passer le plan demande. En effet, cela 
reviendra a conduire par ce point V un plan tangent k la surface developpable 2, qui 
est circonscrite (n** 426) aux surfaces S et T, et cette derniere question n'est suscep- 
tible que d'un nombre limite de solutions, comme nous I'avons vu n^" 349 et 350. 
Pour les obtenir, il faudra generalement construire la section faite dans la surface 2 
parun plan quelconque mene du point Y, puis tirer par ce point des tangentes a 
cette section; alors chacune de ces tangentes, jointe k la gen^ratrice rectiligne qui 
passe par son point de contact, determinera un plan tangent k la surface 2, et, par 
suite, aux deux surfaces primitives S et T. On trouvera un exemple de ce genre 
au n*^ 437. 

a3. 
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431 . Trom^er un plan qui louche en mime temps trois surfaces donnees S, T, U. 

La marche gen6rale pour resouclre ce probleme consiste a iniaginer une surface 
developpalile 2 circonscrite a S et a T, puisune autre 2a circonscrite k Set all. Alors, 
en c'onstruisant(n'*246) les courbes de contact MM'... etM/iyfj.'.. (le cesdeux siir- 
faces 2 et 22 avecS, chaque point jui, ou se rencontreront ces courbes, sera tel, que 
le plan tangent de S touchera evidemment les surfaces 2 et 22 ^ la fois, et, par suite, 
ce plan touchera aussi les surfaces T et U. Ce sera done une wsolution du probleme; 
inais comme les operations graphiqiies seroht brdinairement fbrt compliquees, nous 
nous bornerons a en citer un exemple ou les constructions deviennent tres-simplee 
|wyez n® 441 ) . • •• - • . . 

• • • * » - 

Observons que, quoique nous ayons dit (n° 429) qu'on ne pouvait pas generale- 
metitmener un plan tangent commun a deux surfaces developpables, la chose devient 
impossible, parce que les deux surfaces 2 et 22 offrent cela de particulier, qu'elles 
soill circonscrites k la meme surface S. ' 

452. Si une ou plusieurs des trois surfaces donnees etaient developpables^ le pro- 
bleme serait ge^neralement impossible. En eftet, si S est developpable, les surfaces 
5 et S2 du ilutnero precedent se reduiront a des surf aces planes {n^ 428), auxquelles 
il rie sera plus possibte de meneruri plan laiigent cbmnfiun; a moins que, par des 
cirdohstaiices toutes jpairtlculiferes,' deiix de ces surfaces planes n6 yieiinent Ji coiii- 
cider'completement! ., . ^ i . 

435. On ne saurait priposer de trbuver un plan qui toiiche k la fois qtiatre sur- 
faces S,'T; U, V, ou un plus grand bombre. Car, en imaginant les trois surftices deve- 
loppables 2, 22, 23, circonscrites aux groupes S el T, S'efXJ, S et V, ilh^arrivera 
pas, en general, que les trois courbbs suivant lesqiielles la surface S sera'tbuchee 
par % Sa, 2,, viennent se couper toutes en un ni^me point /Ji, circohstance qui serait 
cependant necessaire pour quele plan tangent de S en /a touchat en meme temps 
2, 22, 2,, et, par suite, les autres surfaces proposees t\ U, V. 

PROBLEME 1. Consthtire urt plan qui iouche\ a lafois^ une sphire et un cSne de 
res^olution r ) . . ' 

454. (Fr^. 92.) Faisons passer les de'ii'x plans de projection par le centre de la 
sphere donneeqiii a pourfayon OA, et dirigeons le plan hoVizorltalperpendiculai- 
rement a I'axe du cone qui aufa pour sommet (S, S'), et pour base lie cercle (lu 
rayon SB. te probleme de hieYiei^ uh plan tangent commun a ces 3eux surfaces sera 
determine (n** 428), parce qu^icl Vuri6 d'elles est developpable; et, pour le resoii- 
dre plus simplement que par la methoae generalie, supposons que PQR' soil fe plan 
chercfie. II touche le cone' suivant une aretie situee dans uri plan meridien SM, per- 
pendiculaire a PQ; de sorte que la distahc^'de ce plan tangent au pied (S, 1') de 
Taxe est tfne droile egale a I'G, et feitiiec 'dans le plian 'nieridien SM : mais si je 
transporte le plan PQR' paralleleirient a lui-m6me, jusqu'k ce qii^il passe par le 
centre de la sphere, il se sera rapproche du point (S^ V) d'une quantite egale au 
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rayoii ,0A ; et alors il devienclra tangeot a un autre conje droit doni la geaeratrice 
T'F'^ parallele k S'B', en sera ebignee de la distance OA. Or ce dernier cpne est 
facile a construire, ainsi que son plan tangent conduit par le point 0; done, ensuite, 
il suffira.de mener ,au cone primitif un plan tangent parallele a celui-ci. 

D'apres ces considerations, on prendra sur la perpendiculaire I'G un intervalle 
GH = OA; puis, en tirant parle point H la droiteT'F' parallele aS'B', on determi- 
nera le cercle SF auquel on menera, du point 0, les deux tangentes ON etOL. Alors, 
en conduisaut au cercle SB deux tangentes,PQ et.XY paralleles aux precedentes^ on 
aura les traces horizontals de deux plans PQR' et XYZ', qui toucheront exterieure- 
merit les deux surfaces donnees : les traces verticales de ces plans sont bien faciles 
atrouver. 

4^5. Ilexiste aussi des plans qui. touchent ces surfaces intdrieurementy c*est-Ji- 
dire en laissant Tune c^'un cote, et I'autre du cote oppose. Pour les trouver, on verra 
sans peine qu*il faut augmenter la distance TG, d'une quantite Gh= OA; puis, 
tirer parallelement a S'B' la droite ff^ qui determinera le, cercle S/ auquel on 
mfenera jles tangentes On et QL Alors, en conduisant au cercle SB deux tangentes 
pq et ocy paralleles aux precedentes, ce seront les traces horizontales des deux plans 
tangents interieurs. . 

436. Si Ton veut trouver pour un de ces quatre plans, par exemple PQR', son 
point de contact avec la sphere, on coupera cette surface par un plan _0D perpendi- 
culaire aPQ; et, apres avoir rabattu la section sur le grand cercle horizontal, on 
tirera la tangente D Q dont le point de contact 5, ramene en /x, fournira la projection 
horizout^ale du point oil la sphere est touchee par le plan PQR'. La projection verti- 
cale u! se deduira aisement de la. . . 

PROBLfEME II. Par un point donnd, mener unplan tangent a deu^ spheres. 

437. C^%- 93.) Adoptons pour plan horizontal celui qui passe par les centres 
et 0' des deux sphferes par le point donne A". Alors, sans recourir a un second 
plan,de, projection, nous pourrons mener aux deux grands cercles horizontaux la 
tangente commune MNA, qui, en tournant autourde 00' A, engendrera une surface 
conique evidemment circonscrite aux deux spheres donnees. Ce cone AMP est ce 
(jue deyient ic^ la surface developpable 1 du n*^ 426, car il e^t bien Xemeloppe de 
toutes les positions que prendrait le plan vertical MNA, tangent aux deux spheres, 
en roulant sur ces deux surfaces a la fois. Ainsi, puisque tout plan tangent a ce cone 
touchera les d^upc spheres, et que la reciproque est pareillementvraie, leprobleme 
primitif se reduit a mener du point donne A" un plan tangent au cdne AMP. Pour 
cela,, on s^it qu|il faut tirer la droite AA'^ et du point oil elle ira percer le plan du 

iff- * 

cercle vertical MP, base du cone, tirer a ce cercle deux tangentes; operation qui 
s'efiectuera aisement, en rabattant le cercle MP autour de son diametre, comme on 
ravuaun*^40i. 

4^^. II est plus simple de r^marquer que le problfeme primitif se reduit a mener 
par la droite AA" unplan tangent d la sphere 0; car ce plan touchera evidemment 
le cone AMP, et, par suite, la sphere 0' que ce cone circonscrit. Or, d'apres ce qax 
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a ete dit au n°403, il suffit de tracer le nouveau cone A'^IV^'P, circonscrit pareil- 
lement a la sphere 0, et rinterseclion des deux carcles verticaux MP et M'T^ fera 
connaitre immediatemenl la projection horizontale /x du point de contact de la 
sphere avec le plan tangent demande. La seconde projection de ce point, sur un 
plan vertical choisi a volonie, s'obtiendra aisement en rabattant le cercle MP autour 
de son diametre, et par la la position du plan tangent sera completement deter- 
minee; mais nous laisserons au lecteur le soin d'effectuer ces operations tres- 
simples, qui conduiront evidemment a deux plans tangents exterieurs. 

439. On peut trouver deux autres plans tangents intirieursy en considerant le 
cone amp decrit par la tangente man commune aux deux grands cercles horizon- 
taux, mais placee entre ces circonferences. Alors, par des considerations analogues 
aux precedentes, on verra qu'il suffit de mener par le point A" un plan tangent au 
cone amp; ou bien de mener par la droite a A" unplan tangent a la sphere 0; de 
sortc que le point de contact X sera donne par Tintersection des deux cercles 
M"P" et mp. 

440. II n'est pas besoin d'avertir que les quatre solutions precedentes se redui- 
ront a deux, ou n'existeront pas du tout, suivant la position qu^aura le point 
donne A" par rapport aux deux spheres, ou jpar rapport aux cones circonscrits 
eaotdrieurei interieur. En outre. Tun de ces cones ou tons les deux disparaitront, si 
les spheres donnees se coupent, ou bien si Tune enveloppe I'autre. 

PROBLEME III. Trouver un plan qui soit tangent a trois spheres donnees. 

441. [Fig. 93.) Adoptons encore pour le plan horizontal celui qui passe par les 
centres 0, 0', 0" des trois spheres donnees; puis, remarquons que les surfaces 
developpables 2 et 2^ (n** 431), qui doivent etre circonscrites aux spheres et 0\ 
et 0", deviennent ici les deux cones AMP et A^'M'T". Alors, en traQant leurs 
courbes de contact avec la sphere 0, lesquelles se reduisent aux deux cercles verti- 
caux MP et M"P, les deux points de section qui sont projetes en /x, seront ceux oii 
les plans tangents de la sphere toucheront a la fois le cone AMP et le cone 
A"M"P"; par consequent, ces deux plans seront aussi tangents aux spheres 0' et 0% 
et ils les toucheront exterieurement, 

442. Mais comme il existe deux autres cones circonscrits intdrieurement aux 
groupes des spheres et 0', et 0", lesquels peuvent etre combines d'une maniere 
analogue, soit entre eux, soit avec les cones exterieurs, il en resultera generale- 
ment huit solutions pour le probleme propose, savoir : 

Deux plans tangents exterieurs fournis par les cones AMP et A''M"P*', et dontles 
points de contact avec la sphere sont projetes en /x; 

Deux plans tangents interieurs fournis par les cones AMP et a^m^p"; les points 
de contact avec la sphere sont projetes en v; 

Deux plans tangents interieurs fournis par les cdnes amp et A'^M^P"; leurs points 
de contact sont projetes en X ; 

Enfin, deux plans tangents interieurs fournis par les cones amp^ cCm^p"^ et dont 
les points de contact sont projetes en tt. 
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445. II est facile d'apercevoir que ces huit plans tangents se reduiront a quatre^ 
si deux des spheres se coupent : quand une d'elles rencontrera les deux autres, il y 
aura au plus deux plans tangents communs; et il n'en existera aucun, lorsqu'une 
des troissphferes sera enveloppee par une autre. Mais, outre ces cas particuliers, la 
question sera impossible toutes les fois que les quatre cercles de contact MP, M"P", 
mp, m"p''^ ne se couperont pas; et le nombre de leurs points de section indiquera 
toujours le nombre de solutions qu'admettra le probleme propose. 

444. Nous n*avons point parle des cones N'A'Q'etn'ti'^' dont chacun est cir- 
conscritaux deux spheres 0' et 0". Neanmoins, il est evident que tout plan tangent 
aux trois spheres devra aussi toucher le cone A' ou le cone a'; de sorte que le 
systeme de ces deux surfaces coniques aurait pu etre combine, soit avec le sysleme 
A et a, soit avecle systeme A" et a", pour resoudre le probleme propose. En outre, 
puisque chaque plan tangent aux trois spheres touchera en meme temps trois des 
cones circonscrits, il passera par leurs sommets, lesquels se trouveront ainsi a la fois 
dans un plan tangent et dans le plan des trois centres des spheres; d'oii Ton conclut 
que les sommets des trois cones touches par un meme plan seront toujours en ligne 
droite, Aussi Ton voit dans notre epure, que les sommets de six cones circonscrits 
aux spheres sont distribues trois a trois sur quatre droites AA"A', ka!a'\ k"a'a^ 
A'(fa9 dont la premifere renferme les trois sommets exterieurs^ et chacune des autres, 
un sommet exterieur avec deux sommets interieurs. 

445. De la on pent deduire un theorfeme remarquable de la Geometric plane, en 
se bornant k considerer seulement les generatrices des cones et les grands cercles 
des spheres, qui sont situes dans le plan des trois centres 0, 0% 0". En effet, comme 
les sommets de ces cones sont 6videmment les points de rencontre des coupes de 
tangentes communes a deux de ces grands cercles, on en conclut que si, apres avoir 
trace trois cercles quelconques dans un meme plan, on mene toutes les tangentes 
qui peuvent toucher a la fois deux de ces cercles, les six points de rencontre A et Uf 
A! eta'. A'' et a", ddtermines par chaque couple de tangentes^ seront places trois a trois 
sur quatre droites^ dont une contiendra les trois points exterieurs, et chacune des 
autres un point exterieur avec deux points interieurs. 

Comme exemple d'un plan tangent commun a plusieurs surfaces, nous citerons 
encore le probleme resolu au n*" G7^ et oil il s'agissait de trouver un plan qui fut 
tangent a deux cdnes ay ant meme sommet. 
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QUESTIONS DIVERSES. 



GHAPITRE PREMIER. 

DE l'HI^LICE, ET DE L'Hl^LICO'iDE D^VELOPPABLE. 

446. [Fig. 95.) L'HELICE est une courbe AMNCD. .. traces sur un cjlindre 
quelconque, et telle, que les ordonnees (dirig^es suivant les generatrices) sont pro^ 
portionneUes aux abscisses curvilignes comptees sur la base dpartir dun point fixe K\ 
pourvu qu'on enteode ici par base du cyliodre la section orthogonale faite par ie 
point A. C'est-a-dire qu'on doit avoir les relations 

MP NQ CB , ' ' 1 . L 

-^ = -;r~=jg-=. . . = *, ou generalement z = A5, 

en designant par s un arc quelconque de la base, et par z Tordonnee qui aboutit 
a son extremite (*). Le nombre A, qUi exprime le rapport constant de Vordonnee 
avec I'abscisse pour tous les points d'une nnieme helice, varie d'une helice a une 
autre, ear on en peut tracer une infinite sur le iheme cylindre; iiiais chacuue est 
completenicnt delerminee, des qu'Oh assigne le rapport k et le point A choisi pour 
origine des abscisses. D'ailledr^, il est evident que Thelice coupera la base du 
cylindre precisement en ce point A, puisque, dans T^quation 2 == *5, Thypothese 
5= o donne aussi J5 == o. 

447. Lorsque la base du cylindre est une courbe fermee APBA, I'abscisse va- 
riable AP = 5 peut devenir egale au perinietre/? decettebase; et alors on obtient 
un point D dans lequel I'helice vient couper une seconde fois I'arete AF. Or, coifume 
cette circonstance se reproduira indefinimenl pour des abscisses egales a !ip^ 3^,,.., 
il existera sur la generatrice AF une infinite de points ou I'helice viendra la rencon- 
trer, et qui seront a des hauteurs 

par consequent, tous ces points seront distants les uns des autres d'une quantite h 
que Ton nomme le pas de I'helice. Lorsque ce pas est assigne directement, et que 
le perimetre de la base est connu, la constante k s'en deduit immediateinent, 
puisque, d'apres la definition meme de I'helice (n^ 446), ce nombre exprime le 

(*) Noiis avons donn6 pr6c6demment (n** 163) une autre definition de TWlice; mais nous allons faire 
voir tout k Theure qu'elle 8*accorv!e compl6tcmeni avcc- la definition actuelle. 
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rapport de Tordonnee h avec Tabscisse correspondante p\ ainsi^ dans le cas od la 
base du cylindre sera un cercle du rayon R, on aura 



*= * 



27rR 



448. De la tdngente a Vhdlice, {Fig. 95.) Gomme cette courbe n*est pas donn^e 
ici par Tintersection de deux surfaces, il faut recourir k des considerations parti- 
culiferes pour obtenir sa tangente en un point quel(ionque M. Concevons le cylindre 
developpe sur le plan qui touche cette surface tout le long de la g^neratrice PML; 
cette ligne demeurera immobile, et la base orthogonale APB deviendra (n® 161) 
une droite ATB', perpendiculaire k PL, tandis que les portions des autres genera- 
trices conserveront leurs m^mes longueurs et leur parallelisme. Par consequent, si 
Ton porte sur la transformee de la base les distances 

PA' = PA, PQ'=PQ, PB'=:PB,..., 

et que Ton 61eve les perpendiculaires 

Q'N' = QN, B'C'=:BC,-.., 

les divers points A', M, N', C',..., donneront la transformde de Th^lice sur le d6ve- 
loppement du cylindre. Or il est aise de prevoir que cette transformee A'MN'C. . . 
sera une ligne droite; car les ordonnees et les abscisses rectilignes de cette nouvelle 
ligne, ayant la meme grandeur absolue que les ordonnees et les abscisses cwvilignes 
de rhelice, seront, comme ces derniferes, dans un rapport constant; ce qui est le 
caractfere exclusif de la ligne droite, pour des points situes dans un mSme plan. 
Cela pose, je dis que la droite A'MC est precisement la tangente au point M de 
, rhelice primitive AMC. En effet, cette droite est d'abord situee dans le plan tan- 
gent du cylindre, qui contientun element superficiel LP/>/de la surface; et comme 
cet element est reste immobile pendant le developpement de la surface, il en re- 
sulte que Telement lineaire Mm se trouve commun a la courbe AIVIC et k la droite 
A'MC; done ces deux lignes sont bien tangentes Tune k I'autre. 

449. D'aprfes cela, pour obtenir dor^navant la tangente a Thelice, il suflfira de 
construire, dans le plan tangent du cylindre, un triangle rectangle MP A' qui ait 
pour hauteur Tordonnee MP du point de contact, et pour base une droite AT egale 
k Tabscisse AP rectifiee ; I'hypotenuse de ce triangle sera la tangente demandee. 
Cest ce que Ton pent exprimer d'une manifere abregee, en disant que la sous- 
tangente A'P est dgaie a Fabscisse cujviligne AP du point de contact; car cette regie 
fera connaitre le pied A' de la tangente, et comme le point de contact M est connu, 
la position de la tangente sera completement fixee. 

D'ailleurs, on voit que la tangente A'M, ainsi determinee, aura la mSme longueur 
que tarcdhdlice AM; puisque Tune est la transformee de Tautre, d'aprfes ce que 
nous avons dit au numero pr^c^dent. 
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4oO. Observons ici que Taagle MAT de la taageDte avec le plan de h base da 
cylindre, sera donne par la formule 

., MP MP , 
tang A' = ;;^ = jp = *; 

or, comme ce dernier rapport est constant pour tous lea points d'utie ipeme helice 
(n** 446), on en conclut que les diverses tangentes a cette courbe sont tout^s egakh 
meat incUnees sur leplan de la base da cytindre^ eU par suitp^ chacune de ces tan- 
gentes coupe la generatrice da cylindre sous un angle constant A' MP; respjtat qui 
moQtre que la definition donnee au n"* 163 rentre dans celledu n^446. 

451. [Fig, 94.) Construisons maintenant les projections d'une belice, en pre- 
nant pour base du cylindre droit sur lequel cette courbe doit etl*e tracee, un cercle 
ABCD dont nous adoptons le plan pour plan horizontal de projection. Soientd'aii- 
leurs (A, A') Torigine, etA'A^lepas de Thelice; en partageant cet intervalle A' A* 
ou O'O'' en un certain nombre de parties egales, par exetnple seize, et divisant la 
circonference ABCD pareillement en seize parties egales AL, LM, MN,..., il suffira 
d'elever par ces points de division, des ordonn^es verticales PL', Q'M', ll'N',..., 
respectivement egales a -j^, r^.T^t-'-de rintervalle O'O", pour obtenir divers points 
de la projection verticale A'L'M'N'C'A*',.. de Thelice demandee (*). Quant k la 
projection horizoniale de cette courbe, c'est evidemroent la base ABCD du cylindre 
droit. 

452. La tangente de Thelice en un point quelconque (M, M') s'obtiendra en pre- 
nant sur la tangente, au point M de la base, une longueur MT egale k Tare MA reo- 
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^) Celte projectioQ est une jfi/iusotde; car, si on 1ft rapporte k deux axes &'X', i'2', dont ToHgine soit 
u poini B', et que Ton compte les vfasciBBes cmrvilignes de l*h^ce, sor la section circvlaire fiile dans le 
ylindre par le plan horizontal B'X', on aura, pour «n point quelconque (E, £'), les relatioDii 

B'F=sinBE, |f = ^'; 

ou blen, en compiant les sinus dans le cercle dont le rayon est I'unit^, 

et alors, par r^lirninatiou de Tare /, on (rouve 

a: = Rsin(a7rjj 

pour Tdquation de la projection de i'h61ice sur Fe plan des deux axes B'X' et &'Z'« En y joignantV'i^uatioM 
(kcylrndre • • ^, 

qui, combinec avec la pr^c^ente, conduit k 

7 = Kco8(iir^j, 

on aura les trois projections de rii^lice sur des plans recUingiilidres doiii Torignie serail au poial (0, W^. 
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tifie (n^ 449); alors le point (T, T) aerale pied dela tangente cherchee, kquelle 
aura pour projection MT et WT. 

4S5. D'apres cela* on voit que si Ton construisait ainsi diverses tangentes k 
Thelioe, lea pieds de ces droites aeraient tons aitues sur une courbe ATGH..., pour 
laquelle on aurait MT = MA, BG = BA, EH = EA,. . . 5 par consequei^t, cette courbe 
n'est autre chose que la de^ehppante du cercle ABQ) ( n'^ 199, 201 ), et c*est aussi 
la trace horizontale de la surface, lieu des tangentes a Thellce, surface que Von 
nomme VheUccide ddveloppable^ et sur laquelle nous revieodrons tout ^ I'heure. 

454. {Fig. 94,) Etant donnee une kdliee ( AMBCDA, A'M'CA''C%--)t ^^ner i 
ceite courbe une tangente qui soitparaHile d unplan donnS U'YS. 

Rappelons-nous d*abord que toutes les tangentes a rheliee font un angle constant 
avec la verticale (n^ 450), et qu'ainsi elles sont respeotivement parallfeles aun gene- 
ratrices d'un cone de revolution, dout Taxe serait vertical, et dont ledemi-angle au 
centre egalerait Tinclinaison commune des tangentes sur les aretes du cylindro. 
Pour eonnaitre cette inclinaison,jeconstruis la tangente particuliere au point (B, B'), 
parcequ'elle sera evidemment parallele au plan vertical, et raefournira ainsi la vraie 
grandeur de Tangle cherche : je prends done sur la tangente au cercle une longbeur 
BC, egale a Tare AB rectifie, et, projetant le point G en G' sur la ligne de terre, I'ob- 
tiens la tangente (BG, B'G') relative au point (B, B'). Alors, en lui menarit par le 
point (0» B') une parallele (0^, B'G'), et faisant tourner cette demifere aiitour de la 
verticale 0, je forme le cone droit en question^ lequel a pour base le eercle du raVoti 
0^. Maiptenant, Je coupe ce cone par ub plan parallele a U'VS, et mene par le 
sommet (0, B') : on sait comment obtenir (h<* 45) la trace horieontale aI6 d'uti 
pareil plan, qui donne, pour ses intersections avec le cone, les deux generatrices 
Oa et OSy paraUeles au plan SVU'; par consequent, les tangentes a Thelice qui joui- 
ront de cette derniere propriete, s'obtiendront sur le plan horizontal, en menant au 
cercle la tangente MT, parallele a O^r, et la tangente &H, parallele a 0§. De Ik, on 
conclura leurs projections verticales en prenant MT = MAet EH = EBA, ce qui fera 
connaitre les pieds (T, T') et (H, H') des tangentes' demandees, qui seront enfin 
(MT, MT) et (EH, E'H'). 11 y en aurait d'ailleurs une infinite d'autres paralleles 
a celles-la, et relatives aux points M" et E", M*etE'%..., des diverses 5pi>vjde The- 
lice indefinie. 

Observons aussi que Ton pouvait mener, sur le plan horizontal, une seconde 
tangente fiiG parallele a Oa; mais cette droite, consideree comme la projection d'une 
tangente k Thelice, aurait son point de contact en (jui, fx'); d'bii Ton voit clairement 
que sa projection verticale ne serait plus parallele k celle de la generatrice du cone 
projete sur Oa : ainsi il faut rejeter fa tangente [lO. Une pareille ambiguii^ se pre— 
senterait pour la generatrice OS; mais ellese Ifevera toujours, en exigeant que la 
tangente et la g6B6ratrice du c6ne soient paralleles sur les deqx plans de projection 
h la fois. 

455. Si Ton demandait de mener a Thelice une tangente qui ixjX paralUle a une 
droite donnde, le problfeme strait ep giniral impossible, k moins que cette droite 

a4. 
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ne fit elle-meme avec la verticale un angle egal k rinclinaison commune de toutes 
les tangentes de Thelice sur les aretes du cylindre; mais si cette condition 6tait 
remplie, alors il ne s'agirait que de mener au cercle ABCD une tangente parallele k 
la projection horizontale de la droite donnee, et Ton en d^duirait, comme ci- 
dessus, la projection verticale de la tangente kl'helice. 

456, [Fig. 96.) L*HELICOIDE des^eloppable est la surface engendree par une 
droite mobile et indefinie, qui glisse sur une h^lice» en lui demeurant constamment 
tangente. Nous appelons cet belico'ide developpable^ tant pour le distinguer d*un 
autre belico'ide qui est gauche et dont nous parlerons plus loin, que parce que la 
surface actuelle satisfait evidemment (n^ 181) a la condition que deux generatrices 
infiniment voisines se trouvent dans un meme plan. Pour representer grapbique- 
ment cette surface, on pourrait tracer d*abord rh^lice 

(Agyc^eXirA, A'g'y'.c^'e'X'Tr'A"), 

puis construire ses tangentes aux divers points (A, A') (6, S'), (7, 7'),...; mais il 
sera plus commode et plus exact de determiner ces droites, en cbercbant imm^- 
diatement leurs traces sur le plan borizontal de projection, et sur un autre plan 
horizontal a' A'7' eleve, au-dessus du premier, d'une quantity A' A'' egaleau pas de 
rbelice; parce qu'alors la projection verticale de cette belice sera formee directe- 
ment par les intersections successives de ces diverses generatrices, pourvu qu'elles 
soient assez multipliees. Or, deja nous savons (n^ 453) que les traces borizontales 
de ces droites sont situees sur la developpante de cercle ABCDEF..., que Ton con- 
struit en prenant sur les tangentes a la base du cylindre les distances 

68 = SA, 7C = 7A, c?D = c^A,.... 

Ensuite, pour avoir leurs traces sur le plan superieur a' A", j'observe que la droite 
inconnue ( Aa, A' a'), qui sera tangente k Tbelice au point (A, A'), doit faire avec 
la verticale un angle determine (n'' 450) par la relation 

tang A'' A'a' = j^:* ou bien -j^, = —f^\ 

or, comme on a pris A" A' = A, il en resulte que k"a' = arrR, c'est-k-dire que Tin- 
tervalle inconnu A" a' ou Aa doit etre egal k la circonference du rayon OA, ce qui 
permet de construire immediatement la premiere g6neratrice (Aa, A' a') de rbeli- 
coide. D*ailleurs, dans les diverses positions que prendra cette droite mobile, la 
portion comprise entre les plans borizontaux L' A' et a' A'' conservera une longueur 
invariable^ puisqu'elle aura toujours une inclinaison constante (n"^ 450) sur ces 
plans paralleles ; il en sera evidemment de meme pour les projections borizontales 
de ces portions de generatrices, qui demeureront egales en longueur k Aa. Par con- 
sequent, si, k partir de la developpante inferieure ABCDEF..., on porte sur les tan- 
gentes du cercle les longueurs 

« 

Aa, B6, Cc, Drf, Ec, F/,..., 
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toates egales a la circonf^rence OA rectifiee; puis, si Ton projette les divers points 
a^ h^ Cyd^ By...^ sur le plan horizontal superieur a' k^^ en meme temps que les 
extr^mites inferieures A, B, G, D, E^..^ sur la ligne de terre, on pourra construire 
immediatement les projections verticales 

k'a!, Vb\ CV, D'rf', EV, F/',,.. 

des generatrices de Fheiicoide; et ces droites dessineront d*elles-memes, par leurs 
intersections consecutives, la projection de Fhelice ou la courbe A'6'/(^e'XVA"a 
laquelle elles devaient etre tangentes. 

457, {Fig^ 96.) La courbe abcdef...^ qui est la projection horizontale de la trace 
de rhelicoide sur le plan superieur a! k^^ se trouve necessairement une develop- 
pante du cercle OA, symetrique de la premiere ABCDE.... En effet, puisque la 
droite \iid par exemple, est egale k la circonference totale, et que la partie Hi 
egale Tare k^^ il faut bien que le reste dd soit egal k Tare d\nk\ et de meme 66 
est egal a Fare tknk. Ainsi la spirale ahcdefy situ^e dans le plan superieur d k"^ 
viendrase terminer au point (A, A''), si Ton se borne, comme dans notre epure, a 
considerer une revolution unique de la generatrice mobile. 

458. D*aprte cela, on pent aisement construire en relief la surface que nous 
venonsde decrire; car, en prenant deux plateaux sur lesquels on tracera les deux 
spirales ABCDEF..., abcdef...y et en les maintenant dans une situation parall^le et 
symetrique, au moyen de tiges verticales, il suffira de tendre des fils qui reunissent 
les points correspondants A et a, B et 6, C et c, D et ^,...; et Tensemble de ces fils 
rectilignes representera I'helicoide developpable, dont VarSte de rebroussement 
(n^ 178) sera Theiice figuree aussi par les intersections consecutives de ces memes 
fils. Si, d'ailleurs, on evide sur le plateau superieur Tinterieur de la circonference 
OA, on apercevra tres-sensiblement cette helice en forme d' arete saillante ; ce qui 
justifiera bien aux yeux du spectateur la denomination attribuee dans toutes les 
surfaces developpables, k la courbe formee par les intersections des generatrices, 
laquelle partage la surface en deux nappes distinctes, mais reunies par un rebrous-- 
tement le long de cette courbe. 

-459. {Fig. 96.) Pour manifester ici cette circonstance importante du rebrous- 
sement, construisons la section faite dans rhelicoide par un plan horizontal quel- 
conque X'Y'. En projetant sur le plan inferieur les points de rencontre de X' Y' avec 
les projections verticales des generatrices, on obtiendra une spirale composee de 
deux branches XWX et XZY, placees Tune sur la nappe superieure formee par les 
portions de generatrices situees au-dessus de leurs points de contact avec Tbeiice, 
et I'autre sur la nappe infdrieure; et je dis que cette spirale est aussi une develop- 
pante du cercle OA. En effet, si le plan X' Y' est mene, par exemple, par le milieu X' 
de la hauteur A'A"", il coupera toutes les generatrices en deux parties egales; de 
sorte que son point de section avec la droite (Def, D'^') sera tel, que DW egalera 
la demi-circonference Ac^X. Mais, puisque deja la partie Def = A(^., il s*ensuivra que 
le reste <>W egalera Tare c^X; on trouyera dememe que AX = A<?X, etpZ = |9X,... 
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Done la section XWXZY est hieo une developpante du cerclo OA, laquelle a pour 
origine la section X; et la fornae de cette spirale en ce point, manifeste dairement 
le rebroussementque prasentent les deux nappes de la surface, lorsqu'elles s'appro- 
chent de I'helice. 

460. Voyons, maintenant, quelles seront les sections faites dans Thelicoide par 
un cylindre FWZp, concentrique avec celui qui contient I'helice primitive. Pour 
eela, prenons d'abord les points F, a, 6,..., oil le cercJe FWZ/? coupe les portions 
inferieurei des generatrices sur le plan horizontal, et rapportons ces points sur les 
projections verticales des memes droites; ensuite, faisons la fpeme operation pour 
les points |, v], W,..., oii les portions sup^rieures des generatrices sont rencgntrees 
par le cylindre propose, et nous obtiendrons les deux courbe$ 

(Fa^Zw, Fa'e'Z'o)') et (l^jW?/), ^^j'W'^y), 

situees Tune sur la nappe inferieure de Thelicoide, I'autre sur la nappe superiour^* 
pt qui seront aussi des helices de m&me pas que rbelice (ASyd^, A'S'y^). En effet, 
les portions de generatrices (9F, (p'F'), (Xa, X'a'), {nO, vf9')^...^ sont toutes de 
meme longueur, puisqu'elles sont projetees sur des droites OTidemment egales 
f)Fc=: Xa 3s 7;$,,.., et que leur inclinaison sur le plan horizontal est constante. Done, 
lorsque la droite finie (f>F, (p'F') parcourra Thelice doqnee, en lui demeurant tan- 
gente par son extremite mobile (7, f>'), I'autre extremite (F, F') s'elbvera de quan- 
tites egales aux differences de niveau des points (9, y'), ()., X'), (n, tr'),...; or ces 
differences sont proportionnelles aux arcs 9X, 9X71,..., qui ont evidemment entre 
eux le meme rapport que les arcs Fa, Fad,..;; par consequent, ces derniers se 
trouveront eux-m^mes proportionnels aux ordonnees des points (a, a'), (6» $'),...» 
et la eourbe ( F a6, F' a' 6') sera bien une helioe dont le pas Agalera oelui de rbeliee 
(AS7, A'S'7'), puisqu*au bout d'uoe revolution, les deux points (F, F) et (9,®') 
auront monte de U meme quantite k. 
On demontrera la meme proposition, d'une mani&re aDabgue» pour la aeetion 

461. {Fig. 96.) II est bon d'observer ici, comme une consequence inimedi^tis 
de ce qui precede, que quand une droite mobile et indeftnie (F9/, Fip'/') gksse sur 
unehelice (A^yc^..., A'6'7'(^), en lui demeurant tangents par un m^me peiniqui 
reste invariable sur la droite mobile, tout autre point (F, F') de cette derqiere lign^ 
decrit aussi (n^460) unehelice de mime pas que la premiere. Mais si la tangents 
roulait sur rhelice, sans glisser^ de telle sorte que chaque element de la droite viAt 
s*appliquer successivement sur les elements de la eourbe, alors uu point queleonque 
(F, F) de la droite mobile resterait tou jours dans un meme plan horizontal, et y 
decrirait (n° 453) une diveloppante du cercle qui sert de base a rhelice primitive. 

462. Leplan tangent pour un point quelconque (9, 0') de rheiico'ide est le mem^ 
que dans tout autre point de la generatrice [VOp^ YQ'p')f ftinsi que nous Tavons 
demontre (n^ i77) pour toute^^rfBce developpable; done leplan demande reiiferi- 
mera la tangente PY a la spirale ^C]Lf » et cette droite ser^ pfecisem^qt la trace 
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horizontale de ce plan tangent, lequel se irouve par la sufflsaftiment determine. Ob- 
servons, d'ailleurs, que comme la ligne Ptt, tangente a la developpee ASXtt, est tou- 
jour normale ( n"" 197 ) k la developpante ABCLP, il s'eosuit que la trace YP du plan 
tangent se trouvera perpendiculaire sur la gen^trice (P;r, PV), et qu'ainsi ce phn 
renfermera .le rayon (On, O'n') du cylindre. D'oii Ton peut conclure que le plan 
tangent de rfaelicoide se troute determine par la generatrice sur laquelle est le 
point donn^, et par le rayon du cylindre qui aboutit au point de contact de cette 
generatrice avec I'ar^te de rd3rous8em6nt. 

465. n resuite Avidemment de \k que tous les plans tangents de Tfaeiicolde font, 
avec le plan horizontaU an angle constant qui ^gale Tinclinaison de la tangente k 
fheiiee primitive. D'aitleurs, chaque plan tangent, tel que irPY, contenant deux 
generatrices infiniment voisincs qui sont des tangentes k Th^lice, n'est autre chose 
que le plan osculaieur {n? 177) de cette courbe; et, par saate, Thilicoide est 
Vemeil&ppe de tous les plans osculateurs de son ar6te de rebrousseoient* comme 
cela arrive dans totite surface d^veloppable (n^ 181). 

464. D'apr^s cela, le contour apparent de I'helicotde sur le plan vertical de 
projection est form* par les droites (L/, L7'), (Aa, A' a'), (AU, A'^U'), puisque, 
le long de ces generatrices, le plan tangent se trouve perpendiculaire au plan 
v^tical : seulement, une partie des deux derniferes generatrices est recouverte 
par la premiere, et se trouve rendue invisible par cette circonstance. Quant au 
contour apparent sur le plan horizontal, il est forme evidemment par Thelice 
(A&z^X, A'S'y(^X'), quoique le long de cette courbe les plans tangents de Theli'^ 
<^ofde ne ^oient pas t>micauac^ ainsi que I'exigerait la rfegle generale du n"" t06; 
mais c'est qu'ici la surface presente, pour limite des parties visibles, la circon- 

' stance particulifere d'un rebroys^ermtnt. On doit ajouter k ce contour les spirales 
ABC6QRS et abctpqrk, qui terminent la portion de surface que nous nous sommes 
borne k considerer ici, avec le soin d'omettre la partie de la premiere qui est 
recouverte par la seconde; et, d'aprte ces remarques, il sera aise au lecteur de 
se rendre compte des parties pleines et ponctuSes que presente notre epure. 

465. Ddveloppement de rh^licoide. {Fig. 96.) On pourrait Feffectuer ici, commo 
dans toute surface developpable, en partageant nne courbe plane ABCDGL^ situee 
sur la surface, en petits arcs seasiblement confondus avec leurs cordes; alors tes 
secteurs eiementaires projefees sur D(^yC, Et&D, Ffe£,...y pourront etre regardes 
comme des triangles dont les o4tes, conaus par leurs projections, seront laciles a 
^valuer; de sorte que, si Ton construit ces triangles sur un meme pl^n et k la suit« 
les uns des autres, leur ensemble reprisentera le developpement de la sur£ace en 
question. Toutelbis, il feut avouer que ce mode ^'operations donnerait lieu k xles 
ohances d'enreurs aecnmuiees, qui disparaitraient si Ton connaissait d'avance la 
forme que doit prendre, sur le developpement, une certaine courbe donate sur l(i 
sur&oe primitive ; et e'est ainsi que nous en avoos use poor lea eylindres et les 
c6nes, dans les n~ 243 et 251 . 

466. Or, dans rhelicoide developpable, il arrive que toiUes les hilices ont pour 
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transformiesy sur le developpement, des cercles concentriques. En eflFet, si nous con- 
cevons Thelice arfite de rebroussement (ASyc^..., A'S'/c^...), comme partagee en 
^l^ments egaux projetes sur AS, 67, yc^,..., il est facile d'apercevoir que tous les 
angles de contingence sent dgaux entre eux dans cette ligne k double courbure; car 
celui qui est projete sur D(^C, 6tant combing avec la yerticale i^ formera un angle 
trifedre dans lequel deux faces et Tangle difedre compris resteront les memes pour 
tous les points de Th^lice. Mais ces angles de contingence, qui changent ordinaire- 
ment de grandeur pour une courbe quelconque tracee sur une surface que Ton deve- 
loppe, demeurent imanables quand il s'agit de I'arete de rebroussement (n^ 179, 
note) : dond'helice (ASyc^,.., A'S'y'c^...) se transformera dans une courbe plane, 
dont les angles de contingence seront egaux entre eux, pour des arcs de meme lon- 
gueur; par consequent, cette transformee aura une courbe uniforme (n^ 198), et 
d^s lors elle sera un cercle. 

Maintenant, pour une autre h^Iice (F^dZcj, Ya'O'Z'td') situ^e sur le meme heli- 
coide, on obtiendra sa transformee en traQant, sur le developpement, des tangentes 
au cercle dans lequel sera changee Thelice (A67..., A'S'y'...), et en prenant ces tan- 
gentes egales aux portions de generatrices (yF, f'F'), (Xa, X'a'), [nQ, 7r'5'),.., Or, 
comme ces derni^res droites ont toutes la meme longueur (n"^ 460), il arrivera 
evidemment que leurs extremit^s aboutiront sur une circonf(6rence concentrique 
avec la prec^dente : done, etc. 

467. {Fig. 96.) Pour faire servir cette propriety des helices au developpement 
de rhelico'ide sur un de ses plans tangents, nous choisirons le plan LL'X' qui est 
perpendiculaire au plan vertical, et qui renferme les deux droites (LX, L'X"), 
((J;a, L'a^), tangentes aux deux helices projetees sur A€X et YaB. Or, comme ces 
droites devront se retrouver tangentes aux deux cercles dans lesquels ces helices se 
transformeront, il n'y aura qu'a rabattre ce plan autour de LL^ avec les deux tan- 
gentes en question, qui deviendront evidemment LX'' et ifa!'\ puis, Clever sur ces 
demieres lignes les perpendiculaires X''0'' et a"0'', qui determineront le centre O'' 
et les rayons de ces deux transformees circulaires. 

Cela pose, sur \^fig. 97, et avec un rayon O^Xj egal a la droite 0"X'' de layfg^. 96, 
je decris une circonference sur laquelle il faudra marquer des arcs qui aient la 
meme longueur que les arcs d*helice projetes sur A6, Sy, ye^,... Or, puisque la 
demi-spire (ASyX, A'S'/^') ®*t 6gale en longueur (n*^ 449) k sa tangente (LX, L'X'), 
nous tracerons la tangente X2L2, ^gale k X'L', et, aprfes avoir divis^ cette droite X, L, 
en huit parties egales, nous les reporterons sur la circonf6rence depuis Xa jusqu*en 
Aa et A, ; alors Tare de cercle AaX, A, sera la tromformie de la spire entiere ( ASyXA, 
A'6'yX'A''). Ensuite, nous menerons les tangentes ?aBa> y2Ca» c^aDa,..., que nous 
ferons Egales ^ i, !2, 3,... des divisions deXaLa, etce seront les vraies longueurs des 
generatrices de Thelicoide, comprises depuis Tarete de rebroussement jusqu'au 
plan horizontal ; de sorte que la nappe mfirieure de cette surface se trouvera d^ve- 
lopp^e suivant la forme 

Aa^aya^a A3 Ua Is LiaLia-^dAaf 
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dont le contour exterieur est evidemment la developpante du cercle Aa>2 As» tandis 
que la circonference ¥2(1^62(^2 sera la transformee de I'autre helice (FaSo), Fa'S'w'). 
Quant au developpement de la nappe supdrieure de rhelico'ide, on Tobtiendrait en 
proloDgeant chaque generatrice Fa<p2y demaniere que sa longueur totale F9/3 egalat { 
le double de £2X3. 

468. Nous aurions pu eviter de recourir a la seconde helice (Fafi, F'a'5'), pour 
trouver le rayon OjXa = O^X'' du cercle suivant lequel se transforme I'helice pri- 
mitive (ASyX, A'S'y'X'), attendu que ce rayon doit etre precisement le rayon de 
courbwre (n® 198) de cette derniere helice; car, dans le developpement d'une sur- 
face developpable, on salt [note du n° 179) que Tarete de rebroussement conserve 
les m^mes angles de contingence qu'auparavant, ainsi que des arcs de meme lon- 
gueur; desorte qu'elle garde la meme courbure, mais seulement elle perd sa tor^ 
sion, comme nous I'expliquerons plus en detail au n° 634. D*ailleurs, nous verrons 
au n^ 676 que le rayon de courbure d*une helice est donn^ par la formule 

p = R{i+tang«a>) = ^, 

oil &) d^signe Tangle de la tangente k Th^lice avec le plan de la base orthogonale 
du cylindre, etR le rayon de cette surface (*). Or cette expression est susceptible 
d'une construction fort simple; car, si par le point £' de lay?^. 96, etparallele- 
ment a la tangente L'X', on tire la droite E'F sur laquelle on elevera la perpendicu- 
laire FK\ la comparaison des triangles rectangles conduira aisement k la relation 

E'A' = E'K'cos*w; 



(*) Si Ton veut trouver directement celle formule, on pourra employer le moyen suivaot qui m'a ^t^ 
communique par If. Catalan, r^p^iileur & T^cole Polylechnique. Solent MP et PQ (fig. 98) les projections 
de deux elements 6gaux de rb^lice, correspondants au point (P, P') pour lequel le plan osculateur contient 
(n* 463) le rayon du cylindre (PO ,P'), et projetle ces deux 61toents sur la droite M'P'Q' qui fail Tangle a> 
avec la base du cylindre. Si Ton fait tourner ce plan osculateur autour de la droite (PO, P'), jusqu'^ ce 
qu*il devienne horizontal, les deux elements seront rabattus suivant Pm et P^; puis, en ^levant des per- 
pendiculaires sur leurs milieux, le rayon de courbure de Tbi^lice sera represent^ par Pgi> ou |PP. On a 
Evidemment 

^oik Ton d^duit, en obeervant que PM est la projection de la droite P'M'=: Pm, 






pMy co?w 

On pourrait aussi rattacher cette m^tbode k la formule g^n^rale p = — trouv^ au n® i98, en observani 
qn'ici Tangle de contingence c a pour vraie grandeur le supplement de mPq; or on a evidemment^ 

PH /ISC'* — 1\ . , , . ™ (PM)' //y'cos*» 

p^ = cos(-^j=smi. = i., et PH = i^ = -^^; 

d'o^ Ton conclut 

rffcos'w , R 

« = — 5 — et p = — J-, 
R *^ cos'» 

cc qui juslifie la construction employee dans le texte, 

Grnni^irie Lcmy, ^5 
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d'oii il suit que le rayon de courbure de Thelice est p = E'K'. Cest done avec celte 
longueur (qui doit se trouver egale a 0''X") qu'il faudra decrire le cercle OaXj de la 
fig. 97 ; et ensuite, les autres operations graphiques s'effectaeront comme au second 
paragraphe du n'^ 467. 



I — I 
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I DES EPICYCLOIDES. 



469. {PL 47»/s"- !•) Une eourbe mobile xay est dite /Dufcrsur une courbe fixe 
XAY, lorsque des elements egaux ab = AB, be = BC, erf = CD,..., viennent s'ap- 
pliquer respectivement les uns sur les autres, de telle sorte que le point b arrive k 
coincider avec B, ensuite c avec C, rf avec D, et ainsi des autres. Ceh equivaut a 
dire que le lieu du contact, qui est actuetlement en A et a, doit parcourir, dans le 
meme temps, des espaces egaux sur les deux courbes a la fois; tandis que, si ces 
espaces etaient inegaux, et que le point b vint k coincider avec C, il y aurait k la fois 
roulemenl et glissement d'une courbe sur I'autre; et enfm, il n'y aurait qu*un simple 
glissement, sans aucune rotation, si c'etait le meme point a de la courbe mobile 
qui vint coincider successivcment avecB, C, D,... D'ailleurs, ces distinctions s'ap- 
pliquent pareillement a des courbes gauches, comme a celles qui seraieat situees 
dans le meme plan ou dans des plans dift'erents, pourvu que la courbe mobile ait 
toujours une tangente commune avec la courbe fixe. 

470. Pendant la rotation de la courbe xay, un point quelconque m, fixe sur 
cette ligne mobile et entraiue avec elle, decrira dans Tespace une autre courbe mz 
que nous allons apprendre a construire par divers exemples; mais, dans tous les 
cas, la tangente mt, relative a une position quelconque, sera toujours /?e/pe/lrf^cl^- 
kdre a la droite km^ qui reunit le point generateur avec le point de contact corre»- 
pondant. En effet, lorsque les deux courbes xy et XY se touchent en A, elles ont en 
cet endroit un element commun AA'; or, pendant que les deux Elements ainsi con- 
fondus se detachent, et jusqu*a ce que les elements voisins ab et AB soient parvenus 
a coincider, le sommet A reste immobile^ et le point generateur m decrit un arc mm! 
infiniment petit et situe evidemment sur la sphere du rayon Am. Done, la tangente 
mtf qui doit 6tre le prolongement de cet element mm!, sera bien perpendiculaire k 
la droite Am, laquelle se trouve ainsi normale a la courbe mm'z. D'ailleurs on voit 
bien que ce raisonnement s'appliquerait de meme a tout point n qui, sans etre situe 
SUP le perimfetre de la courbe roulante xy, sp trouverait lie fixement avec elle, et 
decrirait une autre courbe nudont la normale serait encore An. Done, dans tousles 
cas, la droite qui joint le point de contact de la courbe roulante avec k point genera-- 
ieur, est une normale a la courbe que decrit ce dernier point. 

Si Ton voulait conserver a la demonstration precedente toute la rigueur de forme 
dont elle est susceptible, il faudrait d'abord substituer aux deux courbes xy et XY 
ileux polygones [Jig. n) k cotes respectivement egaux; puis, en les faisant rouler 
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4'ttn sur Tautre, de maniere que leurs plans fissent entre eux un angle constant ott 
variable, le point m d^crirait une (igne discontinue mmm!\,. composee d^arcs 
sphiriques qui auraient leurs centres successife en A, B, G...., et telle, que la tan- 
gente mt au point m serait perpendiculaire sur Am. Or il est evident que cette der- 
iii^re propri^t^ subsistera toujourd, quelle que soit la grandeur des cotes et des angles 
des deux polygenes : seulement, k mesure que les angles augmentent et que les 
cotte d^croissent, les arcs mm!, wlm''^...^ diminuent de longueur, et deux rayons 
cons^cutifs sent plus pr^s d*^tre 6gaux, ce qui rapproche de plus en plus la ligne 
fHrn^m"... d'une courbe continue. Done, puisque dans toutes ces variations Tangle 
Am/resteconstamment droit, il en sera encore de mdme quand les deux polygenes 
seront devenus deux courbes quelconques, par exemple deux cercles; ainsi, dans ce 
dernier etat, la courbe continue decrite alors par le point m aura pour tangente en 
^Mune droite perpendiculaire sur Am. 

ipicychides planes. 

471. Premier cas. {PL kl^fig^ 3.) Considerons un cercle mobile 0' qui roule 
exterieurement sur un cercle fixe 0, en demeurant toujours dans le meme plan que 
ce dernier, et adoptons pour point gen^rateur le point de contact actuel D de ces 
deux circonferences. Lorsque le cercle 0' aura roule jusqu*k toucher Tautre en un 
point quelconque A4 , on retrouvera la position correspondante M du point gene- 
rateur D, en decrivant, du point 0'^ comme centre et avec le rayon O'D, une circon- 
ference sur laquelle on prendra un arc A4M de meme longueur absolue que Tare 
A4D, ce qui s'efFectuera en mesurant ce dernier au moyen d'une tres-petite ouver- 
ture de compas. Mais ces operations s'executeront avec plus de rapidite, si Ton a 
eu soin d'abord de diviser la circonference mobile en parties ^ales, et de les 
reporter sur le cercle fixe suivant DA|, A4A2, AsAs^*.; car alors il suffira de 
decrire deux arcs de cercle, Tun du centre 0'^ avec un rayon O4M = O'D, I'autre 
du centre A4 avec un rayon A4M egal k la corde D4 du cercle primitif 0'. Des 
constructions semblables elTectuees pour d'autres points de contact Ag, A,^..., 
permettront de tracer aisement la courbe DMGF nommie ^picygloide extArieu^ 
laquelle comprend une infinite de branches identiques a celles que nous venous de 
citer, et qui se rattachent les unes aux autres par des points de rebroussement tels 
que D et F. 

472. La tangente au point M de cette courbe sera pr^cisement la droite MT, 
eorde supplementaire de MA4, puisque nous savons (n^ 470) que cette demiere 
est normale k T^picycloide. Cette propri^td fournit m^me un trace beaucoup plus 
simple et bien suffisant pour les engrenages; car, si Ton decrit divers arcs de cercle 
ayant pour centres les points A^ A3, A3,..., etpour rayons les cordes Di, D^, 
D3^..., du cercle primitif 0'; puis, si Ton trace une courbe enveloppe de tons ces 
arcs, cette enveloppe sera precisement Tepicycloide DMGF, attendu que les cordes 
dont nous venous de parler indiquent ^videmment ( n^ 470) les longueurs des 
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normojles telles que MA4 , qui aboutiraient aux points de contact suecessifs A| > A, , 
As 9..., du cercle mobile. Cest la methode proposee par M. Poncelet. 

473. On pourrait adopter un point generateur D' situ^ hors du cercle mobile, 
mais lie avec celui-ci d'une maniere invariable. Alors ce point D' decrirait une 
courbe k noeud D'M'6'... que Ton nomme dpieycloide raUongie, et qui seconstrui- 
rait en prenant, sur chaque rayon O4M9 determine comme au n^ 471 » une distance 
MM' = DD'. La droite A4M' serait encore (n® 470) normale a cette courbe; ainsi la 
tangente M'T' devra etre menee perpendiculairement k A4M'. 

Si le point generateur D'^ etait en dedans du cercle mobile, la courbe decrite alors 
serait une ipicycloide raccourcie D"M''G'^ laquelle ofTrirait des points d'inflexion au 
lieu d'un noeud. Un point quelconque M'' de cette courbe s'obtiendra aussi en pre- 
nant, sur le rayon OVM, construit comme au n° 471, une distance MM'' = DD"; et 
puisque la droite A4M'' sera encore (n^ 470) normale a cette epicycloide, la tan- 
gente M''T" s'en deduira immediatement. 

On pourrait aussi (n** 472) se contenter de tracer ces courbes comme Tenveloppe 
de tous les arcsdecrils des centres A| , A2, A^,..., avec les normales D'l, D'j, 
D'3...,ouD"j,D"2,D''3,... 

474. DEUxifeME CAS. {Fig. 40 Lorsque le cercle mobile 0' roule dans la conca- 
vite du cercle fixe 0, et que le premier a un rayon R' < ^R, le point generateur D 
decrit une epicycloide interieure qui presente la forme DGF, et qui se construit, du 
reste, comme precedemment. Si Ton choisissait le rayon R' = |R, comme dans la 
fig. 5, la courbe DMFDT' aurait une forme et une equation toutes semblablesa 
celles de la developpee de Tellipse [fig. 76), avec la seule difference que les quatre 
points de rebroussement seraient ici places a egales distances du centre {voyez la 
note An n*'492). 

475. [Fig. 4-) ipicycloide rectiUgne. Ce cas tres-particulier, et fort utile pour 
les engrenages, se presente quand on choisit le cercle mobile 0'' de maniere que 
son rayon R" = |R; car alors Tepicycloide decrite par un point du cercle 0" se 
trouve confondue avec le diametre D'^OD qui passe par la position initiale D" du 
point generateur. En effet, si nous considerons le cercle mobile a une epoque quel- 
conque de sa rotation, ou il touche le cercle en A et ou il coupe le diametre 
D"OD en M, il suffira de prouver que les arcs AM et AD'' sont egaux en grandeur 
absolue^ puisque alors il sera certain que le point generateur, place d'abord en D'\ 
sera venu en M sur le diametre D^'OD. Or Tangle AO"M est ^videmment double de 
AOD"; done les arcs AM et AD'' sont aussi doubles Fun de Tautre, quant au nombre 
de degr^s qu'ils contiennent : mais le premier de ces arcs appartient k une circon- 
ference qui n'est que la moitie de Tautre ; done la longueur absolue de AM egale 
celle de AD''. 

476. Troisieme cas. {Fig. 6.) Supposons maintenant que le cercle mobile 0^ 
qui roule dans la concavite du cercle 0, ait son rayon R' > -^R; je dis que I'epicy- 
cloide DGF, decrite alors par le point generateur D, coincidera avec celle que decri- 
rait un troisieme cercle 0" qui aurait un rayon R" = R — R', et qui roulerait en 
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sens contraire de 0'. Pour le prouver, je considfere le cercle mobile 0' parvenu 
dans la situation quelconque ^ ou le point gen^rateur D oceupera une position M 
telle que Tare AM = AD : je tire la droite MOj , et sa parallMe OB; puis, j'achfeve 
le parallelogrammeOO'aMO", qui me donne 0"B = 0"M = R — R', et je trace 
enfin le cercle C. Cela fait, il n*y a plus qu'a demontrer que les arcs BM et BD ont 
la meme longueur absolue; or les trois arcsBA, AM, MB, qui mesurentdes angles 
evidemment egaux, doivent Stre proportionnels a leurs rayons, ce qui donne 

BA _ AM _ BM 
R "^ R' "" R" ' 

et puisque Ton a pris K' ■+• R' = R, il en resutte que BM -+- MA = BA : mais dejk 
Ton sait que Tare AM = AD ; done il reste BM = BD. 

477. QuATRii^ME CAS. {Fig. 7.) Enfin, supposons que le cercle mobile O'ait un 
rayon R' > R, auquel cas il enveloppera le cercle fixe. Alors Tepicycloide decrite 
par le point generateur D se trouvera exterieure^ et chaque branche DGF oceupera, 
sur le cercle fixe, un arc DEF egal k Texcfes de la circonference 0' sur la circonf<6- 
renceO. D'ailleurs on demontrera aisement, comme au n® 476, que cette epicy- 
cloide DGF coincide avec celle que decrirait un cercle C tangent exterieurement au 
cercle 0, et dont le rayon serait R" = R' — R. 

478. {Fig. 8.) Lorsqu'on suppose infini le rayon R du cercle fixe, ce cercle de- 
vient une droite DAF sur laquelle route le tercle 0' ; et un point quelconque M de 
la circonference de ce dernier d^crit alors la cycloide DMGF, dont la normale est 
encore MA et la tangente MT. Le trace de cette courbe s'efTectuera aisement par les 
moyens indiques aux n^ 471 et 472, sans qu'il soit besoin de les repeter ici. 
D'ailleurs, la cycloide %Gtz\i raUongee ou raccourcie^ comme au n^ 473, si le point 
generateur etait place au dehors ou au dedans du cercle mobile. Quant aux autres 
lignes de cette figure, nous en parlerons au n^ 822 bis. 

479. {Fig. 9.) Au contraire, si c'est le cercle mobile qui acquiertun rayon in- 
fini, ce cercle deviendra une droite indefinie DX, qui, en roulant sur la circonfi§- 
renceO, decrira, par chacun de ses points D, une spirale DM'M^'M''..., laquelle 
n'est autre chose que la dSveloppante dn cercle (n^ 197). D'ailleurs, comme les 
normales M'A', M"A'',..., sont pr^cisement les rayons de courbure (n® 198) de 
cette spirale, si des points A', A'', A"^,..., on decrit avec des rayons ^gaux a Da^ 
Da'', Do^,..., des. arcs de cercle, ces arcs se confondront dans une etendue assez 
considerable avec la spirale meme, et ils fourniront un moyen trfes-exact et tres- 
commode pour tracer cette courbe. 

Epicychides spheriques. 

480. {Fig. 99. ) Gonsiderons maintenant deux cercles OA et CA, dont le second 
roule sur le premier, en lui demeurant toujours tangent, mais de mani^re que leurs 
plans fassent entre eux un angle constant GAX = gj : pendant cette rotation, un 
point quelconque M, fixe sur la circonference mobile et entraine avec elle, decrira 
dans I'espace une courbe DM... qui se nomme une epigtgloide sphdrique^ parce 



1^8 UVRE TI. — QVEflTlONS DIVSMB9. 

qu'elle est situee tout enUere sur la surface d'une sphere constante. En efiH, si, 
par les centres des deux cercles, on eleve sur leurs plans les perpendiculaires OS 
etCS, ces deux cutes iront se rencontrer necessairement dans chacunedes positions 
ducercle mobile; car, pour chaque point de contact tel que A, les plans AOS et ACS 
se trouveront evidemment perpendiculaires k la tangente commune AV, etdeslors 
Us coincideront D'ailleurs, comme Tangle OAC est le supplement de CAX = w» qui 
dcmeure constant pendant la rotation, il s'ensuit que le quadrilatere GAGS aura 
deux cotes ettrois angles dont la grandeur restera invariable, et consequemment il 
en sera de meme pour les cotes OS et CS, dont le point de rencontre demeurera 
immobile. D'oii il resulte que la distance de ce point S au point mobile M sera eon- 
stamment egale a SA, et qu'ainsi I'epicycloide tout entiere se trouvera situee sur la 
sphere qui auraitSA pour rayon. 

481. En outre, si Ton imagine deux cones de revolution, ayant pour sommet 
commun le point S, et pour bases les cercles OA et CA, il est evident que ces cdnes 
aurontun plan tangent commun SAY; et, par consequent, la generation de Tepi- 
cycloide pent s*enoncer de la maniere suivante : Si deux cdnes de revokLUon^ qui ont, 
toujours mAme sow/net et des gdneratrices de mime longueur, roulent I' an sur I'autre^ 
sans glisser, et en demeurant tangents le long d'une generatrice variable^ un point 
quelconque^ fixe sur la base du cone mobile, decrira la courbe nommee epicydoide 
spherique. En effet, on doit voir que, . par la, les circonferences des deux bases 
seront toujours tangentes, et que leurs plans conserveront une inclinaison constante ; 
et meme c'est la le moyen le plus commode pour realiser mecaniquement ces 
deux conditions pendant le roulement du cercle mobile sur le cercle fixe. 

482. {Fig. too.) Construisons la projection de Tepicycloide sur le plan de la 
base du cone fixe, en regardant ce plan comme horizontal, et adoptons pour plan 
vertical celui qui passe par I'axe S' de ce cone et par le point de contact A des 
deux bases, dans la position actuelle qui se rapporte k une epoque quelconque du 
mouvement. D'apres cela, les deux cones seront projetes verticalement sur les 
triangles isoceles S' AE, S' AB', et la droite AB' representera la projection verticale 
du cercle mobile qui, rabattu autour de la tangente commune AY, deviendra le 
cercle Ami. Cela pose, soit D Torigine de Tepicycloide, c'est-k-dire la position 
qu^occupait le point generateur, quand il se trouvait en contact avec le cercle fixe : 
maintenant que le cercle mobile a parcouru, en roulant sur Tautre, Tare DA, le 
point generateur se trouvera place sur le rabattement en /n, a une distance curvi- 
ligne Am, egale en longueur absolue a Tare AD {"). Mais en relevant le cercle Amb 

( * ) Pour tracer T^pure, il est bon de commencer par diviser le cercle mobile en parties ^les, de 
mesurer une de ces parties au moyen de tr6s-petites cordes ; puis, de transporter celles-ci sur le cercle 
fixe, ce qui donnera un arc ^1 k Tune des divisions du cercle mobile. Ensuite, on r^p^tera cet arc du 
grand cercle autant de fois qu'il y avait de divisions dans le cercle mobile^ et Ton obtiendra Tdtendae DAP 
occupde par une branche de r^picycloide, sur le cercle fixe. \Iependant, si le rapport des deux, rayons AO 
et C A ^tait exprim^ par un nombre assez simple, il serait plus exact de prendre d'abord sur le cercle fixe 
un arc DAF, ^al k une fraction de cette circonf(6rence, exprimto par ce rapport; puis, on diviserait Tare 
DAF ea autant de parties ^les qu*on en aurait marqu6 dana le cercle mobiie. 
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autour de AV, on voit bien que le point (m, m') va decrire alopsun arc perpendicur 
hire a la charniere AV, lequel se trouvera projete horizontalement sur la droite mM, 
parallele k la ligne de terre, et verticalement sur m'M'; d'oii Ton conclura que 
(M, M') est un point de Tepicycloide demandee. 

483. Pour en obtenir un second, il faudra imaginer que le cercle mobile a roul^ 
jusqu'a venir toucher le cercle fixe en A^, par exemple : alors, on pourrait recom- 
inencer, sur le plan vertical OA^ rabattu, des operations semblables a celles que 
nous avons executees sur le plan vertical OA; mais il sera bien p»!us simple de 
ramener toutes les constructions a s'efFectuer sur ce dernier. Pour cela, imaginons 
que les deux cones, parvenus a se toucher le long de Tarete qui aboutit en A^, 
tournent simultanement, et sans changer kurs positions relatives, autour de la verti- 
cale OS', jusqu'a ce que le rayon OA^ vienne coincider avec Tancienne ligne de 
terre OAX, Alors le point generateur sera situe sur le cercle mobile rabattu, non 
plus en m, mais h une distance An, egale a Tintervalie DA^ compris entre I'origine 
D et le point de contact dans sa vraie position, qui est Ae* De sorte que si Ton 
construit, comme ci-dessus, les projections N et N' du point rabattu », il n'y aura 
plus qu'Ji ramener OA en OA^ , puis k trouver un point N" place, relativement a cette 
derniere droite, dans une situation toute semblable a celle deN par rapport a OA; 
ce qui s'executera au moyen du cercle decrit avec la distance ON, sur lequel on 
prendra Fare FN" egal k IN. 

484. On agira de meme pour toute autre position du point de contact des deux 
cercles; et quand ce contact aura lieu au milieu K de Tare DKF, 6gal a la circonfe- 
rence du cercle mobile, on voit bien que le point generateur se trouvera rabattu 
en 6, qui se projette en B' et B : si done on ramene ce dernier point sur OK, au 
moyen d*un arc de cercle BG, on obtiendra le sommet G ou la projection horizontale 
de Tepicycloide s'ecarte le plus du cercle fixe. 

Observons enfin que les points D, M, N", transport's symetriquement au delk du 
rayon OG, au moyen d'arcs de cercle, fourniront des points F, M*, N"', qui appar- 
tiendront encore k Tepicycloide, laquelle aura pour a^e la droite OG, et admettra 
une infinite de branches identiques avec DGF. 

485. Les constructions prec'dentes donnent aussi le moyen de tracer la projec- 
tion verticale de Tepicycloide, puisque M' appartient k cette projection; et quant an 
point (N,N'), qui a et6 transporte en N'', sans changer de hauteur, on retrou- 
verait bien ais'menl sa projection verticale dans cette derniere situation. Mais nous 
n*avons pas voulu effectuer ce trace, dans la crainte de rendre Tepure un peu conr 
fuse, et surtout parce que nous regardons ici le plan vertical de projection seule- 
ment comme un moyen d'executer nos operations graphiques, et non comme 
existant reellement; attendu que sa presence aurait rendu invisibles une grande 
partie des lignes de fpure. D'ailleurs Tepicycloide est suffisamment determinee 
par rintersection du cylindre vertical DMGF, avec la sphere du rayon S'A qu'il 
est facile de representer sur le plan horizontal. 

486. De la tangente a Vepicychide. {Fig. too.) Puisque cette courne est tout 
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entiere (n^ 480) sur ia sphere fixe qui a pour centre le sommet S' et pour rayon 
rapotheme S'A, le plan tangent de cette sphere en (M , W) renfermera dejk la 
tangente demandee. Ensuite, comme nous avons demontre au n^ 470 que la droite 
(AM, AM')> qui joint le point generateur avec le point de contact correspondant A, 
est une normale a Tepicycloide, nous en pouvons conclure que la tangente cherchee 
se trouve aussi dans un plan perpendiculaire a cette droite, lequel pent etre regarde 
comme le plan tangent d'une sphere qui aurait son centre en A, et pour rayon la 
droite (AM, AM'); mais cette seconde sphere est variable de position etde gran- 
deur, en passant d'un point a un autre de Tepicycloide, et elle ne fait que toucher 
cette courbe avec laquelle elle n'a de commun qu'un element lineaire. D'apres cela, 
leprobleme se reduit k chercher Tintersection du plan tangent a /a i^Aer^yZr^ avec 
le plan tangent k la sphere variable. 

487. Pour y parvenir, coupons ces deux spheres par le plan B'AV, qui contient 
la base AB'du cdne mobile. La section faite ainsi dans la sphere S'A sera evidem- 
ment le cercle AB' lui-meme; rabattons-le suivant kmb^ et menons-lui la tangente 
mP qui, dtant relevee, rencontrera le plan horizontal en P sur la charnifere AY : 
des lors ce point P appartiendra k la trace horizontale du plan tangent de la sphere 
S'A, et cette trace sera la droite PT menee perpendiculairement sur la projection OM 
du rayon qui aboutit au point propose (M, M'). Quant k la sphere variable dont le 
rayon est (AM, AM'), elle est coupee par le plan B'AV suivant un grand cercle qui, 
rabattu sur le plan horizontal autour de AY, deviendra le cercle decrit avec Am 
pour rayon . Menons-lui la tangente mQ ( laquelle doit abou tir au point b),ei relevons 
cette droite avec son cercle, pour trouver sa trace horizontale Q sur la charniere 
AY; dfes lors ce point Q appartiendra a la place du plan tangent de la sphere va- 
riable, et cette trace s'obtiendra en menant QX perpendiculaire sur la projection AM 
du rayon correspondant. Cela pose, les traces QX et PT des deux plans tangents 
allant se couper au point T, la droite TM sera la projection horizontale de la tan- 
gente k Tepicycloide; et la projection verticale T'M' s'en deduira, en projetant le 
point T sur la ligne de terre. 

488. Autre mithole. [Fig. loo.) On pent obtenir cette tangente d'une mani^re 
beaucoup plus simple, par le precede Am plan /ion7za/(n^2i4), car ici nous con- 
naissons immediatement deux normales a Tepicycloide : Tune est le rayon de 
la sphere constants mene du sommet S' au point (M, M'); Tautre est la droite 
(MA, M'A), d'aprfes ce que nous avons prouv^ au n^ 470. Par consequent, si nous 
faisons passer un plan par ces deux normales, la tangente cherchee devra lui etre 
perpendiculaire, et ses projections seront ainsi determinees. Or la premiere de ces 
normales va ^videmment percer le plan vertical en S' et la seconde en A; done S'A 
est la trace verticale du plan normal. Quant a Fautre trace, imaginons, dans le plan 
normal, une droite auxiliaire parallele a S'A; ses projections M'R, MR donneront 
le point R, ou elle perce le plan horizontal ; et, par suite, AR sera la trace horizon- 
tale du plan normal. Des lors la tangente a Tepicycloide s'obtiendra en menant MT 
perpendiculaire sur AR, et M'T' perpendiculaire sur AS'. 
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489. 11 importe d'observer qu'aux points de rebroussement D et F, la projection 
horizontale de repicyclo'ide a pour tangentes les rayons OD et OF. En effet, la droite 
Tariable (AM, AM'), k laquelle la tangente dans Tespace est toujours perpendicu- 
laire, etant prolongee indefiniment, est une secante par rapport au cercle mobile, 
eomme on le voit par son rabattement Am. Or, ses deux points de section A et /n se 
trouvant r^unis quand le point de contact A du cercle mobile est arriv6 en D, la 
droite indefinie rabattue suivant km devient alors tangente au cercle mobile dans 
le point m^ et, par suite, tangente au cercle fixe dans le point D, puisque a cette 
epoque les deux cercles sont en contact par les points m et D. Done la tangente au 
point D du cercle fixe DA se trouvera etre precisement la normale de Tepicycloide 
et en m£me temps la trace horizontale du plan normal; et, consequemment, la tan- 
gente de Tepicycloide sera projet^e horizontalement sur le rayon ODX'. 

Quant a la projection verticale de cette meme tangente, il suffira de projeter son 
pied D en D' sur la ligne de terre, et d'abaisser de ce dernier point une perpendicu- 
laire sur la trace verticale du plan normal relatif au point D. Or cette trace s'obtien- 
dra fort aisement, puisqu'elle passera evidemment par le point S' et par le point oil 
la ligne de terre rencontrera la seconde normale, qui est, comme nous venons de le 
prouver, confondue avec la tangente de Tare DA. 

On agira d'une manifere toute semblable pour trouver les projections de la tan- 
gente k I'autre extremite F de Tepicyclcide; et Ton doit apercevoir que chacune de 
ces tangentes en D ou en F coincide precisement avec la tangente du grand cercle 
vertical de la sphere coustante dont le rayon est S' A. 

490. Pour le sommet de Tepicycloide, qui est projete en G, la tangente sera 
horizontale et perpendiculaire au plan vertical OKG; car ce plan contiendra evi- 
demment les deux normales du n^ 488, quand le point generateur sera parvenu a 
Textremite superieure B' du diam^tre mene par le point de contact du cercle mobile. 

491. [Fig. loo.) Lorsque nous avons cherche (n° 487) la trace QX du plan 
tangent a la sphire variable dont le rayon est (AM, AAf ), nous nous sommes appuyes 
sur ce que ce plan devait contenir la tangente rabattue suivant Qm6. Or, quand elle 
sera relevee dans le planB'AV du cercle mobile, elle ira percer le plan vertical en 
B'; done B'X est la trace verticale du plan tangent a la sphere variable. En outre, 
cette droite doit se trouver perpendiculaire k B' A, car c'est sur cette derniere droite 
que se projette le rayon (AM, AM') mene au point de contact de ce plan tangent. 

492. Observons d'ailleurs que, dans les diverses positions A, A,,..., que prend 
le point de contact du cercle mobile, la projection AB' de ce cercle, sur les plans 
verticaux correspondants 0A» OA,,..., aura toujours la meme grandeur et la meme 
inclinaison; de sorte que pour tous ces plans, le triangle rectangle AB'X restera 
invariable de grandeur, et, par suite, les traces XB' des divers plans tangents aux 
spheres variables iront toutes rencontrer la verticale OS' au meme point Z'. De la 
il resulte que si Ton avait a considerer un cone dont le sommet fut en Z\ et qui 
eiit pour base T^picycloide spherique^ tous les plans tels que Z'XQ lui seraient 
tangents, puisque chacun d'eux renfermerait le sommet et une tangente de la base. 
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En outre, tous ces plans tangents yiendraient passer success! vement par la droite 
fixe Z'X, lorsque le cone ^picychidal, en tournant autour de 0Z\ ainenerait en Ai 
les divers points N'\ G, N"^,... Gette propriete est employee dans les engreoage* 
coniques, qui sep>^ent a faire uiouvoir les roues d' angles (voyez le n** 883) [*]. 

495. DEVELOPPANTE SPHEWQUE. {Fig. loi.) torsque le cone nwbile a(>- 
quiertune ouverture telle, que Tangle au centre ASB [feg. 99) devient egal a iSo°, 
ce cone se reduit a un cercle dont le rayon egale I'apotlieme SA du cone fixe, et 
dont le plan est tangent a ce dernier c6ne; dans ce cas particuller, repieyelo'ide 
decrite alors par un point M du cercle mobile, revolt le nom de developpante sphd-- 
riquey attendu que la question revient a dire simplement que Ton fait rouler sur un 
cone f^xe S'AO un de ses plans ts^ngents S'AY, comme, dans lay%. 9de. UP/. 47* 
nous avions obtenu la spirale developpante du cercle en faisa^t rouler sur f ette cir- 
conference une de ses tsMiigentes. 

494. [Fig- 101 .) Comxne la courbe en question est tout entiere sur la sphere du 
rayon S' A» il suffira de construire sa projection horizeAtaJie . A cet efKet, rs^battoos 
le cercle mobile dont le centre est au sommet (S', 0), autour de la tangente AY qui 
lui est commune avec le cercle fixe; et sur ce rabattement S'' prenons un arc A/» egai 
k Tare AD, si Ton adopte D pour Torigine de la developpante, c'est-a-dire pour b 



[*] Gherchons les dquaiions qui d^lerminent I'epicydoide sph^rique (>%. 100), ea rapportant eette 

courbe aux trois axes reclangulaires OX', 0Y\ OZ', dont le premier pasae par le point de rebroussement 0. 

Si Ton pose 

0S'=^, OA = R, CA = R', angle B'AA = «, 

on aura MdemmeAi 

pour r^uation de la sphere constante, sur laquelle est situ^e repieyelo'ide tout entiere; de sorte que cetle 
courbe se trouvera coropl^tement d^finie, en poignant k P6quatiou pr^cMente cetle de- sa projection bori" 
zontale DMGF. Or, si nous appelons a Tangle DOA, nous en conclurons que 

Ra 
R.a = AD = Aiw; d'oQ angle Arm = -^ 1 

K 

et alors nous aurons pour les coordonn^s du point M, rapport^ d'abord aux axes OX et OT, 

x= OA-h AH = R-h ^R'- R' cos^^ cosw, 

r=-MH = -R'sin^. 

Mais pour revenir de ces axes, qui seraient mobiles avec le point (ie contact A, aux axes fixes OX' et OY', 
il faut employer les formules connues 

jc'ssxcosoc— jr sina, y =5X8ina-4-^coaa; 

done, en substitiiant id left valeurs pr^c^dentes de 4: et de y, il viendra 

R tt n A 

(a) x'= (R-l-R' cosw) cosa — R' cosrgy cosw cosa-4- R'sin ^— aina,. 

11 ' It 

Ret R a 

(3) y = (R-hR' cosw) sin a — R' cos -^ cosw sin a — R' sin-^cosa. 

11 resterait maintenant a eliminer Tare a entre ces deux Equations pour obtenir celle de la courbe DMGF 
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poBitioQ qu'occnpait le point generateur lorsqu*il se trouvait en contact avec le cone 
fixe. Alors m sera le rabattement de ce point g^nerateur quand le contact est arrive 
en A» et sa position v^itable (M, M') se deduira aisement de la, en relevant le 
cercle S"dans le plan tangent S'AV, autour de la charnifere AV. 

Lorsque le cercle mobile aura roule jusqu'k toucher le cercle fixe en A, on imagi- 
nera que tout le systeme tourne simultan^ment, sans rouler, autour de la verticale 
S'O, pour amener le rayon OA5 sur la ligne de terre OA; alors, en prenant Tare 
A/i s= DA|^ le point generateur se trouvera rabattu en n, et projet6 en N et N' : 
mais ensuite, pour reporter le cercle mobile dans sa vraie position, on decrira avec 
le rayon ON une circonference sur laquelle on prendra Tare NN5 egal K Tare II5, 
compris entre les rayons OA et OA5 ; de sorte que N5 sera le point cherch6. On trou- 
vera ainsi DMNsPGQFpour la projection horizontale de la developpante spherique. 

495. La iangente au point quelconque (M, M') devra fitre menee perpendiculaire 
sur le plan des deux normales dont nous avons parle au n* 488, lesquelles sont les 
droites qui reunissent le point generateur (M» M') avec le centre (0, S') et avec le 
point de contact actuel A. Or ce plan normal coincide evidemment avec le plan 
S' AV oil est situ6 le cercle mobile, et qui est tangent au cdnefixe; done il suffira de 
tirer MT perpendiculaire sur x\V, et M'T' perpendiculaire sur S'A. 

496. On doit apercevoir que la branche DMPGQF> qui sera decrite au bout d'une 

sur le plaa horizontal ; mais cette Mimination ne pouvant s'elfectuer que quand on aura fix^ num^rique- 
ment le rapport des rayons R, R', et quand ce rapport sera un nocnbre commensurable, nous garderons les 
deux Equations (a) et (3) qui suffiront pour calculer les ooordonnees x' ety des divers points, en attri- 
buant k a difT^rentes valours successives.* 

Pour passer de \k k I'^picycloide plane, il suffira de poser cos&> = =t= i, selon que le cercle mobile roulera 
au dehors ou au dedans du cercle fixe; et si, en nous arr^tant k ce dernier cas, nous supposons d'ailleurs 
que R' est le quart de R, comme dans la/^. 5 de la PL 47, les ^uations (2) et (3) deviendront 

(4) «' = {Rcosa-H|R cosa cos4iH- JR sina sin4a, 

(5) /= TRsin*-+-|R sina co94a — |R cofta sin4«; 

puts, si roQ substitue dans ces demi^res valours connues 

cos4a = 1 — 88in*acos*a, sin 4a = 4slna cosa(cos'a — sin* a), 
on trouvera, en supprimant les accents qui deviennent inuliles k pr^sent^ 

X = R cos* a, 7 = R sin'a. 

Maintenaut TdUmination de a est facile; car, en ajoutant ces ^uations apr^s les avoir 6lev^ k la puis- 
sance \y ii restera pour r^picycloide representee dans \9ifg, 5 de PL 47, 

C'esl done un cas particnlier de U ddveloppte de I'ellipee qui a poar Aqnatim 

et ces deux eourbes appariieniieni k la famille des storuidesy qui sont representees generalement par 

36. 
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revolution entiere du cercle mobile, occupera sur la base du cone un arc DA6F, 
egal a I'exces de la circonference S" sur la circonference 0; mais, en outre, il faut 
bien remarquer que cette branche se composera de deux parties reunies par un 
rebroussenient au point G, au milieu de DGF, lequel est la projection de la position 
la plus elevee du point generateur. Pour se rendre compte de cette circonstance, 
il faut imaginer la nappe sup^rieure du cone S' AE prolongee jusqu'a ce qu'elle soit 
terminee par un cercle egal a celui du rayon OA, et observer que le cercle mobile S" 
se trouve dans un plan variable qui touche a la fois les deux nappes du cdne, sui- 
vant une generatrice egale au diametre de ce cercle S" ; d'oii il resulte que, pen- 
dant qu'un certain arc Am de la circonference mobile route sur la base inferieure 
du cone, I'arcdiametralement oppose roule en meme temps sur la base sup^rieure; 
et, consequemment, lorsque le point generateur m est arrive au milieu de sa course, 
il se trouve en contact avec cette base superieure, et il y produit un rebroussement 
tout ^ fait identique avec celui qui avait eu lieu au point de depart D sur la base infe- 
rieure du cone. Quant aux autres lignes que renferme cette epure, nous en parle- 
rons au n^ 669. 



CHAPITRE III. 

SUR LES SPHl^RES ET LES PTRAMIDES. 

497. Trouver V intersection de trois spheres donndes. {Fig. loa.) Adoptons pour 
plan horizontal celui qui contient les centres A, B^ C des spheres proposees, et de- 
crivons les grands cercles qui sont les traces horizontales de ces surfaces. Alors, si 
les circonferences A et B se rencontrent aux points D et E, il est clair que le cercle 
vertical, decrit sur DE comme diametre, sera Tintersection des deux spheres A etB; 
tandis que les spheres A et C se couperont suivant un autre cercle vertical projete 
sur FG. Maintenant, si les deux cordes DE et EG se rencontrent en M, on pourra 
affirmer que les circonferences projetees sur ces cordes se coupent effectivement en 
deux points qui seront projetes horizontalement en M; et ces points de Tespace se 
trouveront evidemment communs aux trois spheres en question. Pour achever de 
fixer la position de ces points, projetons-les sur un plan vertical quelconque XY; 
en rabattant le cercle DE autour de son diametre horizontal, et tirant Tordonnee 
Mm, cette droite mesurera evidemment la hauteur de Tun des points cherches au- 
dessus du plan horizontal : done, en prenant au-dessus et au-dessous de XY les dis- 
tances IM' et IM'', egales a Mm, on obtiendra les projections (M, M') et (M, M"") des 
deux points demandes. 

498. Si Ton avait cherche Tintersection des deux spheres B etC, on auraitobtenu 
un cercle vertical dont la projection HK aurait du n^cessairement passer aussi par 
le point M; d'ou Ton pent conclure ce theoreme de geometric plane : Quand trois 
circonferences trades dans un mime plan se coupent deux d deux^ les points de section 
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correspondants se trouvent situes sur des cordes qmpassent toutes trois par un mime 
point da plan. 

499. Constndre une pyrcanide triangulaire dont les six ar6te$ sont connues de 
grandeur. {Fig. 102.) On tracerad'abord, sur le plan horizontaU une des faces ABC 
de la pyramide, au moyen des trois aretes donnees qui se rapportent a cette face; 
ensuite on determinera le quatri^me sommet (M, M') en cherchant, comme dans le 
probleme precedent, Tintersection de trois spheres qui auraient pour centres les 
points A, B, C, et pour rayons les longueurs des trois autres aretes assignees par 
la question. II y aura evidemment deux pyramides symetriques Tune de Tautre^ 
puisque le dernier sommet pent etre place en (M, M') ou en (M, M"); et d'ailleurs 
on trouvera, par les m^thodes du livre P', tout ce qui pent interesser sur les angles 
plans, les angles diedres, etc., dechacune de ces pyramides. 

500. Circonscrire une sphere a une pyramide triangulaire donnee. {Fig. io3.) 
Soient (A, A'), (B, B'), (C, C), (S, S') les projections des quatre sommets, sur 
deux plans rectangulaires, dont un renferme la face ABC; si ces projections n'etaient 
pas donnees immediatement, elles se determineraient comme au probleme prece- 
dent. Le centre de la sphere cherchee, devant etre k egale distance de ces quatre 
sommets, se trouvera a la fois dans les deux plans verticaux FO et GO, eleves per- 
pendiculairement sur les milieux des aretes AB et AG; done ce centre sera quelque 
part sur la verticale (0, TO'), intersection de ces plans. De meme, il doit etre 
contenu dans le plan eleve perpendiculairement sur le milieu d'une troisieme arete 
appartenant k une autre face, telle que (SA, S' A') ; done, si Ton prend la peine de 
construire les traces de ce plan, ainsi que le point ou il ira couper la verticale 
(0, rO'), on obtiendra le centre demande. Mais comme ces operations seraient 
un peu longues, a moins qu'on n'ait eu le soin de choisir le plan vertical paral- 
lele a I'arete (SA, S'A'), on pourra ordiuairement les remplacer par la construc- 
tion suivante : 

Avec le rayon OB, tra^ons le cercle circonscrit au triangle ABG. Gette circon- 
ference appartiendra a la sphere demandee, et si elle est coupee par le plan verti- 
cal SD parallble k la ligne de terre, en un point (D, D'), on pourra dire que la 
droite (SD, S'D') sera une corde de la sphere, parallele au plan vertical; par con- 
sequent, le centre de cette surface devra etre situe dans le plan KL' eleve perpen- 
diculairement sur le milieu de cette corde. Or ce plan va couper la verticale (0, TO') 
au point (0, 0'); done c'est la le centre de la sphere en question. 

Quant au rayon de cette sphere, qui est projete sur (OB, O'B'), on obtiendra sa 
veritable longueur en le rabattant parallelement au plan vertical suivant (06, O'b'); 
done, si des points et 0', avec un rayon egal a 0'b\ on decrit deux cercles, ce 
seront les contours apparents de la sphere demandee, qui est ainsi completement 
determinee de grandeur et de position. 

501. Inscrire une sphere dans une pyramide triangulaire donnee. {Fig. 104.) 
Prenons encore le plan d'une des faces ABG pour le plan horizontal, etsoit (S, S') 
le sommet situe hors de ce plan. Si, par Tarete AB, nous menions un plan qui divi- 
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e&t ea deux parties ^gales Tangle di^dre forme par les faces SAB et GAB, ce plan 
ftwcctewr renfermerait evidemment tons les points de Tespace qui sont k egale disr- 
tanee deces deux faces; done la sphere demand^e, qui doit toucher chacune de 
celles-ciy aurait son centre situe n^cessairement dans ce plan bissecteur. De meme, 
deux autres plans bissecteurs menes suivant les aretes AG et BC, de maniere a divi* 
ser en deux parties egales les angles di^dres qui ont ces droites pour aretes, con- 
tiendraient aussi le centre cherche; par consequent, ce centre est k Tintersection 
de ces trois plans bissecteurs, c'est-k-dire au sommet de la pyramide interieure 
qu'ils forment avec la base primitive ABG : ainsi la question est ramenee k trouver 
le sommet de cette nouvelle pyramide, ou bien les trois aretes qui y aboutissent. 

Pour ceia, mesurons d*abord Tangle diedre SABG, en le coupant par un plan 
vertical SD, perpendieulaire a AB, et rabattons sur le plan vertical la section ainsi 
&ite, laquelle deviendra Evidemment Tangle S'D"H; construisons de meme les 
angles S'E''H et S'F''H qui mesurent les angles diedres AG et BG, puis divisons ces 
trois angles plans chacun par moities, au moyen des droites D''I, E^^L, PK : alors 
ces trois bissectrices, ramen^es dans les plans verticaux SD, SE, SF, appartien- 
draient aux faces de la pyramide interieure, qui a aussi pour base le triangle ABG. 
Par consequent, si Ton coupe ces bissectrices par un plan horizontal quelconque 
XT', on obtiendra trois points (^^ c", 9", qui, ramen^s en c)*, s, y, appartiendront a 
la section triangulaire abc faite par le plan X'Y' dans la pyramide interieure; done 
ce triangle abc est maintenant facile k tracer, puisque ses trois cdtes doivent Stre 
Evidemment parallfeles a ceux de ABG. Alors, si Ton tire les droites Aa, B6, Gc, ce 
seront les aretes laterales de la pyramide interieure, et elles devront aller se couper 
en un point unique 0, qui sera la projection horizontale du centre de la sphere 
demandee. 

Quant k la projection verticale O' de ce mEme centre, elle s'obtiendra en proje- 
tant le point sur Tarete C& de la pyramide interieure; et le rayon de la sphere 
sera la perpendiculaire O'R' abaissee du centre sur la face inferieure. Done, en 
tracant avec cette droite O'R' deux cercles dont les centres soient en et 0', on 
aura les projections de la sphere cherchee. 

502. Si Ton desire connaitre les points de contact de cette sphere avec les faces 
latErales, on pourra facilement construire les traces du plan indefini qui contient la 
face SAG par exemple; puis, on abaissera du point (0, 0') une perpendiculaire sur 
ce plan, par la methode genErale du n^ 35. Maisil sera bien plus court d'observer 
qu'un plan perpendiculaire k AG, et menE par le point 0, couperait la sphere et la 
face SAG suivant un grand cercle et une droite qui lui serait tangente; d'ailleurs, 
cette droite rabattue sur le plan vertical, autour de (0, O'R'), deviendrait evidem- 
ment parallEle a S'E'". Si done, sans tracer cette parallele, on abaisse du point 0' un 
rayon perpendiculaire sur S'E", ce rayon ira couper le contour vertical de la sphere 
en un point qui sera le rabattement du point de contact cherche; et il sera facile 
ensuite de ramener ce point dans sa veritable position. 

o05. {Fig. 104*) Les considerations employees au n^ 501 peuvent servir k 
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resoudre ce probleme general : Trower une sphere qui soil tangente a quaU^ plans 
donnes. En effet, les quatre faces de la pyramide SABC, etant prolongees ind^fini- 
inent, formeront autour des aretes AB, AG, BG, trois angles diedres exterieurs et 
supplementaires de ceux que nous avons employee ci-dessus, et ces nouveaux angles 
auront pour mesures S'D"B', S'E"C', S'F'C'. Done, si I'on divise ces derniers en 
deux parties egales, par des droites qui couperont le plan X' Y' en des points ana- 
logues a (^^ e", 9", on pourra combiner trois \ trois ces divers points pour former 
plusieurs triangles, tels que abc\ et ceux-ci conduiront k divers centres, tels que 
(0, 0'). Par exemple, adoptons la droite D"rf" qui divise par moities Tangle exte-- 
rieur S'D"B', et qui rencontre le plan X'Y' au point rf", que Ton ramenera en d sur 
le plan horizontal ; puis, conservons les deux anciens points £ et 9 : alors nous 
obtiendrons le triangle ccfb" dont les sommets, etant joints avec A, B, C, fourniront 
le point (0", 0") pour le centre d'une sphfere qui touchera la face SAB en dehors 
de la pyramide priiuitiye, tandis qu'elle sera tangente aux trois autres faces prolon- 
gees a droite de SAB. De cette manifere, on trouvera generalement hmt spheres 
tangentes aux quatre plans indefinis qui contiennent les faces de la pyramide SABC; 
car, en designant par a, a\ a"", les trois angles diedres intirieursy et par u, a)\ tti"^ 
les trois angles diedres extSrieurs, qui ont pour aretes les cotes AB, AC, BC, on 
pourra evidemment adopter, pour centre de la sphere demandee, le point d'inter- 
section des trois plans bissecteurs qui diviseront les angles diedres compris dans 
chacun^ des combinaisons suivantes : 



a, odf a" [ a, a\ u" 
a, a!\ ft)' 



a, to', fSif 
a\ u, tA" 
a'% u. Ok' 



ft), ft)\ ft>^. 



On sentira aisement pourquoi il faut exclure toute combinaison oU entreraient 
deux angles adjacents k la meme arete, comme a et ci>; et, d'ailleurs, lenombFe 
des solutions pourra devenir moindre, suivant les inclinaisons de quatre plans 
donnes. Cette question est analogue au probleme de la geometric plane, danslequel 
on propose de trouver un cercle qui soit tangent a trois droites connues. 

504. Conslndre un point dont on connatt les distances a trois points dormds^ oa 
bien a trois plans connus^ ou enfin a trois droites donnee^. 

i^ Designons les points donnes par A, B, C, et leurs distances respectives aa 
point inconnu a?, par a, ?, y. Alors, en imaginant une sphere qui ait spn centre en 
A et pour rayon la distance a, le point x devra evidemment se trouver quelque part 
sur la surface de cette sphere; il sera pareillement sur d^ux autres spheres qui 
auraient leurs centres en B, C, et pour rayons les longueurs 6, 7 : par consequent, 
la question revient a trouver r intersection de trois spheres donndeSf probleme que 
nous avons resolu au n** 497. 

^^ Si Ton designe k present par P, F, P^ les plans donnes, et par (J, c^, d^ lews 
distances au point inconnu a?, ce dernier devra etreala fois dans trois plansp,/i',/i'', 
respectivement paralleles k P, P', P, et eloignes de ceux-ci de quantity Egales k 
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&, (^, (^^ Done, en eonstruisant les plans/?, p\p\ d'apres les methodes du livre P% 
la question se reduira k trouver Tintersection de trois plans connus, probleme que 
le lecteur saura aisement resoudre. Observons seulement que, comme le planjo, par 
exemple, pourra etre mene k la distance &, soit au-dessus, soil au-dessous de P, il 
y aura ainsi huit solutions pour la position du point demande x. 

3^ Soient enfin A, B, C trois droites donnees, dont le point inconnu a? est eloigne 
des quantites a, §, 7. Si Ton imagine un cylindre de revolution qui ait pour axe la 
ligne A, et pour section droite un cercle du rayon a, cette surface cylindrique con- 
tiendra necessairement le point x. De meme, ce point se trouvera aussi sur deux 
autres cylindres de revolution, qui auront par axes et pour rayons B etS, C et y; 
par consequent, la question est reduite k trouver tous les points communs k ces trois 
cylindres. Or, en supposant que les traces horizontales de ces trois surfaces ont 6te 
construites comme nous allons Texpliquer plus has, il n'y aura plus qu'k chercher, 
par la methode du n^ 288, la courbe d*intersection du cylindre A avec le cylindre B, 
puis celle des cylindres A et C; et ces deux courbes, qui pourront se couper au plus 
dans huit points, attendu que les trois surfaces sont evidemmenl du second degre, 
feront connaitre par leurs rencontres les diverses positions que pent avoir le point 
demande x. Toutefois observons que, pour obtenir les points vraiment communs 
aux deux courbes dans Tespace, il ne faudra prendre, parmi les sections des deux 
projections horizontales, que les points qui correspondront exactementa des sec- 
tions sur le plan vertical ; c'est-a-dire que ces points devront etre deux a deux sur 
des perpendiculaires a la ligne de terre. D'ailleurs on pourra, comme verification, 
construire aussi la courbe d'intersection des cylindres B et C, laquelle devra encore 
passer par les points communs aux deux premieres courbes. 

505. {Fig. io5.) Quant a la maniere de trouver la trace horizontale de chaque 
cylindre, representons, sur deux plans de projection, Taxe de Tun d'entre eux par 
(AF, AT'). En faisant tourner cette droite autour de la verticale A, pour la ra- 
battre parallelement au plan vertical, elle deviendra (A/, kf) ; et alors la section 
circulaire du cylindre se projettera suivant une droite G'H', egale a aa et perpen- 
diculaire sur A'/'. Done le contour apparent du cylindre sera fourni par les droites 
G'K', H'L', paralleles a A'/', etla trace horizontale de cette surface dans la posi- 
tion actuelle sera une ellipse ayant 6videmment pour grand axe la distance L'K'. 
Par consequent, si Ton ramfene les points K' et L' en a et rf, la droite ad et sa per- 
pendiculaire bke = aa seront les axes de Tellipse suivant laquelle le cylindre pri- 
mitifcoupait le plan horizontal; de sorte que cette courbe sera maintenant facile 
a construire. • 

506. t Un ingenieur (* ) , parcourant un pays de montagneSy est muni d'une carte 
iopographique sur laquelle sont marqudes exactement les projections des diffirents points 
du terrainy ainsi que les cotes qui indiquent les hauteurs de ces points aurdessus d'une 
mime surface de rmeau. Il rencontre un point remarquable qui nest pas marque sur la 

(* ) Get article et le suivaat sont extraits de la Geometrie descriptive de Monge. 
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carte, et Uneporte avec bud* autre instrument propre dmesurerles angles ^ quun gra- 
pkometre garni d'un fil a plomh. On demande que^ sans quitter la station^ Vingd-^ 
nieur construise sur la carte le point ou il est^ et qu!il trous^e la cote qui convient a ce 
pointy cest-a^dire sa hauteur aundessus de la surface de nis^eau. 

» Parmi les points du terrain marques d'une maniere precise sur la carte, et qui 
seront les plus voisins, I'ingenieur en distinguera trois, dont deux au moins ne 
soient pas a la meme hauteur que lui; puis il observera les angles formes par la ver- 
ticale et les rayons visuels diriges a ces trois points^ et, d'apr^s cette seule observa- 
tion, il pourra resoudre la question. 

» En efTet, nommons A, B, G les trois points observes dont il a les projections 
horizontales sur la carte, et dont il pourra construire les projections verticales au 
moyen de leurs cotes. Puisqu'il connait Tangle forme par la verticale et par le rayon 
visuel dirig^ au point A, 11 connait aussi Tangle forme par le meme rayon avec la 
verticale el evee au point A; car, ennegligeant la courbure dela terre, ce qui est 
convenable ici, ces deux angles sont alternes-internes, et, par consequent, egaux. ' 
Si done il conQoit une surface conique k base circulaire, dont le sommet soit au 
point A, dont Taxe soit vertical, et dont Tangle forme par Taxe et par la droite 
generatrice soit egal a Tangle observe, ce qui determine completement cette surface, 
elle passera par le rayon visuel dirige au point A, et consequemment par le point 
de la station : ainsi, il aura une premiere surface courbe determinee, sur laquelle 
se trouvera le point demande. En raisonnant pour les deux autres points B, C, 
comme pour le premier, le point demande se trouvera encore sur deux autres sur- 
faces coniques k bases circulaires, dont les axes seront verticaux, dont les sommets 
seront aux points B, C, et pour chacune desquelles Tangle forme par Taxe avec la 
generatrice sera egal a Tangle forme par la verticale avec le rayon visuel corr&- 
pondant. Le point demande sera done en meme temps sur trois surfaces coniques, 
determinees de forme et de position, et, par consequent, dans leur intersection 
commune. II ne s'agit done plus que de construire, d'apres les donnees de la ques- 
tion, les projections horizontales et verticales des intersections de ces trois surfaces 
considerees deux a deux (*) ; les intersections de ces projections donneront les pro- 
jections horizontale et verticale du point demande, et, par consequent, la position 
de ce point sur la carte, et sa hauteur au-dessus ou au-dessous des points observes, 
ce qui d^terminera sa cote. 

» Cette solution doit en g^n^ral produire huit points qui satisfont a la question; 
mais il sera facile a Tobservateur de distinguer, parmi ces huit points, celui qui 
coincide avec le point de la station. D'abord, il pourra toujours s'assurer si le point 
de la station est au-dessus ou au*dessous du plan qui passe par les trois points 
observes. Supposons que ce point soit au-dessus du plan des sommets des cones; il 



( * ) ^intersection de denx de ces c6nes se construira (>ar la m^thode du n"" 297, ou, mieux encore, en les 
coupant par divers plans horizon taux; car les sections seront des cercies, dont les centres se projetteront 
au mdme point que le sommet, et dont les rayons se trouverout marqu^ sur le plan vertical. 

Geomeirie Leroy. ^7 
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seraautoris6 k negliger les branches des intersections des surfaces coniques qui 
existent au-dessous de ce plan, et par la le nombre des points possibles sera reduil 
a quatre : ce serait la meme chose si le point de la station etait au contraire place 
au-dessous du plan. Ensuite^ parmi ces quatre points, s'ils existent tous, il recon- 
naitra facilement celui dont la position par rapport aux trois sommets, est la meme 
que celle du point de la station par rapport aux points observes. > 

507 . c Les circonstances Slant les mSmes que dans la question prdcddenie^ cfiec 
cette seule diffdrence que V instrument rCest pas gomi defil a ptomb^ de maniere que 
les angles as^ec la verticale nepuissent pas itre mesures^ on demande enpore que I'inr- 
gdnieur, sans quitter la station, determine sur la carte la position du point ou U est et 
quil trouve la cote de ce pointy c'est-a-dire son elevation au-dessus de la surface de 
niveau a laquelle tous les points de la carte sont rapportes. 

» Aprfes avoir choisi trois points du terrain qui soient marques d'une maniere 
precise sur la carte, et tels, que le point de station ne soit pas avec eux dans le 
meme plan, I'ingenieur mesurera les trois angles que forment eatre eux les rayons 
visuels diriges a ces trois points; et, au moyen de cette seule observation, ilsera en 
etat de resoudre la question. 

t En efTet, si nous nommons A, B, C les trois points observes, et si on les ap- 
pose joints par les trois droites AB, BC, CA, Tingenieur aura les projections Uori- 
zontales de ces droites tracees sur la carte; de plus, au moyen de cotes des trois 
points, il aura les diflerences de hauteur des extremites de ces droites ; il pourra 
done avoir la grandeur de chacune d'elles. 

» {Fig. 106.) Cela pose, si, dans un plan quelconque mene par AB, on con^oit iin 
triangle rectangle BAD construit sur AB comme base, et dont Tangle en B soit le 
complement de Tangle sous lequel le cote AB a ete observe, Tangle en P sera egal a 
Tangle observe, el la circonference de cercle decrite par les trois points A, B, D, 
jouira de la propriete, que, si d'un point quelconque de Tare ADB oig mene deux 
droites aux points A et B, Tangle qu'elles comprendront entre elles sera egal a 
Tangle observe. Si done on conQoit que le plan du cercle tourne autour de AB comme 
charnifere. Tare ADB engendrera une surface de revolution dont tous les points joui- 
ront de la meme propriete; c*est-k-dire que si, d'un point quelconque de cette sur- 
face, on m^ne deux droites aux points A et B, ces droites formeront entre elles un 
angle egal k Tangle observe. Or il est evident que les points de cette surface de re- 
volution sont les seuls qui jouissent de cette propriete; done la surface passera par 
le point de la station. Si Ton raisonne de la meme manibre pour les deux autres 
droites BC, CA, on aura deux autres surfaces de revolution, sur chacune desquelies 
se trouvera le point de la station : ce point ser^ done en meme temps sur trois sur- 
faces de revolution difPerentes, determinees de forme et de position; il sera done un 
point de leur intersection commune. Ainsi, en construisant les projections horizon- 
tales et verticales des intersections de ces trois surfaces, consid^r^es deux k deux, les 
points oil les pjrojectioos se couperant elles-memes toutes trois, seroDt les projec-* 
tions du point qui satisfait a la question. > 
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808. A la v^rite, si, pour efTectuer ces constructions par la methode du n® 355, 
On adopte le plan du triangle ABC pour le plan horizontal de T^pure, et que Ton 
dirige le plan vertical perpendiculairement k un des c6tes, AB par exemple, on 
n'obtiendra ainsi que la projection du point demande sur le plan ABC, et sa hauteur 
«u-desvsus ou au-dessous de ce plan; mais, comme ce dernier a lui-meme une posi- 
tion connue par rapport it la surface de niveau h. laquelle tons les points de la carte 
sent rapportes, il sera bien facile de retrouver ensuite la projection de la station sur 
ie plan meme de la carte, et sa hauteur au-dessus de ce plan. 

509. Observons aussi que si Ton voulait resoudre ce problfeme analytiquement, 
en combinant les ^qtiatiotis des trois surfaces de revolution d6crites par les arcs 
ADB, BEC^ CFA, on obtiendrait beaucoup de solutions qui set^ient 6trangeres a 
la question » car Tanalyse nes6parerait pas la nappe decrite paf Tare ADB, de celle 
qui d^crirait Fare ArfB; mais une seule Equation embrasserait ces deux nappes k 
la fois, Cependant, puisqu'ici les angles compris entre les rayons visuels sont don- 
nas par Tobservatiou, on sent bien qu'il n' est pas permis d^adopter indifferemment 
Tangle ADB, ou son supplement AdB, Par consequent, on devra, dans les opera- 
tions graphiques, negliger entiferem^nt les branches de courbes et les points qui 
seraient fournis par les nappes suppUmentcures, eilgendrees par la revolution des trois 
arc8ArfB,BeCet A/C. 
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CHAPITRE PREMIER. 

NOTIONS G^M^RALES SUR LES SURFACES GAUCHE8« 

310* Toutes les surfaces qui peuvent fttre engendrees par le mouvement dV:ne 
ligtie droite sont designees g^neralement sous le nom de surfaces r^gl^es, parce 
qu'on pent evidemtnent les executer sur un corps solide, au moyen d'une rSgle^ 
avantdge qiii en retid Tusage trfes-fr^quent dans les arts; mais on doit les partager 
en deux classes bien distinctes, selon que la loi qui dirige le mouvement de la gene- 
ratrice rectiligne satisfait, ou non, k la condition, que deux positions consecutives 
dela droite mobile soient situ^es dans un m^me plan. Lorsque cette condition est 
remplie, la surfbce regime est d^veloppable, et un meme plan la touche tout le 
long de la generatrice, comme nous Tavons prouve aux n~ 175 ^t 17*7. Or, tout ce 
qui t*egarde la determination du plan tangent, la construction des generatrices et le 
dereloppement d'une telle surface, ayant ete suffisamment explique dans les livres 
t^t^cedents, et notamment par I'exemple general du n"^ 465, nous he reviendrons 
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plus sur ces questions; et ici nous nous occuperons seulement des surfaces 
GAUGHESy c'est-a-dire des surfaces engendries par une droite qui se meat de teUi \ 
sorte, que deux positions consecutwes, quelque rapproch^es qu'on les suppose, M 
sontpas dans un mime plan. 

511. {Fig. 107.) Avant d'indiquer diverses manieres de r^aliser la condition 
precedente, nous ferons observer qu'il en resultera toujours que ViUment superficid 
indefini en longueur, et compris entre les deux generatrices infiniment voisines 
G et G', sera lui-meme gauche; car, pour toutes les courbes A, B, C,..., que Ton 
tracera sur la surface, les elements lineaires LL', MM', NN',,.., qui sont des droites 
ayant chacune deux points communs avec G et G', ne pourront etre situes dans un 
meme plan dfes que ces deux generatrices n'y sont pas. En outre, comme les tan- 
gentes LL'T, MM'U, NN'V,..., qui sont les prolongements de ces elements lineaires, 
se trouveront ainsi dans des plans differents, il arrivera necessairement (\{xe les plans 
tangents GLT, GMU, GNV,..., relatifs aux divers points L, M, N,..., d'une mime 
genSratrice^ seront distincts les uns des autres^ quoiqu'ils renferment tous la genera- 
trice GLMN. 

512. De la il resulte encore que, dans une surface gauche, chaque plan tel que 
GLT, quoique veritablement tangent en L, c'est-a-dire renfermant les tangentes a 
toutes les courbes tracees sur la surface par ce point, devient secant dans tous les 
autres points qui lui sont communs avec elle; et son intersection se composera 
d'abord de la generatrice GLM elle-meme, puis d'une seconde branche passant 
par le point L, et qui pent etre rectiUgne ou curviligne, suivant la forme de la 
surface gauche en question. 

513. Voyons, maintenant, de quelle manifere nous pourrons realiser la condi- 
tion (n^ 510) qui caracterise les surfaces gauches. Si nous assujettissons la droite 
mobile k glisser seulement sur une ou meme sur deux courbes directrices A et B, 
invariables de forme et de position, le mouvement de cette droite ne sera pas com- 
pletement determine ; puisque, pour chaque point L choisi a volonte sur A, la ge- 
neratrice rectiligne pourra prendre une infinite de positions, situees toutes sur le 
cdne qui aurait pour base B, et pour sommet le point L. Deux courbes ne suf&sent 
done pas pour diriger le mouvement d'une droite, a moins qu*on n'impose, dpriori^ 
la condition que la surface engendree soit developpable^ comme on I'a vu n^ 180; 
mais cette condition est precisement celle que nous voulons ecarter ici. 

{Fig. 1 07 .) Assujettissons done la droitemobile a glisser constamment sur trois courbes 
directrices A, B, G, et nous aliens voir que ces conditions suffisent pour regler com- 
pletement le mouvement de cette generatrice. En effet, si Ton imagine deux cdnes 
qui auraient pour sommet commun le point L pris a volonte sur A, et pour bases. 
Tun la directrice B, I'autre la directrice G, on pourra aisement construire les traces 
de ces surfaces coniques sur un des plans de projection; et en joignant les points 
de section de ces deux traces avec le sommet commun L, on obtiendra une ou plu- 
sieurs droites, mais en nombrefird^ qui, comme GLMN, s'appuieront evidemment 
sur les trois courbes A, B^ G, puisqu'elles sefront \m intersections des deux cones 
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passant par B et par C. Ces droites seront done les positions determinees que doit 
prendre la generatrice mobile, lorsqu'en glissant sur A, elle arrive au point L; et 
pour d'autres points V, £"»...» on construira semblablement les positions de cette 
generatrice. 

Au lieu d'employer deux surfaces coniques, dont il faut chercher les traces, il 
sera quelquefois plus commode de construire Tintersection du premier cone LBM, 
avec le cylindre vertical qui projettera la directrice C sur le plan horizontal. Par 
la, on obtiendra une courbe auxiliaire dont la rencontre avec la projection verticale 
de G fera connaitre le point qu'il faut joindre avec L pour avoir une position de la 
generatrice. 

514. D'ailleurs, la surface ainsi engendree 5em gauche en gen6ral; car, lorsque 
la droite mobile passera d'une position GLMN a une autre G'L'M'N^ infiniment 
voisine, elle pourra etre censee glisser sur les trois tangentes LT, MU, NY, qui ont, 
avec les directrices, les elements communs LL', MM% NN' : done, si ces tangentes 
ne sont pas situees toutes trois dans un seul et meme plan, les deux generatrices G 
et G' n'y seront pas non plus. Or, pour que ces tangentes se trouvassent dans un 
meme plan, et surtout pour que la meme circonstance se reproduisit a chaque 
systeme de points (L, M, N), (L', M', N'), (L", M", N''),..., situes trois k trois en 
ligne droite, il est elair qu'il faudrait faire un choix tout particulier dans la forme et 
la position des directrices A, B, G; par consequent, en general, la surface ddcrite 
par une droite mobile qui s'appuie constamment sur trois courbes fixes est gauche. 

Mais une telle surface pent offrir une Ugne singuUerey le long de laquelie il exis- 
tera un element plan, indefini en longueur; c*est ce qui arriverait dans le eas oh, 
pour un certain point L, les deux cones dont nous 'avons parle au numero prece- 
dent auraient leurs traces tangentes Tune a I'autre. Alors, la generatrice menee de 
L a ce point de contact pourrait, sans quitter le point L, glisser sur la tangente com- 
mune aux deux traces, et elle decrirait ainsi un element particulier qui seraitplan. 
Gela revient a supposer que les deux tangentes MU et NY sont dans un meme plan; 
et, a plus forte raison, en serait-il de meme, si les' trois tangentes en L, M, N, se 
trouvaient dans un plan unique. 

515. Gtlindroide. {Fig. io8.) Ondesigne ainsi une surface oil la droite mobile 
G doit glisser constamment sur deux courbes fixes A et B, en demeurant toujourspar- 
rallele a un plan donnS P, que Ton nomme le plan directeur. Pour construire ici les 
positions de la generatrice, il suffira de couper les courbes A et B (n** 235) par 
divers plans paralleles a P; et en joignant par une droite les deux points de section 
de chaque plan, on aura des lignes GLM, G'L'M',..., qui satisferont evidemment 
aux conditions imposees a la generatrice. La surface, lieu de toutes ces droites, 
sera encore gauche en general, parce que les tangentes LL'T, MM'U, sur lesquelles 
s'appuie la droite G lorsqu'elle passe k la position infiniment voisine G', ne se trou- 
veront pas ordinairement dans un meme plan. 

Au reste, ce genre de surfaces gauches rentre dans ie precedent, lorsqu*on ima- 
gine que la troisieme directrice G est situee a I'infini dans kplan P. 
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516. Dans toutes les surfaces reglees, on pent remplacer les courbes directricw 
par des surfhces directrices auxquelles la droite mobile devra 6tre tangente. Par 
exemple, si Ton assij^ne une courbe A et une surface S pour dinger la gen^ratrice, 
avec un plan P auquel cette droite mobile devra rester parallete, on menera par 
chaque point L pris sur A, un plan parallMe a P, lequel coupera la surface S sui- 
vant une courbe ^ laquelle on conduira des tangentes partant de L; ce seront bien 
Ik des positions de la g^n^ratrice demandee, et la surface regime ainsi produite sera 
en general gaucbe. D'ailleurs, elle touchera S tout le long de la courbe formee par 
les points de contact ot» 6» 7>...» des tangentes dont nous venous de.parler; car, pour 
la surface gauche comme pour la surface S, le plan tangent renfermera la g6neratrice 
rectiligtie et la tangente de la courbe aSy qui est commune aux deux surfaces. 

Si Ton donnait deux surfaces S et S' avec un plan directeur P, on coupei^it ces 
surfaces par divers plans parallMes k P, et Ton menerait une tangente commune 
aux deux sections produites par chacun de ces plans secants. Ce serait encore une 
des surfaces nomm^es cylindroides. 

517. Lorsque la surface regime n*admet point depltm directeur^ 6n pent encore 
remplacer une ou plusieurs des trois courbes directrices A, 6, G, par des surfaces 
auxquelles la g^neratrice devra etre tangente. Supposons, en effet, que Ton assigne, 
pour diriger le mouvement de cette droite, les courbes A et B avec une surface S; 
pour chaque point L pris sur A, il faudra construire deux cones ayant leurs Bom<- 
mets communs en L» et dont Tun aurait pour base la courbe B, tandis que Tautre 
serait circonscrit a la surfaces (n^ 348) : les intersections de ces deux cdnes, qui 
seront necessairement des droites» fourniront les positions de la gdn^ratrice lors- 
qu'elle passe par le point L. Qkiand la surface S se troUvera d^veloppable, il sera 
plus court de lui mener un plan tangent qui coupe les deux courbes A et B en 
des points que Ton reunira par une droite; ce sera bien Ik une position de la g^n^ 
ratrice. 

Si Ton donne une seule courbe A avec deux surfaces directrices S et S\ il faudra 
combiner ensemble deux cdnes circonscrits Tun k S, Tautre k S% et dont le sommet 
commun serait en un point L de la ligne A. 

518. Lofsqu'on assignera trois surfaces S, 9^^ 9'', auxquelles la droite mobile 
devra rester constamment tangente, la construction des diverses positions de cette 
generatrice sera beaucoup plus laborieuse; mais on y parviendra en ramenant la 
question k Tun des cas precedents. En effet, si nous connaissions une droite 6 qui 
touchat la surface S en un certain point «, S' en a', et S'' en oi!'; puis, que nous 
fissions glisser cette ligne Gaa'a" sur les deux surfaces S et SS en Tassujettissant 
d'ailleurs k demeurer parallele a un plan directeur P, nous obtiendrions, par la 
metbodedu n^ 516, une surface auxiliaire 2, qui couperait S" suivant une certaine 
courbe a"§'' /' passant par le point a'\ et a laquelle la droite G serait necessairement 
tangente en ce point : car G se trouve evidemment dans le plan tangent de S"', et 
dans celui qui toucbe la surface gauche 1 au point a". Par consequent, si Ton com- 
mence par construire la surface auxiliaire 2 qui a pour directrices S, S'', etle plan P; 
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puis, si Ton d^termiae son intersection «''§*'/ avecla surface S", il n'y aura plus 
qu'k mener k la courbe a"S"/ une tangente qui soit parallele au plan P, et cette 
tangente sera la position d'une g^neratrice G de la surface demandee qui a pour 
directrice S, S', S''. Pour obteuir d'autres positions de cette generatrice, on fera 
varier la direction du plan P. 

519. On peut encore diriger le mouvement de la droite qui engendre une sur- 
face reglee, en assignant dewo courbes directrices A et B» avec la condition que la 
getiercurice coupe I'ime d'eilessous un angle constant etdonne; ou bien^ que la po- 
sition de cette giniratrice comprise entre A a/ B conserve une longueur fixe. On peut 
aussi faire glisser la droite mobile le long d'une seule courbe A tracSe sur une surface 
Hxe S9 a laquelle la gdniratrice des^rait rester normcUe^ etc., etc. Mais toutes ces 
yari^t^s de surfaces reglees/ pour lesquelies il sera facile d'imaginer un mode de 
construction approprie aux conditions que cbaque probleme imposera, n'offrent pas 
assea dHnteret pour que nous les discutions en detail ; et, d'ailleurs, elles ne forment 
pas, au fond, des genres vraiment distincts, puisqu'on peut touj ours les concevoir 
ramen^ k celles du n^ 513, en adoptant pour directrices de la droite mobile trois 
sections faites k volonte dans la surface. 

5120. Pour completer ces notions gen^rales, nous ajouterons que, parmi les 
CTLiNDAOiBES, OU donuc le nom particuiier de conoides aux surfaces gauches qui 
admettent un plan directeur P avec deux directrices dont une est rectiligne : I'autre 
directrice peut Stre une courbe ou une surface. Le conoide serait dit droitf si la 
directrice rectiligne etait perpendiculaire au plan P [vojez n^ 596). 

Lorsque les deux directrices sont Tune et I'autre des droites, le conoide prend le 
nom de pand^oloide kyperboUque, ou de conoide du second degrd^ parce que c'est le 
seul dont Tequation ne s'eleve pasau-dessus de cet ordre. 

Enfin, lorsqu'une surface reglee, qui n'admet pasde plan directeur, a pour direc- 
trices trois droites quelconques, elle regoit le nom d' hyperboloide a une nappe : cet 
hyperboloide et le paraboloide dont nous venons de parler se d^signent encore 
flamultanemant sous le nom de surfaces gauches du second degrd^ parce que Tanalyse 
moQtre que ce sont les seules surfaces de cette nature dont I'equation ne s'elfeve pas 
au delk du second ordre. Nous aliens commencer par considerer ces deux genres 
particuliers, qui offrent des proprietes fort remarquables, et necessaires a connaitre 
pour ^tudier les autres surfaces gaucbes. 
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CHAPITRE II. 

DE L'HTPERBOLOIDE A UNE NAPPE. 

521. [Fig. 109.) Nous appellerons ainsi la surface particuliere engendrde par 
une droite mobile A, qui s'appuie constamment sur trois droites fixes B, B', B", non 
paraUeles a unplan unique^ et dont deux quelconques ne se trouventpas dans un mime 
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plan; parce qu'il sera demontre plus loin (n** 555) que cette surface est identique 
avec celle que nous avons dejk designee sous ce nom au n° 83. La construction des 
generatrices s'effectuera par le procede general du n"* 513, qui deviendra ici tres- 
simple, puisque les surfaces coniques auxiliaires se reduiront a des plans. Ainsi, 
aprfes avoir pris un point arbitraire L sur la directrice B, on conduira par ce point 
deux plans dont Tun passe par B', etTautre par B"; puis, en cherchant Tintersection 
de ces deux plans, on obtiendra une droite ALMN, qui s'appuiera evidemment sur 
les trois directrices assignees. On arriverait aumeme resultat, en construisant I'in- 
tersection de la directrice B" avec le seul plan mene par L et la droite W\ et en 
joignant ce point de section au point L. Ce procede, applique successivement k 
d'autres points L', L",..., de la droite B, fournira les diverses generatrices A, A', 
A", A**,..., de rhyperbolo'ide en question; et comme chacune ne pent evidemment 
occuper qu'une position unique, lorsqu'elle passe par un point donne L ou h\ il 
8*ensuit que le mouvement de la droite mobile est completement determine par la 
condition de s'appuyer sur les trois directrices assignees. 

522. Cette surface est necessairement gauche; car deux generatrices quel- 
conques A et A' ne pourraient se trouver dans un meme plan, qu'autant que les 
droites B, B', B", dont chacune a deux points communs avec A et A', seraient elles- 
memes situees dans ce plan unique; ce qui est contraire aux conditions formelle- 
ment imposees dans la definition du n^ 521 . D'ailleurs, ce raisonnement n*exigeant 
pas que les deux droites A et A' soient ici infiniment voisines, comme on le sup- 
pose pour une surface gauche generate (n*'510), il en resulte que, dans Fhyper- 
boloide, deux generatrices quelconques ne sont jamais dans un mime plan. 

523. {Fig. I lo.) Si, parmi les trois directrices B, B', B", que Ton suppose n'etre 
point paralleles k un plan unique, il y en avait deux qui fussent dans un m£meplan 
B'CB'', la droite mobile A ne pourrait satisfaire aux conditions imposees que des 
deux manieres suivantes : i^ en passant constamment par le point de section C et 
en glissant sur B, ce qui lui ferait decrire le plan CDB ; 2^ en tournant dans le plan 
B'CB'', autour du point D ou il est rencontre par la droite B. Done, alors, la sur- 
face decrite serait le systeme de deux plans qui se couperaient. Mais cette variete 
de rhyperboloide, qui est analogue au cas d*une hyperbole reduite k ses asymp- 
totes, ne presentant aucune recherche nouvelle, nous continuerons a exclure 
dorenavant Thypothfese toute parficuliere que deux des directrices soient dans an 
meme plan. 

524. {Fig. 109.) L'hyperboloide a une nappe jouit d'une propri^te bien remar- 
quable, et fort importante pour la determination des plans tangents aux surfaces 
gauches generates : c*est qu'il admet un second mode de generation par la ligne 
droite, dans lequel les premieres generatrices deviennent directrices, et recipro- 
quement. C'est-a-dire que, si I* on fait gUsser une droite mobile sur trois quelconques 
des droites A, A', A'', A*,... que nous venons de construire, cette nouvelle genSror- 
trice, qui co'incidera Evidemment dans trois de ses positions avec B, B', B'', ddcrira 
une surface idejstique avec le premier hyperholo'ide^ tantpour la forme que pour la 
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position. Mais avant de demontrer cette belle propriete, nous rappellerons deux 
theoremes connus de la thecrie des transversales* 

525. Lemme l^. {Pig* m •) Lorsque, dans un triangle ABC, on mfene une trans- 
versale quelconque PQR, qui, en eoupant leurs trois cotes ou leurs prolongements, 
forme six segments, leproduit de trois segments non contigus est dgal au produit des 
trois cuUres segments; c'est-k-dire que Ton a 

[x) AP.CR.BQ=AQ.BR.CP. 

En efTet, menons la droite BH parallele ^ PQR, et nou& aurons evidemment les 
proportions 

AP OB 

AQ;QB;:AP:PH = ^^V^, 



CR;BR::a>;PH = 



AQ 

CP.BR 
CR 



puis, en 6galant les deux valeurs de PH, on obtiendra la formule [x). 

526. Lemme II. {Pig^ n^ et ii3.) Si dans un quadrilatfere gauche KRQH on 
trace deux droites MN et PQ, qui, en s'appuyant chacune sur deux c6t6s opposes, 
ou sur leurs prolongements, se coupent elles-memes en un certain point 0, le pro^ 
duit de quatre segments non contigus sera toujours dgal au produit des quatre autres 
segments; c'est-k-dire que Ton aura 

(^) AP.BN.CQ.DM = AM.DQ.CN.BP. 

D'abord, observons que si les deux transversales MN et PQ se coupent effecti- 
vement, elles doivent etre dans un meme plan, lequel contiendra les droites PN 
et MP, qui, par consequent, iront se couper en un certain point R; mais comme 
ces droites PN et MQ se trouvent. Tune dans le plan du triangle ABC, Tautre dans 
le plan du triangle ADC, et que ces plans se coupent suivant la diagonale AC, il 
faudra que le point de rencontre R des lignes PN et MQ soit place precisement sur 
cette diagonale. D'ou il suit que, pour obtenir dans un quadrilatfere gauche deux 
transversales opposees qui se coupent reellement, on pent prendre a volonte Tune 
d'entre elles MN, et choisir arbitrairement le point P de la seconde; mais ensuite on 
devra tracer la droite PNR, qui ira couper la diagonale AC en un point R, puis tirer 
RM, qui determinera la position du point Q, qu'i'l faudra joindre avec P. 

Cela pose, les triangles ABC et ADC, coupes par les transversales PNR et MQR, 
donnent, d'apres le lemme precedent, 

AP.BN.CR = AR.CN.BP, 
CQ.DM.AR = CR.DQ.AM; 

d'ou, en multipliant ces egalites membre k membre, et supprimant les facteurs 
communs, on deduit la relation annoncee, 

(j,) AP.BN.CQ.DM = AM.DQ.CN.BP, 

Geomeirie Lcroy. 



ai8 L1VBE VIT. — DES SUBFACES OAUCHES. 

laquelle peut s'^crire ainsi : 

^^^ pb'qd'^mdnb' 

527. Reciproquement, si deux droites PQ et MN coupent les cotes opposes iVxxn 
quadrilatere gauche ABCD, de telle sorte que la formule {y) soil verifiee, ces deux 
transversales sont dans un meme plan. En effet, si cela n'etait pas, on pourrait 
mener par le point P une droite PQ\ qui couperait MN, et alors on aurait 

AP.BN.CQ'-DM = AM-DQ'.CN .BP, 

Equation incompatible avec la formule ( j), que Ton suppose verifiee, puisque si CQf 
est plus grand que CQ, necessairement DQ' sera moindre que DQ. 

5!28. {Fig. 109.) Maintenant, reyenons au double mode de generation que nous 
avons annonce au n° 52i pour Thyperboloide a une nappe, et prouvons que toute 
droite B'DD'D**, qt4 s'appuiera sur trois generatrices quelconques A, A', A** du pre- 
mier mode^ coupera necessairement toutes les droites de ce systeme; par exemple, 
qu'elle rencontrera la generatrice A" en un certain point D". II s*ensuivra ^vi- 
demmeht que tons les points de cette ligne B*' se trouveront sur le premier hyper- 
bolo'ide deja construit avec les trois directrices fixes B, B\ B", et qu*ainsi une de 
ces demieres peut d^crire encore cette meme surface, en glissant sur trois droites 
du systeme A. 

Or, puisque, d'apres le premier mode de g^n6ration, les trois droites A, A\ A** 
coupent B, B', B", le quadrilatere LNN*'L*' donnera, en vertu de la formule (z), 

^'^ L'L^* N'N "^MN'M^L ' 

mais, puisque la droite A"" rencontre les trois droites B, B', B', et que B* coupe 
aussi les droites A, A\ A", le m6me quadrilatfere fournira encore, d'aprte la for^ 
mule (^), les deux relations suivantes : 

.«. LD N D*^ _ hV N-'N' 

alors, les seconds membres des equations (a) et (3) etant ^aux en vertu de Tequa- 
tion (i), nous en conclurons cette nouvelle egaliti 

laquelle prouve (n® 527) que les deux droites A'' et B' se coupent effectivement en 
un point D"". 

529. Remarquons ici que le second membre commun des Equations ( 1 ) et (^ ) est 
une quantite constantelqui demeure invariable, des que ta position des cinq droites 
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B9 B\ B"", A, A'* est fixee; d'oti il suit que, pour una nouvelle droite queloooqud A\ 
qui 8'appuiera sur les trois premieres, on aura toujours 

Or, 81 les trois droites B, B', B* se trouvaient paraUiks a un mSme plan, on sait 
qu'elles diviseraient A et A* en parties proportionnelles, de sorte qu'on aurait jfc = i ; 
par consequent, Tequation (5), qui devient alors 

prouve qiie» dans ce cas, les droites A, A\ A'' seraient necessairement aussi/Mira/- 
Ules a unplan unique, mais different du premier. Nous retrouverons plus loin oette 
consequence, dans le parabolo'ide hyperbolique (n"^ 553). 

530. Duplan tangent. [Fig. log.) Puisque, par chaque point de rhyperboloide, 
il passe deux droites (n^ 528), Tune du systeme A, Tautre du systeme B, et que ces 
lignes sent elles-roemes leurs propres tangentes^ elles devront se trouver toutes deux 
dans le plan tangent relatif au point oil elles se coupent; et, par consequent, elles 
sufGront pour determiner ce plan et pour trouver ses traces. Aiosi, lorsqu'on defi-^ 
nira un hyperboloide par les trois directrices B, B', B'', et qu'on assignera le point 
de contact D sur une generatrice donnee A, il faudra construire (n^ 521) au moins 
deux autres positions A, A" de cette generatrice ; puis en adoptant ces lignes A, A', A" 
pour directrices, on construira une droite DD'D" qui s'appuie sur ces dernieres, et 
qui parte du point D. Alors cette droite DD'D'' sera situee sur Thyperboloide, et en 
conduisant un plan par les deux lignes AD'' et DD'D^, ce sera le plan tangent relatif 
au point D. Cette solution est trop simple pour que nous croyions necessaire de 
la construire dans une epure sp^ciale. 

531 . Lorsque les donnees d'un hyperboloide seront assignees sur deux plans de 
projection, et qu'on citera ^^}x\%metk\,ia projection horixontaleX}, par exemple, d'un 
point de cette surface pour lequel on demandera le plan tangent, il ne sera plus pos- 
aible de mener immediatement la generatrice AD, ayant d'avoir trouve la projection 
verticale du point D. Pour cela il faudra,.en general, conduire par ce point un plan 
vertical quelconque ; chercher la section qu'il produira dans la surface, en construi- 
sant les points de rencontre de ce plan secant avec diverses generatrices qui s'ap*- 
puieraient sur les droites donnees B, B^ B", et enfin projeter, sur cette section, le 
point D assigne sur le plan horizontal. Alors, connaissant les deux projections du 
point de contact, on pourra aussi construire les projections de la generatrice A 
qui passe par ce point, et Ton rentrera dans le cas du numero precedent. 

532. Du CENTRE de V hyperboloide. {Fig. 1 14.) Cette surface est douee d'un 
centre, c'est-k-dire qu'il existe un point tel, que toutes les cordes de la surface qui 
pussenl par ce poifU s^y trow^nt divisdes chacune en deux parties ^gales. Pour demon - 
trer cette proposition, repr^sentons par B, B', B", trois directrices primitives qui 
satisfassent aux conditions enonc^es dans la definition du n^ 521 : nous pourrons 

a8. 
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alorSy par les droites B' et B'\ conduire deux plans distincts B'DC et B^CD, paral- 
leles I'un et Tautre a la directrice B, et ces deux plans se couperont suivant una 
droite AGD evidemment parallele a B ; de sorte que cette ligne ACD sera une gene- 
ratriee de Thyperboloide propose, puisqu'elle s'appuiera sur B' et sur B'', et qu'elle 
ira rencoQtrer B a une distance infinie. De meme, en conduisant par B'' et par B deux 
plans B''GH et BHG paralleles aB\ ils se couperont suiyant une droite A'GH, qui 
sera encore une generatrice de Thyperboloide; et Ton en trouvera une troisieme 
A"KE au moyen de deux plans BHF et B'DI, paralleles ^ B", et menes par B et B'. 
De Ik nous conclurons d'abord que cfiaque generatrice d'un systeme a sa pamUele 
elans le systeme opposd; car ce que nous avons dit ici de B s'appliquera egalement a 
toute autre generatrice B", B"",..., laquelle pent etre prise pour directrice au lieu 
deB (n^528). Ensuite les six plans que nous avons construits ci-dessus forment 
evidemment un parallelipipede qui a, pour arStes opposees, les six droites B, B\ B"", et 
A, A', A""; et je dis que le centre de ce parallelipipede est aussi le centre de 
rhyperboloide. 

Pour le demontrer, je m^ne par un point M, pris arbitrairement sur la direc- 
trice B, une droite M'MM" qui coupe les deux autres directrices en M' et M", et qui 
sera ainsi une generatrice du systeme A; puis, je la compare avec une generatrice 
du systeme B, qui, s'appuyant sur A, A', A", serait parallele a MM'M". Pour obtenir 
cette nouvelle generatrice, je prends les distances 

DN = HM, ON' = EM', EN" = CM", 

et'lestrois points N, N', N", ainsi determines, se trouveront en ligne droite. En 
effet, en tirant les lignes OM et ON, les triangles OMH et OND, qui sont visiblement 
egaux, prouveront que les cotes OM et ON sont egaux et en ligne droite; la meme 
consequence aura lieu pour les lignes OM' et ON', OM" et ON", en vertu de triangles 
egaux que Ton aperQoit aisement. Ensuite, les triangles MOM' etNON', egaux par 
ce qui precfede, entraineront le parallelisme des cotes MM' et NN'; et enfin, MM'' 
sera parallfele k NN" en vertu des triangles egaux MOM" et NON". Par consequent, 
les deux portions N'N et NN" ne formeront qu'une seule ligne droite, qui sera une 
generatrice du systeme B, parallele a la generatrice M'MM" choisie a volonte dans 
.le systeme A; d'ailleurs, on voit par Ik que deux generatrices paralleles se trouvent 
ioujours dans un plan passant par le point 0, et sont egalement iloigndes de ce point. 
Cela pose, si, par un point arbitraire P de la droite M'MM", on tire une corde 
POQ qui passe par le point 0, elle ira necessairement percer Thyperboloide en un 
point Q situe sur N'NN", et, d'aprfes les relations ci-dessus ^tablies, on aura evi- 
demment OP = 00; done, puisque cette consequence est vraie pour tout point P 
pris sur I'hyperbololde, il demeure prouve que le point est bien le centre de cette 
surface (*). 



(*) C'est M. /. Binet qui a fait coDDattre [Joumalde VAcoie Pofytechnigite, i6*cahier), parmi d'autres 
parallclipip^es concentriques avec I'liyperboloide, ceux qui sont ainsi formes par trois generatrices quei< 
conques d'un systeme, jointes k leurs paralleles dans le sysldme oppose. Ce savant g^m^tre en a d^uit 



CHAPITBB II. ^ HYPERBOLOIDB A VWR HAPPE. 22 1 

555. ObservoDs que, quand il s*agira seulement de construire ce centre, on Tob- 
tiendra sans tracer le parallelipipede dont nous venons de parler, en cherchant 
Tintersection des trois plans menes par la droite donnee B et sa parallele A, par B' 
et sa parallfele A', par B" et sa parallele A"; car chacun de ces plans diagonaux 
passe evidemment par le centre du parallelipipede, qui estcelui de Thyperboloide. 
D'ailleurs, on peut dire que ce sont Ik trois plans asymptotiques de la surface, comme 
nous Texpliquerons au n^ 546. 

554. En resumant les propositions precedentes, on voit que dans Thyperbolo'ide 
k une nappe, i*^ il existe deux systemes de generatrices rectilignes 

dont cbacune coupe toutes les droites du systeme oppose (n^ 528); cependant, 
chaque generatrice A' a sa parallele dans le systeme B (n** 552), et reciproque- 
ment; de sorte que pour ces droites comparees deux k deux, la rencontre n'a plus 
lieu qu'a une distance infinie. 

2^ Deux generatrices du systfeme A ne se trouvent jamais dans un plan unique 
(n^522); il en est de meme des generatrices du systeme B, puisque ces dernieres 
s'appuient aussi (n^ 528) sur trois droites du systeme A, lesquelles sont dans des 
plans diflferents. 

3^ Trois droites quelconques du systbme A ne sont j^mdiis paralleles a un mSme 
plan; car, si cela avait lieu, il s'ensuivrait par le n^ 529 que les directrices B, B', B"", 
sur lesquelles s'appuient toutes les generatrices du premier mode, seraient aussi 
parallMes toutes trois k un meme plan, ce qui est contraire k la definition du 
n^ 521. R^ciproquement trois quelconques des generatrices du systeme B ne se 
trouvent jamais paralleles k un meme plan; car cela entrainerait aussi (n^ 529) 
une restriction semblable pour les droites du systeme A, sur lesquelles s'appuient 
ces generatrices du second mode. 

4^ Le centre de I'byperboloide est place au centre du parallelipipede construit 
avec trois droites quelconques du systeme A, jointes aux trois generatrices du sys- 
teme B, qui se trouvent respectivement paralleles aux trois premieres (n^ 552); 



beaucoup de consequences interessantcs ; mais ici nous ferons seulement observer : i® que chacun de ces 
parall^lipipMes est circonscrit k ThyperboloYde, puisque chaque £ace renferme deux generatrices, et devient 
tangente deins le point oil se coupent ces droites; 2** qu'ils offrent une construction grapbique fort elegante, 
pour trouver le centre de la surface gauche d^finie par trois directrices rectilignes; 3° qu'ils ne sont pas 
moins utiles sous le rapport analytique, puisqu'en adoptant ce centre pour origine des axes coordonn^s, 
choisis parall61es aux trois directrices assignees, Tequation de la surface se pr^sentera sous la forme trte- 
simple 

ah Kjy ay 

En effet, les axes actoels etant Evidemment trois aretes du cdne asymptolique, il doit arriver que chaque 
plan coordonnE coupe la surface suivant une hyperbole qui ait pour asymptotes les deux axes contenusdans 
ce plan. 
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ou plos simplemeoty il est doaiii par Tintersection de trois plans asymptottques 
(n^ 633). 

5^ line droite quelconque D ae saurait percer rbyperboloide en plus de deux 
points; car» si elle avail trois points communs avec cette surface, la droite D s'ap- 
puierait sur trois generatrices de Tun ou de Tautre syst^ma, de sorte qirelle coin- 
eiderait tout enti^re avec la surface. D'ailleurs^ pour obtenir ees points d'intersec- 
lion, il faudra construire, comme au n^ 531, la section faite dans Tbyperboloide 
par nn plan vertical ou horizontal, conduit suivant la droite D. 

535 .» La surface gauche engendriepar une droite qui gUsse sur trois autres droUes 
fixes non paraUeles a un mime plan, est identique as^ec t hyperbotoide a une nappe 
que nous avons decrit au n^ 83. En effet, cette surface gauche est d*abord du second 
degre, puisque, sans effectuer les calculs, il est aise de voir que les conditions par 
lesquelles on exprimerait que la droite mobile a un point de commuii avec chaque 
directrice, ne pourraient conduire qu'k une Equation du second degr6. Eosuit^, 
cette surface gauche est douee d'un centre (n^ 532) ; done, comme elle ne sauralt 
etre evidemment ni un cdne, ni un cylindre, qui sont d^veloppables, il faut qu*eHe 
soil un ellipsolde ou Tun des deux hyperboloides. Or Tellipsoide est une surfttce 
limitee en tons sens (n^ 81) qui ne saurait admettre pour g^nefatrtce une droite 
indefinie; d*un autre c6te, Thyperboloide du li'^BS pr^sente deux nappes s^par^es 
par un intervalle imaginaire, de sorte qu*une droite indefinie et continue ne saurait 
evidemment s'appliquer tout entifere sur cette surface: par cottsequent, ou est 
ramene ^ ta proposition enonc^e au commencement de eet article. 

356. {Fig. 119.) Pour manifester plus clairement Tidentite dont il s'agit, et qm 
peut paraitre assez Strange au premier coup d*oeiI, nous aliens d^mofntrer syntheti-* 
quement que Thyperboloide d^erit au n^ 83 admet en effet deu(v systimes de gdnS* 
ratrices rectilignes. D*aprfes la definition de cette surface, tontes les sections perpen* 
diculaires h son axe imaginaire sont des eWip^^ sembtables : si done nous la coupons 
par trois plans horizontaux c'a', V'X', VX'', dont le premier passe par lo centre et 
dont les deux autres sotent h 6gales difstances, au-dessons et au^deesns Ae ce point, 
nous obtiendrons V ellipse de gorge (abe/, c^e') et deux autros ellipses egalea» proje* 
tees horizontalement sur VIIXY qui a ses axes parallMes et propartionnels k ceux 
de abef. Cela pc^e, en menant k cette dernifere une tangente quelconque ADB, on 
sait que les parties AD et DB seront egales {*); si done, nous joignons le point 
(D, D') avec (A, A')et (B, g), nous obtiendrons deux droites (AD, A'D) et (DB, 
jyS') qui seront necessairement le prolongement Tune de I'autre, puisque ca sont 
las hypotenuses de deux triangles rectangles evidemment egaux, projetes sur D'TA" 
et DTS'. D*oii il resulta que la droite totale (ADB, A^D'S') a trois points de com- '\ 
muns avec Thyperboloide, et, consequemment, elle est tout entiSre sur cette surface ^ 
attendu que celle-ci est du second degre. 

{*) Gelte propotilion m (Mmoaire aisteMQi^ par la (Ufroition purement gifofp^trique dea diam^trea con- 
jugu^ ot des courbes semblablea. 
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Maintenant) projetons le point A sur Tellipse sup^rieure en a', et le point B sur 
Tellipse inf(irieure en B', puis, joignons ces dbux points dans Tespace avec (D, iy)t 
nous obtiendrons encore deux droites (BDt B'D'), (BA, DV), dont on ppouvera 
de mSme la coincidence; de sorte que la droite to tale (BDA, B'D'a') aura troife 
points de communs avec I'hyperboloide, l^t, par suite, elle sera situte tout enti)nr(s 
sur cette surface du second degr^. 

537. {Fig^ 1 19.) De Ik nous pourons conclure que tout plan vertical ADB, tan-* 
gent k rellipse de gorge^ coupe Thyperboloide suivant deuK droites distinetes, qui 
se croisent en (Di D') sur cette gorge, et sent inolinees symetriquement de part et 
d'autre de la verticale D» Par consequent, cette surface peut £tre regardie oomme 
produite par le mouvemeni de la geniratrice (AD, A'D'), ou de la git^drairioe (BD, 
fi'D') assujettie a gtisser constammem surles ttoii ellipses semblabks 

(XYVU, X'T), {abe/, aV), (XYVU, X-'V-'); 

car on sait (n^ 513) que ces conditions r^glent con^pl^tement le mouvement d'une 
ligne droite. Les diverses positions de ces deux generatrices presenteront done deuss 
systimes de droites indefinies, situees toutes sur Thyperboloide, savoir : 

fA] (AD, A'D'), (A,E, A'.E'), (A.F. A^F),..., 

[B] (BD,B'D'), (B,E, F,E'), (B.F, B'3P),..., 

et les unes comme les autres se projetteront verticalement sur des tangentes k Tby-^ 
perbole X"a'X', V'e'V', contenue dans le plan vertical VX. En effet, au point (N, N')* 
oil Tune de ces generatrices vient percer ce plan YX, le plan tangent de la surface 
est perpendiculaire au plan vertical, attendu qu'il contient la tangente k Tellipse 
horizontale qui aurait son sommet en (N, N'); done la generatrice (BND> B'N'D') 
se confondi en projection verticale^ avec la tangente de Thyperbole (X''a'X% aX) 
qui est aussi dans oe plan tangent. La mdme circonstance arrive pour la droite 
(ADN, A'D'N") dont la projection verticale touche cette hyperbole au point (N, N") ; 
et les asymptotes sont fournies par les generatrices (6K, O'K'), (/Bai 0'B's)» lea- 
quelles, etant paralleles au plan vertical YX, ne toucheront plus I'hyperbole qu*a 
rinfini. 

538. Deux gSndratrices guelconques du systime A ne sont jamais dans un mime 
plan, et la surface est oauch«. Consideirona, en effet, les droites (AD, A'D') et 
(A4G, A^G')* Si elles se coupaient, leur point de section serait projete horizon- 
talement en M; mais, pour la premiere de ces droites, le point M, etant au delii 
de D qui appartient a rellipse de gorge* devra se trouver sur la nappe superieura 
en M"; tandis que pour la droite (A^G, A'^G'), le point M, etant en de^k de 6, 
appartieodra necessairenient k la ntppe inferieure, et sera projete en M'. Done les 
droites proposees ne se coupent pas, et d'ailleurs il est bien evident qu'elles ne 
aauraient etre paralleles. 

On prouvera da meme que deux generatriees du systfeme B ne sont jamais dana 
un plan unique. 



22^ LIVRV VII. ^ m» SURFACES GAVCHES. 

559. Au contraire, chaque gdniratrice (A46, A'^G') du premier systime coupe 
toutes les droites du second^ par exemple (BD, B'D'). Car le point M, oil se rencon- 
trent les projections horizontales de ces deux droites, est plac^» sur Tune et sur 
Tautre, en deQk des points G et D, qui appartiennent k I'ellipse de gorge; done 
les deux points projetes en M sont sur la nappe inferieure de rhyperbolo'ide, et^ 
par consequent, ils se projettent k la fois en MS puisque cette nappe ne pent evi- 
demment etre couple par la verticale M qu'en un seul point. Observons, cependant, 
que quand on choisira une g^neratrice du systime A et une du systeme B qui passe- 
ront par les extremites d'un meme diamMre de Tellipse de gorge, ces deux droites 
se trouveront/>ara/fe'/e5 ; mais du moins elles seront encore dans un plan unique. 

On demontrera de meme que chaque gen^ratrice du systeme B coupe toutes celles 
du systfeme A, excepte une seule qui lui est parallMe. 

540. Or, le mouvement d'une droite etant completement determine (n^ 521) 
par la condition que cette ligne mobile s'appuie constamment sur trois droites 
fixes, il en risulte que si Ton fait glisser la gen^ratrice (AD, A'D') sur trois droites 
quelconques du systfeme B, elle ne pourra prendre que les positions A2, A, , A4,.--> 
qui toutes rencontrent ces trois directrices (n** 539); de meme, la generatrice 
(BD, B'D'), en glissant sur trois droites du systeme A, viendra coincider necessai- 
rement avec B2 , Bs , B4 , . . . . Par consequent, Thyperboloide actuel nous ofTre bien 
toutes les propri^tes que nous avons deja reconnues dans la surface gauche du 
n^ 521 ; et, si les trois ellipses directrices etaient des cercles, on retomberait sur 
thyperhoUnde de revolution dont nous avons parle dans les n^ 140, 141 , ... . 

541 . Duplan tangent. {Fig. 1 19.) Lorsque Thyperboloide a une nappe est defini 
par les trois ellipses semblables citees n^ 537 (courbes que Ton peut aisement con- 
struire, dfes que les trois axes Oa = 0'a', 06, O'c' de la surface sont assignes)» 
il est bien facile de trouver le plan tangent relatif k un point donne par sa projec- 
tion horizon tale M. En elTet, si nous tirons par le point M une tangente AMB k 
Tellipse de gorge, ce sera la projection de deux generatrices, representees sur le 
plan vertical par A'D' et B'D', et sur lesquelles il faudra projeter le point donni 
en M* ou en M'; de sorte qu'il y aura deux positions pour le point propose. Con- 
siderons d'abord le point (M, M") situe sur la droite (ADM, A'D'M") : il y passe 
une seconde generatrice appartenant au systfeme B, savoir (B4GM, B'^G'lVr), la- 
quelle s'obtient en tirant par le point M la nouvelle tangente MGB4 a Tellipse de 
gorge. Alors, Tensemble de ces deux generatrices determinera completement 
(n^ 530) le plan qui touchera Thyperbololde au point (M, M"), et les pieds de 
ces droites fourniront imm^diatement la trace horizontale AB4P de ce plan 
tangent. 

Quant a sa trace verticale PQ'', on Fobtiendra par le secours de rhorizontale 
(MQ, M*Q") menee parallelementk AB4. 

Pour Tautre point (M, M') on combinera ensemble les deux generatrices 
(BMD, B'M'D') et A4MG, A'^M'G') qui s'y coupent; et la trace horizontale du 
plan tangent relatif a ce nouveau point sera la droite Aj|B, qui se trouvera evidem- 
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ment parall^Ie a AB4. La trace verticale s'obtiendrait par le mime moyen que pr^ 
cMemment. 

542. Pour obtenir uoe symitrie convenable dans la representation de Tbyper- 
boloide au moyen de ses generatrices rectilignes, il est essentiel de choisir les cordes 
AB» AaBa, A,B,,..., sur le plan borizontaU de manifere qu'elles reviennent t6t ou 
tard aboutir deux^ deax aux memes points de Tellipse XYVU. Or, si cette courbe 
etait un cercle^ onsait (n^i50) que Pon remplirait cette condition en partageant 
la circonference en un certain nombre de parties igales, et en tirant des cordes 
qui sous-tendissent un norrbre constant de cesarcs partiels; d'ailleurs, ces cordes 
se trouveraient bien tangentes au cercle de gorge, qu'elles traceraient par leurs 
fieules intersections successives. Si done, en supposant cette construction effectuee 
pour le cercle decrit sur VX comme diam^bre, on imagine qu'il tourne autour 
de VX, d'une certaine quantit6 angulaire propre k lui donner pour projection Tel- 
lipse XYYU, il arrivera bien que les cordes primitives se projetteront sur d'autres 
cordes, qui viendront nicessairement aboutir, deux k deux, aux mimes points de 
cette ellipse; et en outre, ces nouvelles cordes seront ividemment tangentes a 
Tellipse intirieure suivant laquelle se projettera le ciercle de gorge primitif. D'ou 
je conclus qu'il faut cboisir les points A, A^ , A, , . . • , de telle sorte qu'ils ripondent 
aux ordonnies qui diviseront le cercle VX en arcs igaux; et tracer ensuite dans 
Vellipse XYVU, des cordes AB^ AaBa,..., qui sous-tendent un nombre constant de 
ces arcs d'ellipse, quoique ceux-ci ne soient plus de meme longueur. Une fois que 
les generatrices seront ainsi ditorminies sur le plan horizontal, on en conclura 
aisement les projections verticales, en projetant les extr^mitis A et B en A' et S\ 
et aussi en a' et B', sur les deux parall^Ies V^X' etyX". D'ailleurs, les intersec- 
tions consicutives de toutes ces giniratrices, si elles sont assez multipliies, suffi- 
rent pour dessiner par elles-mimes le contour de Tellipse de gorge sur le plan 
horizontal, et les deux branches de Thyperbole parallele au plan vertical. 

543. Du COKE ASYMPTOTE de fhyperboloide. {Fig. 1 19.) Si par le centre (0, 0') 
de cette demi^re surface, on menait des droites respectivement parall^Ies aux 
diverses generatrices du syst^me A, elles le seraient en meme temps aux genera- 
trices du syst^me B, puisque cbaque droite d'un systfeme a sa parallele dans Tautre 
(n^ 532) ; et Ton formerait ainsi une surface conique qui serai t asymptote de Thy- 
perboloide propose. Pour le prouver, cherchons d'abord quelle sera la trace bori- 
zontale de ce c6ne. En considerant Tarete quelconque Om et les deux generatrices 
DA et HR qui lui sont parall^les, ces trois droites seront dans un meme plan pas- 
sant par le diamfetre horizontal (DOH, D'O'); done la trace de ce plan sera une 
corde RA parallMe k IX)H, et le milieu m de cette corde sera evidemment le pied de 
Tarete Om. En raisonnant de meme pour une autre arete et pour les deux genera- 
trices de I'hyperboloide, qui lui sont paralieies, on yerra que la trace horizontale 
vmyx du c&ne en question sera foumie par les milieux de toutes les cordes qui 
sous-tendront, comme RA, iin/iom6/)?co/ii^im/de divisions dans FellipseVYX. Or, 
d'aprfes ce que nous avons dit au numero precedent, on sait »que toutes ces cordes 
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ODt pour enveloppe one ellipse qu'elles touehent en lean milieux, et qui est sem* 
blable a YXY; done la trace vmyx est eflTectivement une ellipse qui jouit de eette 
propriete, et dont le deiBi-grand axe Ov est egal k bK. 

Maiutenant le c6n6 que nous reaons de construire est asympiaie Ab Thyperbo*- 
lo'ide ; car, eu eoupant ces deux surfaces par des plans horizontaux, les sections 
seraieut des ellipses respectivemeut semblables a YYX et fyx^ et qui, comme ces 
dernieres, auraient pour difiierence de leurs demi-^xes une quantity Tatiable Vf^ 
egale a Tintervalle TK' qui separe ThypertiQle VVY"^ de sea w^mpt«te &1L\ Or 
cet intervaUe approche indafiaiment de zero, a mesure que Ton s'abaisse-dafrantage 
au-des30U9 4u centre (V; dmoiC aussi lea deux sections faites dan» I'hy poiiwloide et 
dans le cone par un oieme plan horizontal qui s'^dloigne de plus en plus du oentre^ 
seront des ellipses semhlables qui approeheront ind^nim&tt de se coofbndr^ 
q^oique la premiere enveloppe toujours la simonde; doaicf em deux sur&ces sent 
bien asyn^ptptes Tune de Tautre. 

S44. D£S SEGTI01N3 PLAN6S 4^ I' byfwhoiolUk* (Fig. 109.) Pour obtrair TifttePr 
section de cette surface par un plan donnd i»» il snifit de chercher les points dMS 
lesquels ce plan va couper les divevsos generatf ioaa ^t A^ A%..m ftt^ l'<^ anil eoA- 
struire (n"" 521) d'aprte la cpnnaissance des troiQ directrices B« F, B''; puiat df 
reunir tous c^ points par un trait eontinu. La tai^ente k cette cqurbe sera d^mMi^ 
par Tintersection du plan % avec le plap tangent de rkypeybdloide pour te pQiM ft 
question, plan que nous avons enseigqe k construire ( n^ &30)* 

£(4£(. Dans le cas particulier Qu le plan donne n paaa^rait pa? une gen6«iitri{;e 4 
du premier syst^e, la seeonde brancbe d'in^rseetiQn scrait neeeaciairement i^<V 
Ugrkef puisque la surface est di| segond degf^; et cetle dfoite, qui ^pp^rtiendr^ 4H 
systame B, s'obtiendrait en cherchant seulement les deuis p<^nls eu In pbn ff CQ^pc 
deux generatrices A' et A'' du premifor syst^e. D'aiUeurs* ce ylan % serait H^ig^ 
k la surface dans le point de tpncontre des deux gefteratiioes qi&'il r enCevmersat. 

£(46. Lorsque ces deux generatrices so trouveront parallcles entre ellee* le plan n 
devra etre cpqsidere comme asymptote d^ rhyperboloidp> ou tangant dans le poiqt 
infiniment 61oigne oil coneourraient ces deuii: dfoitea; alors lo plan n passerMl 
necessairemeut par le centre (n^ 633) de la surlsK^e, et se^sat tangent au com 
asymptote, comme on Ta t« (n^ 543) pour les generatrices DA et HR de l^iJSg. 1 19* 
Ainsi» tout plan taugeM au c4^ asymptote coupe I' hyperh^hide mixKuU deux cbviie^ 
pqruUeles a FarSte de contact de ce plaq aveo le ctoc. 

S47. Pour reconnattre d'uvunce la nature de la sectmk produite par un plnq 
donne tt, il faudra examiner s'il exis^te quelque geufyt^LU'iwparulleleau plan secant; 
parce qu'alors la section admettrait une ou dwx branches infinies. A cet effete oa 
con^truira la trace du cone asyi^ptote sur le plan horizontal, en aenant pat le 
centre de Thyperboloide, determine comme au n^ S15^5, (ou m^me par un poiJit 
quelconque de I'espace), dc$ parall^les a uv^ nombro suliisant do g-en^attricw An 
A\ A"",... ; puis, on conduira par le spwmet d6i oo cone un plan n' parollele a », 4 
alcrs il pourra se presenter trois cas distincts. 



CHAPITBB Ht —- PTPERBOU>U>P A 1»B HAPPE. ^Hy 

1® Si la trace horizontale du plan t;" ne rencontre pas la base du c6ne asymptote, 
il n'existera sur ce cone aucune arete parall^le a ;r; et il en sera de meme des gene- 
ratrices de rhyperboloide, qui sont (n^ 545) respectivement parall^les k ces aretes. 
Done, dans ce cas, la courbe de .section n*aura aucun p^int situe a Tinfini, et elle 
sera une ellipse. 

0? Si la trace horizontale du plan it' edup« en deux points \i bas^ du cdne asymp- 
tote, il y aura sur ce cone deux aretes « et o^ paraUiks aa plan tt, et aussi dans 
Fhyperboloide deuK generatrices de cheque mode {a et b, a! et h') qui rempliront 
cette condition; par consequent, la section faite par le plan n admettra deux bran- 
ches infinies, et sera une hyperbole. Pour en trduver les asymptotes, on menera le 
plan P, qui touche le pone asymptote (*) le long de Tarete a; et comme ceplan 
renfermerait (n^ 546) les daux g^n^mtriees a et 6 qui, %\kt Thyperboloide, seraient 
paralleles k a, il est tangent k cette surface pour le point infiniment eloigne oil a 
et b iraient rencontrer le plan secant n ; done I'intersection des plans P et ;r donnera 
Tasymptote de cette branche* L'autre asymptote sera fournie par Tintersection du 
plan TT avec le plan P' qui touchera le cone asymptote suivant Tardte oi ; car c'est 
dans ce plan F que seraient contenues Jes deux generatrices it' et b\ qui sont paral- 
leles \ at. 

3^ Si le plan "ti^ men^ par le sommet du edne asymptote, txiuthe ce cone suivant 
une arete unique a, il n'y aura sur rfayperboloide qu'une seule genieratrice (a et b) 
de chaque systfeme, qui soit parallele k a \ doac alors la section faite par le plan tt 
n*aura qu'une branche infinie, et sera tme pdmbale. D'aiUeurs, elle n'admettra pas 
d'asymptote; car c'est le plan n' luirmeme qui, touehant le eAne asymptote, renfer- 
merait (n^ 546) les deux generatrices a et 6 paralleles k a. Done ce plan est tangent 
a rhyperboloide pour le point infinim^nt dloigne de la courbe ; mais, comme il se 
trouve ici parallMe au plan secant n^ leur intersection, qui serait Tasymptote, se 
transporte tout endure k I'infini et n'existe plus. 

548. Par les constructions precedentes, on saura resoudre le probleme suivant, 
quand il sere possible ; Trouper sur un hjrperbohide donnS une gendrdtrice qui soil 
parallile a un plan connu ft. Car, en menant par le sommet du cdne asymptote le 
plan n'f parallele k tt, si le plan t^ coupe ce cdne suivant une ou deux aretes a et a', 
les plans tangents au mSme eone le long de ces aretes donneront, par leurs inter-* 
sections avec Tfayperboloide, les generatrices a et 6, paralleles k a, et les genera- 
trices a" et b\ parallMes k a!i lesquelles satisferont toutes quatre k la questioo 
proposee. 



(*) li faut, ici, que ce cdne ait M construit d^ maniere <|ue son semmet soit pr^istoent au centre 
de rhyperboloide, que Ton sait trouver par le n"* 533. 
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CHAPITRE III. 

DU PARABOLOIDE HTPERBOLIQUE. 

I 

I 

549. {Fig. 1 1 5.) Nous appellerons ainsi la surface engendree par une droM 
mobile A, quiglisse sur deux droites fixces B et B' non siuUes dans un mime plan^ et 
qui demeure en outre constammeni parattile a un plan donni P, que Ton nomme le 
plan directewr ; car il sera demontr^ plus loin (d^558) que cette surface estiden- 
tique sRrec celle que aous avons dejk dteigu^e sous ce nom au n^ 89. Pour constxuire 
les diverses positions de la generatrice, il suffira de rnener par chaque point M, 
pris a volonte sur la g^neratrice fi, un plan parallfelek P; puis, de chercher le point N 
oil ce plan ira couper Tautre directrice BS et de joindre ces deux points par une 
droite AMN. On voit ainsi que les conditions prec^entes riglent compldtement le 
mouvement de la droite mobile, puisque, pour chaque point M, elle ne pent prendre 
qu'une position unique* 

550. Le paraboloide hyperbolique est une surface gauche; car deux genera- 
trices quelconques A et A', memo quand elles ne sont pas infiniment voisines, ne 
pourraient se trouver contenues dans un plan unique, qu*autant que les direc- 
trices B et B\ qui ont chacune deux points communs avec les premieres, seraient 
elles-memes situ^es dans ce plan : or cela est contraire k la definition donn^e au 
numero precedent; done la. surface est gauche. 

551. {Fig* ii5.) La surface qui nous occupe admet, comme Thyperboloide 
gauche, un second mode de generation inverse du premier, et dans lequel deux 
des generatrices A, A', A",4«m deviendront les directrices. Pour le prouver, demon- 
trons que lout plan DUY , p(mdlile aux deux directrices B et B', coupe le paraboloide 
suivantune droite; ce qui se reduit k faire voir que les trois points D, D', D"", ou ce 
plan rencontre trois generatrices quelconques A, A', A", se trouvent en ligne droite. 

Projetons la figure entifere sur un plan QOX, parallele aussi aux deux directrices 
B et B', et employons pour lignes projetantes des droites obliques (*), mais paral- 
l^les toutes a une ligne PO men^e arbitrairement dans le plan directeur POX. 
Alors B et B' deviendront deux lignes quelconques betb'; mais les droites MDN, 
M'D'N', M"D''N", ayant leurs plans projetants paralleles k P, se projetteront sui- 
ydLnt Aes droites mdn, m' d' n\ w!'d"n^^ necessairement/>am//l^ k Tintersection OX 
des deux plans P et Q. Cela pose, on aura evidemment 

MD_mrf M^D^ _ m'd* WW _ m'd" 
DN ~ rftt ' D'N' ~ d'n' ' D^N*' ~ IFn^' 



(*) Nous ay ions, dte raimte i8i8, d^monM cette proposition en conservant les projections orthogo- 
nales, et employant un plan QOX perpendiculaire au plan directeur P ; ce qui iaisee subsister tons les rai- 
sonneroents et les calculs du teste, lllais la marche actuelie ofire Tavantage de mettre sous les yeux d« 
lecteur le second plan directeur Q qu*admet le paraboloide hyperbolique. 



< 
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mais, d'ttn autre cdt£, le plan DUY etant parall^le aux deux lignes B et BS on pent 
regarder les droites A, A% A'S comme coupees par trois plans parallMes, et, d'apr^s 
un th^oreme connu de la g^ometrie ordinaire, on aura les rapports egaux 

MP _MD' _ W'ly 
qui, en vertu des egalites prec^dentes, donneront encore 

md m'd' m^d' 

dn ~ "av " d'n'' 

Or, puisqueces rapports 6gaux subsistent entre des droites mn, m'n\ mf^n'^f qui 
mniparaUeles entre elles^ tA en resulte n^cessairement que les trois points d^ d\ d\ 
sent sur une meme droite qui convergerait avec h et V vers un point unique; d'ou il 
suit que les points de Tespace D, D', D'', se trouvent dans le plan proj etant passant 
par la droite dd' d'\ et comme ils sont d'ailleurs dans le plan DUY, qui est distinct 
de ce plan projetant, il en resulte que ces trois points D, D% D'% sont effectivement 
en ligne droite. 

552. {Fig- i-i5.) D'aprbs cela, sil' on/ait glisser sur deux generatrices A et A' du 
premier mode une droite mobile B" assujettie en outre a demeurer parallSle auplan Q, 
elle engendrera le mAme paraboloide que ci-dessus ; car, lorsque B"" passera par le 
point Dpar exemple, elle ne pourra manquer de coincider avec la droite DD'D'' 
qui estsituee (n^ 551) sur ce paraboloide, et qui remplit d^jk les conditions impo- 
sees kB"". Ainsi, voila un second mode de generation oti lenouveau/^/ezn directeurQ 
est parallfele aux deux directrices B et B' de I'ancien mode, et oil les directrices nou* 
velles sont deux generatrices quelconques du premier systeme A. 

553. Maintenant, essay ons de faire mouvoir une droite B'' de maniere qu'elle 
s'appuie constamment sur trois droites quelconques A, A\ A'^ du premier systeme, 
sans lui imposer la restriction d'etre parallMe a un plan directeur, Ces conditions 
suffirontpour regler completement (n® 521) le mouvement de cette gen^ratrice; et 
quand elle passera par le point D, par exemple, elle devra encore coincider avec 
DD'D'S qui remplit dejk les conditions enonc^es : done B'^ va ainsi decrire le meme 
paraboloide que pr^cedemment. Par consequent, voila un troisifeme mode de gene- 
ration, dans lequel cette surface est produite par fe mow^ement d*une droite B'' qui 
gUsse constamment sur trois droites fixes A, A', A'', lesquelles sont paraUHes a un 
mime plan; car ici ces trois directrices, au lieu d'etre tout a fait quelconques, se 
trouvent, par la definition du n^ 549, parall^les toutes au plan P : de sorte que, 
sous ce point de vue, le paraboloide byperbolique est un cas particulier de I'hyper- 
boloide k une nappe (n^ 521). D'ailleurs, quoiqu'on n'aitpas impose a la droite 
mobile B"" la restriction de demeurer parall^le k un plan fixe, elle ne laissera pas 
de remplir cette condition, puisque les positions qu'elle prendra, comme DD'D"^, 
sont dejk toutes parallMes au plan Q; ce qui s'accorde avec la remarque du n^ 529. 

II est aussi evident que ce mode de generation admet, pour reciproque, un qua- 
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trieme mode dans lequel on ferait mouvoir la droite Asur trois qu^lceaqu^s A^ 
generatrices du systeme 6; car cette droite A ne pourrait prendre (n^ S21 ) que left 
positions A\ A^'^.-.^qui remplissent dejk cette condition, et elle demeurerait aintii 
parallele au plan P, quoiqu'on ne lui eut pas impose cette restriction. 

554. {Fig. 1 1 5.) II resulte evidemment de li : i** que par chaque point D pris k 
volonte sur le parabolo'ide, il passe deux droites situees tout entieres sur la surface^ 
et appartenant Tune au systeme A, Tautre au systeme B; 2^ que deux gen^ratriced 
appartenant au meme mode ne sont jamais dans Un plan unique, puisque ce qui a 
ele prouve (n** 550) pour les droites A, A', A",..., s'applique evidemment aussi aux 
droites B, B', B",...; 3*^ que chaque generatrice d'un systeme coupe toutes les 
droites de Tautre mode, sans guily en ait deux deparaUeles : car, si cette circon- 
stance avait lieu pour A'' et B'', par exemple, il s'ensuivrait que ces droites seraient 
aussi paralleles a Tintersection OX des deux plans directeurs, ce qui est impossible, 
k moins qu'on ne les regarde comme placees k une distance infinie; 4^ une droite 
quelconque ne pent traverser le paraboloide qu'en deux points : car^ si elLe avait 
trois points communs avec cette surface, elle s'appuierait sur trois generatrices, et, 
par consequent (n° 553), elle coinciderait toutentiere avec le paraboloide. D^ail- 
leurs, pour obtenir les points d'intersection, il faudra construirele section faite dans 
la surface par un plan vertical ou horizontal, conduit suivant la droite donn^e. 

555. Enfin, puisque dans le premier mode de generation les diverses positions 
A, A\ A",... de la generatrice sont fournies par des plans paralleles a P, qui coupent 
les directrices B et B' aux points M et N, M' et N',..., on sait, par la geometrie 
ordinaire^ que ces plans diviseront les droites B et B' en parties proportionbelles, 
c'est-a-dire que Ton aura 

MM' M'M-' M'^M* 



NN' ^ WN" "^ N'^N' 



••«f 



d'ou il resulte qu'au lieu d'un plan directeur, on pourrait assignor deux positions 
primitives A et A' de la droite mobile, puis exiger que celle-ci glissat sur B etB' 
de maniere a intercepter toujours des parties pwportionneUes wee MM' et NN'. Cette 
marcbe sera d'un usage fort commode pour Tex^cution en relief du paraboloide 
hyperbolique; car, apres avoir construit un quadrilat^re gauche^ tel que MNN''M'% 
dont les cot^s et les angles soient invariables, i) suffira de diviser les cotes opposes 
MM"^ et NN''' en un meme nombre de parties egales; puis, en joignant les divisions 
correspondadtes par des fits tendus en ligne droite^ on obtiendra une representation 
fiddle de cette surface. Pour y introduire en m^me temps les generatrices du systeme 
B, il n'y aura qu'a diviser aussi les deux autres cdtes MN et M'^'N'' en un meme 
nombre de parties Egales, et joindre les points de division cerrespondants par d'au<- 
tres fils, qui devront alors s'appuyer d'eux-memes sur les premiers^ et ne fi(»rmer 
qu'une seule et meme surface, ou les deux modes de gen6ration se trouveront expri- 
mte d'une maniere bien sensible {voyez n^ 566 et \^fig' i^« 
556. Duplan tangent. {Pig. 1 1 5.) Lorsqui" le point de contact G sera demi fur 
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une g^neratrice cani^ue AMGN^ il sulBrade construire seulement une seoonde gene- 
ratrice A' du meme modet en employant le procede du n** 549, si le paraholoide est 
defii^i par un plan directeur P ; et^ s'i) T^tait par trois directrices B^ B', B'', paralleles 
k UQ meme plaa« on emploierait la marche du n'' 521. Quand une fois on conqaitra 
les deux generatrices A et A\ on les coupera par un plan mene du ppint G paraltb- 
lement aux directrices B et B', et la droite GH, qui reunira les points de section, sera 
situee (n^ 551) sur le paraboloide; done le systfeme des deux droites AG et GH, qui 
sont elles-memes leurs propres tangentes^ determinera le plan tangent de la surface 
pour le point donne G, 

557. Si Ton assignait seulement la projection horizontale ^ du point de contact, 
sans donner la generatrice qui le contient, il faudrait chercher d'abord la seconde 
projection dp ce point. Pour cela, on ferait passer par ^un plan vertical quelconque 
dont on determinerait les intersections avec diverses generatrices, et la suite de ces 
points fournirait la projection verticale de la section faite dans la surface ; alors 
on projetterait le point g sur cette courbe, et, ayant ainsi les deux projections 
g et ^ du point de contact, il serait bien facile de mener la generatrice qui, pas- 
sant par ce point, s'appuierait sur B et B' : de sorte que Ton serait ramen6 au cas 
precedent. 

558. La surface gauche qui nous occupe est idemique avec le paraboloide hyper^ 
bolique que nous avons deer it au n^ 89. En effet, cette surface gauche est du second 
degrd; car, sans effectiier les calculs, il est facile de voir que les conditions par 
lesquelleson exprimerait que la droite mobile Aa toujours un point de commun avec 
B et avec B', et demeure parallele au point P choisi, si Ton vent, pour un des plans 
coordonnes, condniraienl k une equation qui ne depasserait pas le second degre : 
et cette consequence s'aecorde avec la derniere remarque du n^ 554. Ensuite, cette 
surface gauche n'admet Oi^cune section plane qui soit une courbe fermi^e, comme 
npiia allons le demontrer (n^ 564); d'ailleurs, elle ne pent etre un cylindre k base 
hyperbolique au parabolique, attendu qu'elle est gauche : il faut done qu'elle coin- 
cide avec le parahelo'ide hyperbolique (n^ 89), puisque toutes les autres surfaces 
du second degre admettent, par leur generation meme, des sections elliptiques 
{v9yez Uvre JI, chapitre l^). 

559. Sect^oihs PLANES du paraboloide hyperbolique. [P^S* i i5.) On obtiendra la 
courhe d' intersection de eette surface avec un plan donne ;r, en construisant les 
pointer oil c^ plan coupe les diverses generatrices A, A', A'\---; et la tangente k cette 
eourbe ^ un point donne, resultera de Tinterseetion du plan ;: avec le plan tan« 
gent au paraboloide, pour le point en question, plan qui se construira comme au 
n^ 556. Quant k la nature de la section, on pent la prevoir d'avance par les regies 
auiyantds. 

56iQ. P'aberdy si le plan secant n passe deja par une droite A du paraboloide^ 
Tautre k^fanch^ d' intersection sera encore rectiligne, puisque cette surface est du 
second degre : on Voibtiendra en cberchant seulement les points D' et D'', oil n va 
r^^ncontrer deux autres generatrices A' et A!\ du qieme mode que A; et la section 
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totale se composera des deux droites A et DD'D", de sorte que le plan n se trouvera 
tangent en D, et secant partout ailleurs. 

561 . Dans le cas, plus particulier encore, oil le plan tt, qui passe par A, se trou- 
verait parallele au plan directeur P, qui correspond k cette g^n^ratrice, il ne cou- 
perait plus les autres generatrices du meme mode; de sorte que la seconde branche 
d'intersection qui 6tait tout k I'heure DD'D", s'eloignerait tout entiere k Tinfini. 
Done alors la section se reduirait k la droite unique A; mais le plan n devrait tou- 
jours ttre consider^ comme tangent au paraboloide dans le point infiniment eloign^ 
situe sur A, ou bien comme un plan asymptote de la surface. 

562. Gen^ralementy soit n un plan quelconque qui n'est pas parallMe k Tinter- 
section OX des deux plans directeurs; il coupera ceux-ci suiyant des droites d et (^» 
non paralleles k OX, et alors il existera dans chaque systeme une generatrice paral- 
IMe kTT. En efPet, conduisons par la directrice B un plan BCE parallele k la trace e^; 
ce plan coupera n^cessairement la directrice B' en un certain point N"", et en menant 
par ce point la droite N"M"A" parallele k d', elle ira rencontrer la directrice B, et 
sera evidemment une generatrice parallele au plan Tr.Si Ton op^re d'une manifere 
semblable pour la trace (^, en menant par la generatrice A un plan parallele k ^, 
il coupera une autre droite A' du meme systfeme en un point D', par lequel on pourra 
conduire une autre generatrice B'', qui sera parallele k (^ et au plan tt. De Ik on 
doit conclure que la section faite par ce plan n presentera deux branches ouvertes, 
qui convergeront vers les points infiniment eloignes oil tt irait rencontrer les deux 
generatrices A"" et B" ; ainsi cette section sera une hyperbole dont nous allons con- 
struire les asymptotes. 

Menons par la generatrice A'^ un plan it' parallMe k P : ce plan v! sera tangent 
(n® 561) au paraboloide dans le point situe k I'infini sur A'^; done Tintersection de 
ce plan tangent avec le plan tt de la courbe, fournira Tasymptote de la branche qui 
converge vers A", et cette asymptote sera evidemment parallMe k cette generatrice. 
L'autre asymptote sera donnee semblablement, par Fintersection du plan tt avec un 
plan li* mene, suivant B'', parall^lement au second plan directeur Qt et elle sera 
parallele k B^ 

563. Enfin, supposons que le plan secant tt soit parallMe k Fintersection OX 
des deux plans directeurs, auquel cas ses deux traces (^ et (^ sur ces derniers se 
trouveront elles-memes paralleles k OX. Alors, si Fon veut essay er d^obtenir une 
generatrice parallele k tt, il faudra encore mener par B un plan BCE parallMe k i\ 
mais ici ce plan ne coupera plus aucune des generatrices B' et B'^,..., puisqu'il 
deviendra evidemment parallele k Q : done la generatrice parallele k ;r, dans le sys- 
teme A, est transportee tout entiere k une distance infinie. II en sera de meme de la 
generatrice qui, dans le systfeme B, serai t parallele k tt ; de sorte que la seetion faite 
par le plan n sera encore ouverte, puisqu'il y aura des generatrices de plus en plus 
eioignees qui approcheront indefiniment d'etre paralieies k n : mais cette coul'be 
iCaura plus d* asymptote. En effet, cette demiere ligne serait donnee, comme on Fa 
vu au numero precedent, par Fintersection du plan n avec un plan v^ ou i^'f paral- 
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Ifele ^ P ou Q, et mene suivant la generatrice parallele a tt : or cette g^neratrice est 
ici transportee tout entiere a I'lnfini ; done aussi le plan tt' s'eloigne indefinimenty 
et ne fournit plus d'asymptote. Par consequent, la section relative au cas actuel est 
uneparahok. 

564. En resumant cette discussion, on voit : i^ que totUplann^ parcdUle a r in- 
tersection OX des deux plans directeurs (*), donne une section parabouque; et 5t, 
en outre t n est parallele a Vun de ces plans directeurs, cette parabole serdduit a une 
droite unique (n^ 561). 

2^ Si le plan sdccuit n n* est point parallele a I* intersection OX des deux plans direc-- 
teurSf la section est UNG hyperbole; mais elle digenire en deux droites qui se gou- 
PENT, si le plan sdcant contient ddja une genSratrice de la surface (n° S60). 

3° Dans aucun cas, la section faite par un plan quelconque n dans le paraboloide 
nepeut Stre une courbe fermiiE. 

565. Observons aussi que les constructions indiqu^es au n® 562 serviront a 
r^soudre ce probleme : Trouver sur un paraboloide donrU une gdndratrice qui soit 
parallele a unplan connu n. II y aura deux solutions quand ce plan n ne sera point 
parallele a I'intersection des deux plans directeurs : et le probleme sera impossible, 
lorsque n se trouvera parallMe a cette intersection, k moins qu'il ne le soit en meme 
temps k I'un des plans directeurs, auquel cas il existera une infinite de solutions, 
fournies par toutes les generatrices parall^Ies a ce plan directeur. 

PROBLEME. Representer un paraboloide engendrepar une droite mobile A qui 
glisse sur deux droites fixes B e^ B^, ^n demeurant paraUele a un plan directeur 
donndV; et construire le plan tangent de cette surface^ pour un point connu. 

566. Afin de donner a notre epure toute la sym^trie qu'on devrait cbercher a 
obtenir dans la construction d'un modMe en relief, nous ferons observer qu'un 
plan Q, parallele aux droites donnees B et B^ , serait le plan directeur du second 
mode de generation (n^ 552) du paraboloide cherch6; et comme ce plan Q est ^vi* 
demment determine, au moins en direction, par les donnees actuelles du probleme, 
il nous sera toujours permis d'adopter les dispositions suivantes : 

I® {Fig. I20.) Nous choisirons notre plan horizontal de projection, perpendicu^ 
laire aux deux plans directeurs P et Q, lesquels seront alors represent6s par leurs 
traces borizontales op eto^. 

a"" Nous dirigeronsle plan vertical de projection, de maniere qu'il soit parallMe 
k la droite oy qui divise en parties egales Tangle poq ; puis, nous tracerons les pro- 
jections (CD, CD') de la droite donnee B, et les projections (EF, C'F) dc Tautre^ 
directrice B,, en faisant attention que les deux projections horizontales CD et EF 
devront etre necessairement paralleles entre elles, d^aprbs la condition i®, puis- 
qu'elles le seront a la trace oq du plan directeur Q. 



(* ) On verra au n"" 572 que cette droite OX est Vaxe principal du paraboloide, ou du moins lui est paral- 
lele; car les deux plans directeurs ne sont pas d^termin^ quant k la position absolue, mais seulement quant 
k leur direction. 

' G^meirie Lerojr* ^^ 
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3^ Nous pouvons encore elever ou abaisser notre plan horizontal do telle sorte, 
que la ligne de terre VY' passe par le point C\ oil se croisent les deux projections 
Terticales des directrices B et B, ; et alors les traces horizontales C et E de ces droites 
se trouveront sur une mSme perpendiculaire GE a la ligne de terre. 

4® Nous limiterons ces directrices aux deux points (D,-D'), (F, F') oil elles vont 
rencontrer le plan vertical DOF mene perpendiculairement sur le milieu de CE; de 
aorte que la figure CDEF sera un losange, dont le centre sera la projection de 
Vaxe du paraboloide, ainsi que nous le verrons plus loin (n** 572) , pourvu cepen- 
dant que les directriees B et B, soient dgalement incUnSes sur le plan horizontal 
actuel. A la v^rit^, cette dernifere condition pourrait hi en ne pas Stre remplie par 
les directrices que la question assigne; mais nous admettrons quelle est vSrifiSe ich 
et, par suite, que les points (D, D'), (F, F), sent a la mfime hauteur, attendu que, 
dans tons les cas, nous saurons retrouver (n^ 572) parmi les generatrices du para- 
boloide deux droites qui seraient egalement inclin^es mr la verticale, et qui, d^s 
'lors, pourraient dtre substitutes aux directrices denudes (CD, C D') , (EF, CF') , si 
ees derai^res ne remplissaieat pas cette condition. 

567. [Fig. lao.) Cela pos^, la droite qui r6unira les points (D, D') et {E, C) 
sera ^videmment parall^le au plan directeur P, puisque sa projection horizontale 
DE se trouvera parallele k la trace op de ce plan vertical P, d'aprfes les conditions 2® 
et 4^ du numero pr^c^dent. Done (DE, D'C) est une position de la gen6ratrice 
mobile A; et comme il en sera de meme de la droite (CF, CP), on voit que, si 
Ton divise en un rnSme nombre de parties egales les deux direetrices donn^es 
(O), CD') , (EF, C'F'); puis, que Ton joigne les points de division o et 16, t et iS, 
a et 1 4* 3 et 1 3, . . . , on obtiendra ainsi les diverses generatrices du syst^me A, savoir : 

(DE, D'C'),.... (GH, G'H'),..., (CF, CF); 

et d'siilleurs toutes ces droites seront projetees borizontalement sur des paraltele^ ii 
la trace op du plan directeur P. 

568. Quant au^ projections verticales de ces memes g^i^^^ratrices, elles former 
ront» par leurs intersections successives, une courbe D' O'F' erweloppe de toutes ces 
droites, et qui si^a une parabole. Car chaque gen^ratrice G'H' fournissant evidem*- 
ment la proportion F'G' : G' C ; : CH' : H'D', il en resulte que, dans )a courbe eq^ 
veloppe, 4eux tangentes menees du meme point sont coupees par une troisieme 
tangente en parties r^ciproquement proportioqneUes; ce qui est une propri^ta 
connue de la parabole du second degre. D'ailleurs, puisque la courbe DOT' forme 
le contour apparent de la surface, sur le plan verticaU il hndn ponctuer les parties 
des generatrices qui se trouveront au delk de ce contour apparent; aiasi la droite 
(GMH, G'M'H') , par exemple, ser? visible 3ur le plan ver^cal daps la portion G'M\ 
et invisible dans la portion M'H' : en outre, le point de contact M', qui separe ces 
parties, se trouvera necessairement projet^ en M sur la diagonale DF. En effet, 
dans la parabole D'OT', on aura, par le principe rappele ci-dessus, 

G'M' : M'H' ;; CH' : H'D' :: n : 5; 
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mais, dans 1^ losange CDEF, on a auMi evideintnent 

GM:MH::GF:DH:: n :5; 

d'oii I'on conclut G'M' : M'H' : : GM :MH, et, par consequent, le point M' se pro- 
jette en M. Cette circonst^nce, qui se reprodult pour toutes les generatrices, prouve 
que la parabole D'O'F' n'est autre chose que la section faite par le plan vertical 
DOF, dans le parabolo'ide en question. 

569. Mkintendnt, si Ton projetait ce meme paraboloids stxt tin plan vertical \Z'\ 
paraliele k la diagonale CE, les directrices primitives deviendraient .les droites 
(CD, CD"), (EF, E'^D"); et Ton prouverait, comme ci*dessus, que les projections 
des generatrices forlneraient, par leurs intersections successives, une autre parabole 
CCE", qui representerait la section faite datis la surface par le plan vertical COE. 
Les lecteurs familiarises avee Tapplication de Tanalyse a la geometric des trois 
dimensions reconnaitront, dans les plans verticaux OY et OZ qui fonrnissent ces 
paraboles, les deux plans eUamSirauai principaux dn paraboloide hyperbolique, les- 
quels doivent se couper (n^ 91) suivant Viixe unique de cette surface; et, en effet, 
nous aliens demontrer (n"" K72) que cet axe est la droite (0, (yX'). 

570. Fig. I20.) Le paraboloide hyperbolique admet, comme nous Tavons vu 
au n'' 551, un second systetne de generatrices rectilignes qui sont parallel^ au plan 
directeilr Q, determine par les deux directrices primitives B et Bs, ou (CD, CD') 
et(£F, C'F'); c'estici le plan vertical o^. Par consequent, ces nouvelles genera- 
trices set^ont projetees horizontalement sur des paralleles a la trace oq; et comme 
elles doivent en outre s'appuyar sur deux droites du premier systeme A, par exemple 
sur (DE, D'C) et (CF, C'F'), dont le^ extremites correspondent deja (n^ 566) a 
des plans verticaux DC et EF paralleles k oq^ on voit qu'il suftira de divisor en un 
meme nombre de parties egales ces deux nouvelles directrices (DE, D'C), (CF, C'F'), 
puis de joindre ensemble les points de division o et ib, i et i5, 2 et i4f 3 et 1 3,..*; 
par \kt on obtiendra les diverses generatrices du systeme B, savoir : 

(CD, CD'),..., [gMh, G'M'H'),..., (FE,FC), 

571. Ces droites du systeme B se confondront en projection verticale avec cellos 
du systeme A deja construites; car, dansle losange CDEF, il est evident que les 
points G et ^, H et A se trouveront deux a deux sur des perpendiculaires k la ligne 
deterre. Ainsi, les projections verticalesde ces generatrices B seront encore tan- 
gentesa la parabole principale D'O'F'; mais les parties visibles, comme (MA, M'H'}, 
tomberaient sur les parties ponctuees des generatrices A, et reciproquement. C'est 
pourquoi, afin de laisser subsister pour Toeil la distinction des deux nappes ante- 
rieure ei post^rieure au plan vertical DOF, nous n'avons pas voulu representor les 
generatrices du systeme B comme reellement existantes, mais nous les avons mar- 
quees seulement en lignes mixtes sur le plan horizontal. 

Une coincidence analogue aura lieu sur le plan vertical yZ"", oil les generatrices 
du systea^ B se trouveront ^ussi tangentes k la parabole principale C'0"£'^ 

3o. 
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572. Pour trouver le sommet et Vdxe du paraboloide hyperbolique^ il faut em- 
prunter k I'analyse, ou bien admettre conime des definitions qu'il est loisible de 
poser, les relations suivantes : L' axe duparabohide est une droite parallele aux deux 
plans directeurs V et (^^ et telle, quelle coupe la surface en un point par lequel passent 

deux generatrices quisont Vune et V autre perpendicukures a cet axe : ce point est d'ail- 
leurs appele sommet (n** 91). D'apres cela, on voit que, pour des donnees quel- 
conques, il faudra generalement mener un plan n perpendiculaire a P et Q, puis 
chercher, par le n® 565, les deux generatrices qui sont paralleles k n. Alors le point 
de rencontre de ces deux droites sera le sommet demande, et une perpendiculaire 
^ TT menee par ce point, sera Taxe de la surface. 

{Fig. 120.) Mais ici, nous avons adopte (n^ 566) les denudes les plus symetri- 
ques, il est clair que I'axe du paraboloide est vertical, et que par le point (0, 0') il 
passe deux generatrices horizontales (K'O'T, KOI) et (K'OT, kOi); done le point 
(0, 0') est le sommet demande, et, par suite, Taxe est la droite (0, C'O'X'). 

Parmi les conditions admises au n^ 566, il y en a une seule qu'on ne sera pas 
toujours maitre de remplir, c'est celle qui suppose que les deux directrices donnees 
sont dgalement inclindes sur le plan horizontal^ choisi comme nous Tavons fait. 
Lorsque cette relation ne sera pas verifiee, il en resultera seulement que les points 
D' et F ne se trouveront plus a la meme hauteur, et que le centre du losangeCDEF, 
forme comme il a ete dit (n^ 566), ne sera plus la projection du sommet de la sur- 
face; mais alors on obtiendra ce sommet par la methode generale, ou, plus simple- 
ment, en menant a la parabole D'OT' une tangente horizontale. D'ailleurs, on 
pourra aussi se procurer deux directrices telles que nous les avons admises, en con- 
duisant a cette parabole deux tangentes egalement inclinees sur la verticale; et en 
regardant ces droites comme deux generatrices du paraboloide, on trouvera aise- 
ment leurs projections horizontales, qui serviront alors a former le losange dont le 
centre repondra exactement au sommet de la surface. 

573. Pour manifesterclairement la forme inverse des deux nappes du parabo- 
loide, qui sont Tune au-dessus, Tautre au-dessous du sommet unique (0, 0') ou 
elles se reunissent sans discontinuite, coupons cette surface par divers plans perpen- 
diculaires a Taxe (0, C'O'X'). Soit L'R' un de ces plans; il rencontre les projec- 
tions verticales des generatrices que nous avons construites, en des points que Ton 
projettera sur le plan horizontal, et qui formeront une courbe composee de deux 
branches indefinies, mais separees, LM/, RNr. Cette courbe est necessairement une 
hyperbole (n^562) dontTaxe reel est ici (MN, M'N) : mais si le plan'secant etait 
audessous du sommet, comme T'W, alors la section, qui serait encore (n® 562) 
une hyperbole TUW, /iw, aurait pour axe reel la droite (Um, U'); et si ce plan 
secant passait precisement par le sommet (0, 0'), la section se reduirait aux deux 
droites (KOI, K'T) et (*0j, KT) dont les projections horizontales sont les asym- 
ptotes communes aux deux sections precedentes. 

574. Leplan tangent pour un point quelconque du paraboloide, donne par sa 
projection horizontale X, s' obtiendra en menant les generatrices Xa et Xg, respective- 
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ment paralleles a DE et DC; puis, si Ton projette sur le plan vertical les deux points 
oil cbacune de ces droitesira couper les cotes opposes du losange CDEF, on trou- 
vera ainsi les projections verticales de ces generatrices, et il restera k faire passer 
un plan par ces deux droites. Nous n'efTectuerons pas ici ces constructions, dans 
la crainte de rendre I'^pure un peu confuse; mais elles n'offriront aucune difBculte 
pour le lecteur. 



CHAPITRE IV. 

BES PLANS TANGENTS AUX SURFACES GAUCHES G^N^RALES. 

L'hyperboloide k une nappe et le parabploide hyperbolique sont, parmi les sur- 
faces gaucbes, les plus simples que Ton puisse concevoir, puisque toutes leurs direc- 
trices sont rectilignes ; aussi ce sont les seules dont Tequation ne s'eleve pas au dela 
du second degre, et, pour cette raison, on les appelle les deux surfaces gauches du 
second degrd. Comme la construction de leurs plans tangents est facile, on a cberche 
k y ramener la solution des questions semblables pour les surfaces gaucbes gene- 
rales, et Ton y est parvenu au moyen du lemme suivant. 

57S, Lemme. {Fig. 1 16.) Lorsque deux surf aces gauches S et S' ont une ginira- 
trice commune GLMN, et qu elles SE touchent en trois points L, M, N de cette cbvite^ 
alors ces deux surfaces SE ragcqrdent complitement tout le long de cette genera-'^ 
trice; c'est-a-dire que, pour cbaque point de cette droite, le plan tangent est com- 
mun a Tune et k Tautre surface. 

Puisqu'en L les deux surfaces ont un plan tangent commun, et qu'il en est de 
meme aux points M et N, trois plans quelconques menes par ces points couperont 
les surfaces S et S' suivant des courbes respectivement tangentes, 

A a, B6, Cc, et AV, B'6', CV, 

dont les trois premieres pourront etre adoptees pour directrices A^ la droite mobile G, 
quand elle decrit la surface S> tandis que les trois autres courbes seront les direc- 
trices relatives k S'. Gela pose, je fais glisser la gen^ratrice G sur les trois directrices 
Aa, B6, Cc, et je Tamfene dans une position infiniment voisine glmn : cette droite 
mobile n'aura pas cesse d'etre en meme temps sur la seconde surface S', parce que 
les courbes directrices de celles-ci, qui sont tangentes aux autres, ont de commun 
avec elles les elements lineaires L/; Mm, Nn; done les droites G et g, ainsi que 
toutes les positions intermediaires de la gen^ratrice, sont communes aux surfaces 
S et S', ce qui permettrait dejk de conclure que ces surfaces ayant de commun VeU-- 
ment superficiel com^ns entre G et gy et ind^fini en longueur, elles se touchent tout 
le long de la droite G. Mais pour etablir encore plus clairement cette consequence, 
coupons les surfaces S et S' par un quatrieme plan arbitraire^ mene par le point 
quelconque H : alors les sections seront deux courbes D rf et \i'd\ qui passeront 
necessairement par les de^x points H et A, oil ce plan sc'^ant rencontrera les 
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droites G et g; done les courbes D</ et D'd\ ayant deux points eommuns infiniment 
Yoisins, se toucheront suivant Telement HA, ou bien elles auroi^t la meme tangente 
BAT. Par consequent, les plans tangents de S et de S' au point H coincideront 
bien Tun avec I'autre, puisque chacun d'eux devra passer par les aroites GH et HT* 

576. Si les surfaces gauches S et S' sont des cyUndroides^ c'est-a-dire de celles 
qui admettent unplan directeur, il suffira, pour qu* elles se raccordent tout le long 
d*une generatrice commune G, qu'elles aient seulement deux plans tangents eom- 
muns en deux points de cette droite, et quen outre leplan directeur soit le mfi^me pour 
Tune et Tautre surface. Cette proposition se d^montrera precis^ment comme la pre- 
ccdente, et Ton doit voir tout de suite pourquoi, dans le cas actuel, on n'exige que 
deux plans tangents eommuns; car, dfeslors qtte lesdirectrices Aeiet A'<l', BfeetB'ft' 
[fig. 116) sont respectivement tangentes, et, qu'en outre, le plan directeur est le 
meme, cela sufBt evidemment pour que la droite g^ menee par le point /, ne puisse 
pas prendre deux positions difTerentes sur S et S', et soit ainsi commune k ces deux 
surfaces. 

Les deux theoremes precedents sur le contact des surfaces gauches, sont non- 
seulement utiles dans plusieurs questions de stereotomie oil Ton veut raccorder de 
pareilles surfaces, mais ils servent aussi de base k la methode par laquelle on con- 
struit leurs plans tangents ou leurs normales, dont la determination est encore 
n^cessaire pour former its joints des voussoirs de certaines voutes. 

577. {Fig. 117.) Du PLAN TAKGENT dont le point de contact est donne. Soient 
Aa, B6, Cc, les trois directrices d'une surface gauche quelconque S, et H le point 
d'une generatrice GLMN, pour lequel on demande le plan tangent. Je mene les 
tangentes LT, MU, NY aux directrices donnees ; et en faisant glisser la droite G sur 
ces trois tangentes fixes, j'obtiendrai (n^ 521) un hyperbolo'ide a une nappe qui 
aura evidemment en L, M, N, lesimemes plans tangents que S. Done ces deux sur- 
faces se toucheront (n^ 575) dans tons les points de la generatrice GLMN; et, par 
suite, la recherche du plan tangent de Ik surface S au point H sera ramen^e k celle 
du plan tangent de cet hyperboloide en ce meme point, probleme dont la solution a 
a ete indique au n^ 550. Mais il sera encore plus simple de recourir a un para- 
bolo'ide, comme nous aliens Texpliquer au n'^ 579. 

578. Observons d'abord que pour construire un hyperboloide de raccordement le 
long de la generatrice G, il n'est pas necessaire d'employer precisement les trois 
tangentes LT, MU, NY : il suffirait d'adopter pour directrices trois droites quelcon- 
ques, situees respectivement dans les plans GLT, GMU, GNY, qui toucbent la sur- 
face S aux points L, M, N ; car Thyperboloide ainsi forme aurait encore evidemment 
trois plans tangents eommuns avec la surface S. Par consequent, V hyperboloide de 
raccordement est susceptible d'une infinite de formes; aussi, parmi tons ces hyper- 
bolo'ides tangents, il y en aura un qui olTrira un contact plus intime avec la sur- 
face Sy et qu'on appelle hyperboloide osculateur : mais comme sa construction ne 
nous est pas utile k present, nous en parlerons en iraitant de la courbure des sur- 
faces {voyez n^ 744). 
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579. Un paraholoide de raccordement offre la m6tho(le la plus simple pour con- 
struire le plan tangent d'une surface gauche g6nerale S. En effet {fig. 117), dans 1ft 
plan tangent de S en N, lequel est determine par GN et NV, on peut toujours tracer 
nne droite NR qui soit parallele au mfime plan que les deux tangentes LT et MU; car 
cela se r6duit k couper le plan tangent GNV par un plan parallele a LT et MU. Alors, 
si j'adopte les trois droites DT, MU, NR, qui se troment paf-aUeles d unplan unique^ 
pour dirigerle mouvementde la gen6ratrice G, j'obtiendrai (n**555) un paraho- 
loide qui §iura encore trois plans tangents comniuns avecla surface S, dans les points 
L, M, N; done le plan qui touchcra S en H sera le meme (n^ 575) que le plan tan- 
gent du paraholoide ainsi forni6 : or ce dernier plan se construira par la methode 
trfes-simple du n° 556. Nous offrirons hientot un exemple de ces constructions dan« 
IeprobIemedun<>608. 

580. Lorsque la aurface S admettra elle-mdme un plan directeur P, il suffira 
alors d^adopter les tangentes LT et MU aux deux courhes directrices, pour faire 
glisser la gen^ratrice GLM parallelement au plan P; par Ik cette droite decrira imm6- 
diatement un paraholoide qui aura hien deux plans tangents eommuns avec 8 et fe 
mime plan direoteur. Done (n* 576) ce paraholoide touchera la surface S tout le long 
de GLM; de sorte qu*en construisant le plan tangent de ce paraholoide pour le point 
H (n^ 556), ce sera aussi le plan qui touchera la surface S en ce point {voyez 
Texemple du n° 598). 

581 . Si une des directrices lin^aires ^tait remplac^e par une surface directrice 2, 
a laquelle la generatrice de S devrait demeurer tangente {voyez n? 516), la courbe 
aa'oc";. .., form^e par la srite des points de contact des generatrices Ga, G'a\ 
G'ot^,..., avec 2, serait au fond la troisieme directrice lin^aire; mais, sans construire 
cette courbe ni sa tangente, il n'y a qu'k observer que le plan tangent de la surface S 
au point a est le meme que le plan tangent de la surface gauche proposee S, puisque 
Tun et Tautre doivent renfermer la droite Ga et la tangente de la courbe aaV...« 
Done il suf&ra de tracer dans le plan tangent de 2, relatif au point a, une droite 
quelconque aHy laquelle, jointe aux tangentes des deux autres directrices lineaires, 
servira eneore ^ former une surface auxiliaire du second degre, qui aura trois plans 
tangents eommuns avec S, et doQt on tirera le meme parti qu'au n^ 577. Cette me* 
thode trouvera des applications utiles dans les epures relatives aux escaliers en 
pierre ou en bois {voyez aussi 1' exemple du n® 604). 

582. Enfin, il peut arriver que la definition de la surface gauche S ne fasse pas 
eonnattre immediatement trois directrices, comme nous en avons cite des exemples 
au n^ 5i9; ou hien, que ces directrices etant donnees, on ne sache pas construire 
leurs tangentes. Dans ce cas, designon^ par G la generatrice sur laquelle est situe 
le point H oil Ton veut trouver le plan tangent, et construisons plusieurs genera- 
trices voisines,..., G,, G,, et G', G'',..., qui precedent et qui suivent la proposee. 
Alors, un plan tt, mene arbitrairement par la droite G, coupera ces generatrices 
voisines en des points a, , a, , a\ a^, qui fourniront une courbe a^aaa'a'^..., dont 
la rencontre a avec G fera connaitre le point dans lequel le plan tt touche la surface 
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S; en effet, ce plan it, renfermant la droite Ga et la tangente de la courbe ao'a'"..., 
sera bien tangent k S dans le point a. De memet en conduisant par la droite G un 
autre plan v!^ on trouvera le point § oil il sera tangent k S ; puis un troisifeme plan n'\ 
mene par G, touchera cette surface en un certain point y. Cela pose, dans les trois 
plans tangents tt, t:', <, on tracera des droites quelconques aR, ST, yV, que Ton 
adoptera pour directrices d'une surface gauche du second degr^, laquelle touchera 
bien la surface propos^e S tout le long de la droite G (n° 578); done la recherche 
du plan tangent de S au point H sera reduite k trouver le plan tangent de la surface 
auxiliaire du second degre pour ce memo point : probl^me qui se r^soudra comme 
au n^ 556 ou 530, selon que les trois directrices rectilignes auront 6t6 cholsies 
parallMes, ou non, a un memo plan. 

583. 11 r^sulte de la que tout plan tt, mend par une droite G d'une surface gauche, 
se trouve^ en general , tangent a cette surface dans un certain point a, qui se deter- 
mine en construisant, comme ci-dessus, la courbe a^a^alal' ...y suiTant laquelle ce 
plan coupe la surface proposee. Gependant, le plan n deviendrait asymptote de la 
surface, si la courbe cl^ol^oi! a"... ne rencontrait la droite G qu'a I'infini, ainsi qu'il 
est arriTe dans Thyperboloide au n^ 546; ou encore, si ce plan ne coupait pas 
les generatrices voisines de G^ comme dans le cas du paraboloide examine au n^ 561 . 

584. Ce qui pr^cfede nous permet de resoudre un problfeme int^ressant, du moins 
sous le rapport de la theorie : c'est de construire la tangente a une courbe D tracSe 
arbitrairementy et tout a fait inconnue quant k ses proprietes geom^triques, mais 
donnee par ses deux projections. 

Pour cela (*), faisons passer par cette courbe une surface gauche S qui ait pour 
directrices la courbe D et deux droites A et B, prises k Tolonte. Apres aToir construit 
la generatrice GH, qui passera par le point H donne sur la courbe Dt on saura 
trouTer, par le n® 582, le plan tangent de S pour le point H, sans employer la tanr- 
gente inconnue de la directrice D . De meme, en forman t une seconde surface gauche S% 
dont les directrices seraient la courbe D et deux droites A', B^ trfes-differentes des 
premieres, on saura construire aussi le plan tangent de S' pour le point donne H. 
Or, puisque la courbe D est en meme temps sur les deux surfaces S et S', sa tan- 
gente au point H dcTra Stre situee dans les deux plans tangents dont nous Tenons 
de parler; et, par consequent, elle sera foumie par I'intersection de ces plans. 

Pour simplifier les operations graphiques, on pourra former les deux surfaces 
gauches S et S', avec deux seules directrices D et A, D et k\ en y joignant d'ail- 
leurs un plan directeur commun P. Une seule surface S sufQrait evidemment, si la 
courbe D etait plane, puisque le plan de cette courbe devrait renfermer la tangente 
demandee. 



(*) Cette m^thode ing^nieuse est due k M. Hachette. Mais il faut avouer que, dans la pratique, la mul- 
tiplicity des operations qu'elle entratne ne produira pas un r^sultat plus certain que si Ton se contentait 
de mener cette tangente au moyen de la rdgle, en lui donnant un petit arc de commun avec la courbe 
propose. 
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585. Des plans tangents dont le point de contact nest pas donne. On peut ap- 
pliquer aux surfaces gauches les methodes gen^rales indiqu^es pour ces sortes de 
problemes dans lelivre Y; maisicit elles sont susceptibles de quelques simplifica- 
tions notables. 

Si le plan tangent k la surface S est assujetti seulement )k passer par un point 
donne^y le probleme admettra une infinite de solutions (n^ 549), lesquelles seront 
fournies toutes par la ligne de contact d'un cdne circonscrit a la surface S, et ayant 
son sommet en V. Pour obtenir cette courbe, il suffira de mener par le point V et par 
chacune des diverses generatrices G, G\ G'",..., des plans qui seront tangents k la sur- 
face S, en des points a, S, 7, . . ., que Ton saura construire (n^ 583) ; alors la courbe 
ccgy..., qui reunira tons ces points, sera la ligne de contact cherch^e. 

586. Cette marche sera fort commode, si la surface S est du second degre; car la 
ligne auxiliaire a, ol^ a'a" du n^ 582, qui sert k trouver le point de contact a du plan 
mene par la generatrice G, se reduira a une droite dont il suffira de construire deux 
points, et la courbe definitive ocSy.... sera elle-meme plane et du second degre 
(n^ 355). 

On pourrait ramener au cas actuel le problfeme du numero precedent, en construi- 
sant le paraboloide de I'accordement le long de chaque generatrice G de la surface 
quelconque S. 

587. Lorsque le plan tangent a la surface S devra etre parallele a une droite don-- 
nee D, on conduira par les diverses generatrices G, G', G"",... des plans paralieles a 
D; et en determinant (n° 583) leurs points de contact a, §, y,..., avec la surface S, 
la courbe aSy . . . sera la ligne de cont€u;t dun cylindre circonscrit dS et parallele 
d D; par consequent, cette courbe aSy . . . fournira toutes les solutions du problfeme 
propose {n° 578). 

588. Si la surface S est du second degre, on retrouvera les memes simplifica- 
tions qui ont ete indiquees au n^ 586; et Ton pourra aussi ramener au cas actuel 
le probleme analogue pour une surface quelconque S. 

589. Lorsque le plan tangent a la surface gauche quelconque S devr^ passer par 
une droite donnee D, il n'y aura qu'a suivre la marche generate indiquee au n^ 395, 
laquelle consiste a chercher les points communs aux courbes de contact de deux 
cones qui sont circonscrits k S, et qui ont leurs sommets places sur la droite D. 

590. Mais si la surface gauche est du second degre, on resoudra le probleme 
d'une maniere beaucoup plus simple, par les considerations suivantes. Le plan 
tangent cherche devra contenir, outre la droite D, les deux generatrices de Thy- 
perboloide (ou du paraboloide) qui se coupent au point de contact inconnu; done 
une, au moins, de ces generatrices ira rencontrer D en un point M, dans lequel 
cette dernifere droite traversera I'hyperboloide. 

D'apres cela, si Ton commence par chercher (n^ 534, 5°) les deux points M et 
M' oil la droite donnee D coupera generalement la surface; puis, si Ton construit 
les quatre generatrices MA et MB, M'A' et M'B\ qui passent par ces deux points, 
il n'y aura plus qu*a conduire par les droites D et MA, D et MB, deux plans qui sa- 
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tisferont au probleme, puisqu'ils seront langeDts quelque part a la surface (n*'545). 
D'ailleurs, comme le plan DMA renfermera evidemment la generatrice M'B', qui a 
un point M' dans ce plan, et qui necessairement rencontre MA, et que Tautre plan 
DMB contiendra semblablement la generatrice M'A% on voit que les points de con- 
tact a et 6 de ces plans tangents seront fournis immediatement par la rencontre de 
MA avec M'B', et de MB avec M' A', 

591. U resulte de la que le probleme en question sera impossible, toutesles 
fois que la droite D ne rencontrera pas Thypei^boloide. Cependant, il ne faut pas 
comprendre dans cette exclusion le cas oil cette droite, venant a coincider avec une 
arSte du cone asymptote, se trouverait elle-meme asymptote de la surface : alors le 
plan tangent demande serait celui qui touche ce cone le long de la droite D. 

592. Considerons enfin le cas oil le plan tangent cherche doit etre parallile a 
unplandonndn. Si la surface gauche S est quelconque, il faudra encore recourir 
a la marcbe generale du n^ 421 ; mais on pourra y substituer les methodes sui- 
vantes, lorsque la surface sera du second degre. 

593. Pour un hyperboloide gauche, on cherchera, comme au n® 548, les gene- 
ratrices A et B, A' et B', qui, dans les deux systfemes, se trouvent paralleles au 
plan 7r; on sait que les deux premieres seront paralleles entre elles, et que les deux 
autres ofTriront une relation semblable. Alors le plan conduit par les droites A 
et B', ainsi que celui qui passera par B et A', satisfera evidemment au probleme, 
puisqu'ils renfermeront chacun deux droites paralleles k tt et qui se coupent. D'ail- 
leurs, les points de contact seront immediatement fournis par la rencontre des ge- 
neratrices A et B', B et A'; et le problbme pourra admettre deux solutions, ou une 
seule, 6u aucune, suivant la discussion faite au n^ 547. 

594. Pour un paraboloide gauche, on trouvera encore plus facilement par le 
n"* 565, les deux seules generatrices A et B qui, dans les deux syst^mes, sont pa- 
ralleles au plan tt; et comme ces deux droites ne sauraient 6tre ici paralleles entre 
elles (n"" 554, 3^), le plan conduit suivant ces deux lignes sera bien parallele i ;r, 
et fournira la solution unique du probleme actuel. D'ailleurs, le point de contact de 
ceplan tangent sera donne immediatement par la rencontre des generatrices A etB. 

On aurait pu se contenter de construire une seule A de ces generatrices, puis de 
mener par celle-ci un plan parallele ^ n; mais alors il resterait k trouver le point 
de contact de ce plan tangent, en cherchant la seconde branche de son intersection 
avec le paraboloide, laquelle serait precisement la generatrice B. Le problfeme peut 
etre impossible ou indetermine, selon ce que nous avons dit au n^ 565. 
' 595. TBEOREME. {Fig. 1 18.) Dans toute surface gauche S, les diverses normcUes 
MN, M'N', M"N", . . . , menies par tous les points d'une mime generatrice G, Jorment 
toujours un paraboloide hyperbolique. , 

Si Ton designe par 2 la surface lieu de toutes ces normales, et qu'on lui fasse 
faire un quart de revolution autour de la droite G, chaque normale MN, qui est 
deja perpendiculaire k cet axe de rotation, decrira un plan et se rabattra suivant 
une droite MX, qui formera des angles droits avec GM et MN; par consequent, MT 
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se trouvera dans le plan tangent de la surface S. D'ailleurs, comme ce d^placement 
simultane de toutesles normnles altfere settlement la position de la surface 2, et non 
sa forme, il suffira d'examiner quelle est la nouvelle surface 2' produite par les 
diverses droites MT, M'T\ M"T", ..., qui sont tangentes k S, et qui satisfont en 
outre k la condition d'etre tontes perpendicidaires a la g^neratriceG. 

Pour cela, je fais glisser la droite G sur trois quelconques de ces tangentes, sa- 
voir : MT, M'T', M"!"'; et, comme ces directrices sont evidemment paralleles a un 
meme plan, je forme ainsi un paraboloide (n^ 553) qui, ayant les memes plans 
tangents que la surface S aux points M, M', M', touchera cette surface (n® 575) 
tout le long de GMM' . Or je dis que les auires tangentes M*'T'^, . . . , sont pareillement 
situees sur ce paraboloide; car si je le coupe par un plan perpendiculaire kGM et 
mene par le point IW, on sail (n^ 551) que la section sera une droite M^'R qui, it 
cause da raccordement etabli entre S et le paraboloide, se trouvera contenue dans 
le plan tangent de la surface primitive S, c'est-k-dire dans le plan GM*'T"' : d'ofe 
11 suit que les deux droites IWR et WV coincideront entierement, puisqu'elles 
seront Tune et Tautre perpenJiculaires k GlVr, et placees toutes trois dans un mfime 
plan GM'^T*'. Done WTT est bien situee sur le paraboloide que nous avons construit 
avec les trois premieres tangentes. D'ailleurs, comme ce raisonnement s*appliquerait 
k toutes les autres tangentes de S, pcrpendiculaires a la g6neratrice G, il demeure 
prouve que la surface 2', lieu de ces tangentes, est un paraboloide hyperbolique;, 
et la meme conclusion s'etend a la surface 2, formee par les normalesMN, M'N',..., 
puisque celle-ci ne differe de 2' que par sa position dans Tespace (*). 

Ce tb^oreme, remarquable par sa grande generalite, puisqu'il subsists pour 
toutes les surfaces gauches, servira k assigner la nature de& joints normauxdans 
les voutes ou la douelle sera gauche, et a pr^voir aussi la forme des sections faites 
dans ces joints par ces divers plans. 



*—* 



CHAPITRE v. 

EXEMPLES DIVERS DE SURFACES GAUCHES. 

Si**. Conoide droit. 

596. (Fig. xoii.) Nous avons dit (n^ 520) qu'un conoide etait la surface engen- 
driepar une droite mobile^ quis'appuie constamment sur ur^E droite et sur une courbe 
JixeSy en demeurant parailele a unplan donnd. Ici, nous prendrons ce plan directeur 
pour le plan horizontal de projection, et pour directrices, Tellipse (AZ'H, AH) et 
la verticale (O'Z', 0); cette demifere etant perpendiculaire au plan directeur, le 
conoide sera droit. Les diverses generatrices se construiront bien ais^ment, puis«- 

(*) Cette demonstration fort simple, et purement synthdtique, est due k VL.J.Bineu 

3i. 
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qu'il suffira de conduire un plan horizontal arbitraire B'G', qui coupera I*axe au 
point (0, 0") et Tellipse au point (B'B), (G'G); puis, en joignant ces points, on 
trouvera (OB, O'B') et (OG, 0"G') pour deux generatrices du conoide, etlesautres 
s'obtiendront d'une maniere semblable. 

597. II est certain que celte surface sera gauche; car, quelque rapproch^s que 
soient deux points B' et C pris sur la directrice, les generatrices correspondantes 
(BO, B'O") et (CO, CO'') ne seront point paralleles, puisque leurs projections 
horizontales se coupent en : et d'ailleurs ces generatrices ne pourront se couper 
dans I'espace, atlendu qu'elles sont situees dans des plans horizontaux difTerents. 
En outre, il faut observer que ces droites, prolongees indefiniment, formeront une 
seconde nappe projetee dans I'espace angulaire aOh; et que la verticale (0, O'Z'), 
suivant laquelle se coupent les deux nappes de la surface, sera une ligne de stricUon, 
attendu qu'elle indiquera la direction de la plus courte distance entre deux gene* 
ratrices quelconques. 

598. Le plan tangent de ce conoide, pour un point (M, M') donn6 sur une gene- 
ratrice, s'obtiendra en appliquant ici la melhode generale indiquee au n^ 580. Je 
trace done la tangente B'T au point de I'ellipse oil aboutit la generatrice en ques- 
tion (0MB, O'M'B'); et, comme Tautre directrice (0, O'Z') est une droite qui est 
elle-meme sa propre tangente, je la conserve, et je fais glisser sur celte verticale 
et sur la tangente B'T la generatrice (0MB, O'^M'B'), toujours horizontale : par la, 
j'obtiens un paraholoide de raccordementy dont une seconde generatrice du nieme 
systeme est evidemment la droite TO, tracee dans le plan horizontal de projection. 
Alors, je coupe les deux generatrices OT et (0MB, 0"M'B') par leplan vertical 
MP, ksiAemmexii parcdlele aux deux directrices^ lequel devra donner (n® S|51) pour 
section dans le paraholoide une droite du second systeme, qui sera (MP, M'P'). 
Celapose, le plan qui passera par les deux droites (MP, M'P') et (MB, M'B'), situees 
Tune et I'autre sur le paraholoide, sera bien le plan tangent de cette surface auxi- 
liaire, et aussi du conoide propose, puisque ces deux surfaces seraccordent (n^576) 
tout le long de la generatrice (0MB, 0"M'B'). Or il est facile devoir que ce plan 
aura pour trace horizontale la droite Pa, parallele a MB, et pour trace verticale la 
droite aB', qui doit se trouver aussi parallele k M'P'; ainsi, PaB' est le plan tangent 
du conoide pour le point (M, M'). 

599. Si Ton voulait avoir le plan tangent relatif a un autre point (N, N') situe 
surlameme generatrice, le paraholoide d^jk construit servirait encore ; il suffirait 
de le couper par le plan vertical NQ, parallele aux deux generatrices, et la section, 
qui serait la droite (NQ, N'Q'), combinee avec la generatrice (NB, N'B'), fournirait 
leplan Q6B' pour eel ui qui touche le conoide en (N, N'). On reconnait ici que les 
divers plans tangents de cette surface, le long de la generatrice (OB, OB"), sont 
bien distincts les uns des autres, quoiqu'ils contiennent tons cette generatrice; et, 
par suite, leurs traces horizontales sont toutes paralleles a OB. Enfin, si Ton assi- 
gnait le point de contact en (0, 0"), le plan tangent deviendrait le plan vertical OBB'. 

600. II est bon d'observer que toutes les droites B'T, M'P', N'Q',, .. , doivent 
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aller rencontrer la verticale O'Z' en un meme point que j'appellerai ci>'; car ce sont 
les projections d'autant de generatrices du paraboloidct appartenant au second sys- 
teme, et qui doivent toules s'appuyer sur la genera trice du premier mode (OO'w'). 
D'ailleurs, comme les droites M'F, N'Q',.... seraient evidemment les tangentes des 
sections faites dans le conoide par les plans verticaux MP, NQ,..., la relation pre- 
cedente s'accorde bien avec la nature de ces cobrbes, qui sont ici des ellipses ayant 
toutes un cuce commun O'Z'. Eiles se construiraient aisement, en projetant sur le 
plan vertical les points oil chaque plan, tel que MP, rencontre les diverses droites 
OA, OB, OB', . . . , du conoide. 

§ a. Conoide circonscrit a une sphere 

601. [Fig^ ia3.) Imaginons une droite mobile qui^ restant toujours horizontale, 
s'appuie sur une droite fixe (AH, A'H') et sur une sphere (RI, OT) a laquelle elle 
demeure tangente : la surface ainsi decrite sera encore un conoide, dans lequel la 
directrice curviligne sera remplacee par une surface que devront toucher les diverses 
generatrices. Pour obtenir ces dernieres, on menera un plan horizontal quel- 
conque CS', qui rencontre la droite fixe au point (G, C), et coupe la sphere sui- 
vantun cercle du rayon E'S'; alors, en conduisant a la projection horizontale de 
ce cercle les deux tangentes CM et Cm, ce seront deux generatrices du conoide, qui 
seront projetees verticalement suivant la droite unique Cm\ D'ailleurs, si Ton pro- 
jette sur cette derniere droite les points de contact M et m en M' et m', puis si Ton 
repute des operations semblables pour tons les plans horizontaux qui peuvent couper 
la sphere donnee, on obtiendra une courbe fermee 

(RLMNPQRjp/im/R, R^'M^NT'C'RY/^'^'/wTR') 

pour la ligne de contact de la sphere avec le conoide circonscrit : cette courbe, si 
elle avait ete connue primitivement, aurait pu remplacer la sphere directrice. 

602. Afin d'obtenir plus de nettete dans notre epure, nous avons suppose ici 
que les generatrices du conoide etaient terminees a leurs points de contact avec la 
sphere, ce qui laisse visible toute la partie de cette surface, situee au delk de la 
courbe de contact par rapport a la droite (AH, A'H') ; mais, en de<;a de cette droite> 
il existe une seconde nappe du conoide, dont la partie superieure et visible sut leplan 
horizontal se trouve formee par les prolongements BX, Cjx, Dv,..., des generatrices 
inferieures B/, Cm, D/i,..., de I'autre nappe, et reciproquement. D'ailleurs, pour 
completer le contour apparent du conoide sur le plan horizontal, il faudrait tracer 
les convhes erweloppes des droites AR, B/, Cm,..., et GR, FQ, EP,...; courbes qui 
seraient fournies immediatement par les intersections successives de ces genera- 
trices, si, en les multipliant davantage, nous n'avions pas craint de jeter quelque 
confusion dans Tepure. 

603. ki, la droite (AH, A'H') n'est plus une ligne de suiction^ comme cela arri- 
vaitdans I'exemple du vP S97; mais, par les raisons citees dans cet article, on verra 
que la surface actuelle est encore gauche^ aussi bien que tous les conoides. 
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604. Cherchons le plan tangent relatif a un point quelconque (V, V) aitue sur 
la (i^eneratrice (CM, CM'); et coranie ici la seconde directrice est une surface et 
non une courbe, empjoyons la methode du n® 581. Je construis done, (J'^^bord, une 
tangente de la sphfere au point (M, M'), et, pour plus de simplicite, j'adopte la tan- 
gente du meridien, qui est evidemment (RMT, Z'M'T'); puis, en faisant glisser 
surcette tangente etsur la directriee rectiligne(AH, A'H') la droite (CM, CM'), 
toujours horizontal e, je forme un parabolo'ide qui raccordera [vl^ 576) le conoide 
tout le long 4© cette generatrice : d'ailleurs, une seconde position de cette droite 
mobile sera evidemment la ligne TH, situee dans le plan horizontal de projection. 
Cela pose, je mfene par le point (V, V) un plan parallele aux deux directrices 
(AH, A'H') et (MT, M'T'); ce plan, qui a pour trace horizontale la ligne XY, facile 
k irouver, doit donner, dans le paraboloide, une section rectiligne (n^ 551), 
laquelle est, par consequent, la droite (aV, a'V) : alors cette droite, jointe k 
(CVM, CV'M'), determinera un plan aS/, qui sera tangent au paraboloide, et aussi 
au conoide primitif dans le point (V, V). 

605. Ce plan, quoique tangent au conoide, doit couper cette surface (n^512 
et 585) ; et Tintersection totale se composera de la droite (CVM, CV'M') et d'une 
courbe passant par le point (V, V), laquelle s'obtiendra aisement en cherchant les 
points de rencontre du plan aS/ avec les diverses generatricss du conoide que nous 
avons construites. 

t 

% Z. Le Biais passiy dit Come de vache. 

* 

606. {Fig* laa.) Cette surface, employee quelquefois k vouter un passage biais 
compris entre deux 'plans verticaux paralleles AC et BD, a pour generatrice une 
droite mobile qui s'appuie constamment : i° sur le cercle vertical ( AZ'B, AB) ; a® sur 
un second cercle (CZ'D', CD), 6gal et parallele au premier; 3*^ sur une droiteO'00% 
perpendiculaire aux deux cercles precedents, et meneepar le centre du paralle*- 
logramme ABCD. Pour consbruire les diverses positions de la generatrice mobile, 
on m^nera par la droite 00' un plan quelconque OO'E'; il coupera les deux cercles 
aux'points (K', E), (L', L), et en les joignant par une droite (EL, E'L'), ce sera 
une generatrice de la surface en question. De meme (M'N'O', MNO") sera une autre 
position de la droite mobile; et, quand cette ligne viendra passer par les deux 
points des circonferences qui sont projetees en Z', elle se trouvera horizontale, et 
ne rencontrera plus la directrice 00' qu*k Tinfini. Au dela de celte position, la 
generatrice mobile s*inclinera en sens contraire, et ira couper la directrice 00' der- 
rifere le plan vertical (*)• 

(*) n y aurait, k la v^rit^, un autre moyen de faire remplir k la droite mobile la condition de s'appuyer 
constamment sur les trois directrices assignees. Car, si cette droite, passant toujours par le point fixe 0, 
glissait sur le demi-cercle supSrieur (AZ' B, Afi), elle rencontrerait n^cessairement aussi la mo\l\6 tnfirfeiire 
du second cercle, et rfeiprnquement; de sorte que la surface ainsi produite strait im odne du second 
degr6. Mais, comme on aper^it bien que la position de cette surface n est point propre k former nmk vixkle 
qui recouvre Tespace ACDB, nous n^Ugeons ici ce mode de g^n^ration. 



CBAPITBE V. — EXEnPLBS DE SURFACES GACCHES. 2^'J 

607. La surface ainsi produite est gaucJie. En effet, pour passer de la position 
(M'N'O', MNO') ^ une position infiniment voisine, la generatrice pent 6tre censee 
glisser sur les deux tangentes M'T' et (N'V% NV ) ; et comme evidemment ces tan- 
gentes ne sont pas dans un meme plan, 11 en arrivera autant pour deux generatrices 

• voisines. D'ailleurs, deux generatrices quelconques se trouvent dans des planj? 
menes suivant 00', et ne pourraient se couper que sur cette droite; or elles vont 
la rencoijtrer en des points differents, comme on le voit par les projections hori- 
zontales BD, KL, MN,..,- H est bon d*observer que ces diverses projections for 
meront, par leurs intersections successives, une courbe enveloppe de toutes ces 
droites, et qui sera le contour apparent de la surface sur le plan horizontal. Quant 
a la nature de cette courbe, et a I'equation de la surface elle-meme, on pourra 
consulter VAncdyse appUquee a la geometrie des trots dimensions^ chapitre XV. 

608. Construisons le plan tangent de cette surface gauche, pour le point (G,G') 
donne siir la generatrice (MNO", M'N'O'); et pour cela, formons d'abord un para- 
boloide auxiliaire ayant pour directrices trois tangentes de la surface qui soient 
parallelesd un miineplan (n^ o79) . Deux de ces directrices seront les tangentes M't' 
et (N'V, NV) ; la troisieme doit etre une droite parallele au plan vertical, et men6e 
par le point 0'" dans le plan qui touche la surface en ce point. Or ce plan tangent, 
devant contenir la droite 0"0' et la generatrice (MNO", M'N'O'), est pr^cisement 
le plan 0"0'M'; et, par suite, la troisieme directrice du paraboloide auxiliaire est 
(0"iUL, O'M'). 

Cela pose, je fais glisser sur ces trois directrices la droite mobile (MNO"', M'N'O'), 
et je cherche la position qu'elle prend, lorsqu'elle arrive au point (V, V) par 
exemple. Pour cela, je conduis par ce point et par la directrice (0"|j., O'M') un plan 
dont la trace horizontale est evidemment 0"Va, et la trace verticale une droite a6', 
parallele a O'M'; puis, comme ce plan rencontre la premifere directrice M'T aii 
point (6', 6), j'en conclus que (6V7, fi'V'/) est une seconde position de la genera- 
trice (MNO", M'N'O') du paraboloide auxiliaire. Maintenant, je coupe ces deux 
lignes par le plan vertical GH, parallele aux trois directrices, et la droite (GH, G'H') 
est une generatrice (n^ 551) appartenant au second mode de generation du pa- 
raboloide; par consequent, le plan qui passera par les droites (GH, G'H') et 
(MNO", M'N'O'), savoir 0"PM', sera bien le plan tangent du paraboloide, et aussi 
de la surface gauche proposee, pour le point en question (G, G'). On observera 
que la trace PM' doit se trouver precisement parallele a la projection verticale G'H' 
d'une des droites que contient ce plan. 

S'il fallait (comme dans la Stereotomie, n? 660) trouver la tangente au point 
(G, G') de la section faite dans cette surface par un plan vertical XY, parallMe aux 
cercles de tete, on n'aurait pas besoin d'achever la construction du plan tangent; 
car la droite (GH, G'H'), qui doit etre dans ce plan tangent, et qui se trouve deja 
dans le plan de la courbe, serait Evidemment la tangente demandee. 

609. De la on conclura aisement la normale de la surface gauche au point 
(G, G'); et en construisant de meme les autres normales pour divers points de la 
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portion (M'N^ MN) dela generatrice, on obtiendrait ud paraboloide hyperbolique 
(n^ 595 )y qui serai t propre a former le joint normal die^ cette petite voute. 

§ 4* ^^ HeUcoides gauches. 

610. {Fig. 124.) Apres avoir construit une helice a base circulaire (ABCD. .•, 
A'B'CD'H'A^H"), imaginons une droite mobile (AO, AV) qui glisse sur cette helice et 
surson axe (0, O'Z'), enfonnani (taiUeurs un angle constant avec eel a^e : nous pro- 
duirons ainsi un helicoide qu'il ne faut pas confondre avec theUcoide d^eloppable 
deja considere au n^ 456 ; car celui dont il est ici question est gauche, comme nous 
allons le demontrer, apres avoir appris k construire les diverses positions de sa 
genera trice. 

611 . Pour obtenir celle qui passera par le point quelconque (F, F') de Thelice, 
prenons sur I'axe vertical un intervalle a/\ egal a la difference de niveau des 
points (F, F') et (A, A'), et la droite (F/', FO) sera la generatricedemandee; car 
elle formera, avec I'axe et le rayon du cylindre qui aboutirait au point (F, F'), un 
triangle rectangle evidemment egal a AVO' : de solrte que les angles aux sommets 
de ces deux triangles seront bien les memes, comme Texige la loi de mouvement 
citee plus haut. Mais, pour rendre cette operation plus uniforme et plus simple, 
on observera que le trace de Thelice primitive a dejk conduit (n^ 451) a diviser la 
circonference ABCH.., et le pas de Thelice A' A" en un meme nombre de parties 
egales, ici quatorze; par consequent, si Ton commence par marquer sur Taxe ver- 
tical, a partir du point a', des intervalles a'b\ h'c\ dd\ rfV, e!f\ . . . , tons egaux 
aux divisions dii pas de I'helice, il n'y aura plus qu'a joindre par des droites les 
points correspondants B' et h\ C et d , D' et rf',..., pour obtenir les projections ver- 
ticales B'ft', CV, D'rf', . . . , des diverses generatrices projetees horizontalement sur 
les rayons BO, CO, DO , . . . . 

612. D'apres cette construction, il est evident que deux generatrices, quelque 
rapprochees qu'elles soient, ne se trouveront jamais dans un meme plan. Car, 
i^ elles ne sont point paralleles, puisque leurs projections horizontales se coupent 
en 0; 2^ elles ne se coupent pas, puisque les points situes sur la verticale y seront 
places k des hauteurs diiferentes : done cet helicoide est une swrfojce gauche. 

615. Puisque les divers triangles rectangles formes par chaque generatrice avec 
Faxe et le rayon du cylindre qui aboutit au point correspondant de Thelice, sont 
(n^ 611) tous egaux a Ma'0\ il s'ensuit que la portion de la droite mobile, com- 
prise entre Taxe et Tbelice directrice, conserve toujours la meme longueur; par con- 
sequent, on pent aussi regarder Thelicoide gauche qui nous occupe, comme engen- 
dr^ par une droite de longueur constante (AO, A' a') qui glisse sur une hdlice a hose 
circulaire et sur son axe. 

614. Dans ce mouvement, oil la longueur de la generatrice et son inclinaison 
sur I'axe demeurent in variables^ il est evident qu'un point quelconque (a, a') de 
cette droite mobile, reste a une distance constante aO de I'axe vertical (0, O'Z'), 
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c'est-Ji-dire que ce point se meut sur le cylindre droit -qui a pour base le cercle 
aSy.... En outre, eomme les deux extremit^s de la g^neratrice s'el^vent, a la fois, 
d'une quantity 6gale afb\ ou afc\ ou a'd\..., il en sera de inline du point (a, a'), 
dont les ordonnees verticales, comptees a partirduplan horizontal a!(^\ seront tou- 
jours egales aux ordonnees du point (A, A') au-dessus du plan A'O'. Or celles-ci 
sont, par la nature de I'helice que parcourt le point (A, A'), proportionnelles aux 
arcs AB, AC, AD,..., ou bien aux arcs aS, ay, ac?,...; done aussi ces derniers sont 
proportionnels aux ordonnees des positions qu'oecupe le point (a, a!) au-dessus 
du plan horizontal o'oi)', lorsqu'il se projette successivement en S, y, c^,... ; par con- 
sequent (n® 446), la courbe 

decntepar un point quelconque (a, a')dela generatrices pendant son mowement^ est 
une helice de mime pas que Vhdlice primitive ^ mais tracee sur un cylindre concentric 
que au premier. 

Pour construire cette helice, il suffirait, apres avoir d^crit le cercle du rayon Oa, 
de projeter les points S, 7, c^,..., en S', 7', <^,..•, sur les generatrices dejk trac^; 
mais, afin d'eviter la rencontre de lignes trfes-obliques, il vaudra mieux couper ces 
generatrices par des horizontales elevees au-dessus de a'co^ de 1,2, 3>---f fois I'in- 
tervallea'6'. 

615. D'aprfes cette propri^te, on pourrait aussi definir Thelicoide gauche comme 
engendre par une droite qui glisse constamment sur deux hdlices concentriquesj de 
rayons indgaux^ mais de m&m^ pasy et sur Paxe commun de ces deux courbes. Par la, 
on assignerait trois directrices a la surface, et les autres conditions enoncees aux 
n^ 610 et 615 se trouveraient remplies d'elles-memes. 

616. II est evident que Thelicoide gauche admet encore une nappe supdrieure^ 
laquelle serait engendree par le prolongement a!\]' de la droite {a!A!y OA) qui a 
dejk decrit la nappe inferieure, Cette derniere est la seule que nous ayons voulu re- 
presenter ici, afin d'en laisser voir plus distinctement la forme; toutefois, nous fe- 
rons observer que non-seulement les deux nappes auraient de commun la droite 
(0, O'Z'), m^\^ qu^ elles se couperaient encore suis^ant une ou pbisieurs helices demSme 
pas que r hdlice (ABCD, A'B'C'D'.--). En effet, si Ton compare deux positions de la 
gen^ratrice qui soient situees dans le meme meridien, telles que (AO, A!a'\i') et 
(OH, h'W)^ on voit qu'ellesse coupent en un point u! commun aux deux nappes, et 
qui restera constamment sur Tune et sur Tautre, lorsqu'il sera entrain6 par le mou- 
vement simultane de ces deux droites autour de Taxe. Or nous avons demontre 
(n^614) que, dans ce mouvement, un point quelconque a' ou u' de la gen^ratrice 
decrivait une helice concentrique avec (ABCD, A'BX'D'...) et de m^me pas que 
celle-ci : done, c'est bien une telle courbe qui formera Tintersection des deux nappes 
de rhelicoide; et il existerait d'autres sections analogues, si Ton prolongeait les 
generatrices assez loin pour que A'a'U' rencontrat h^W^ h^Wy...^ ea des points 
u!\ u"",..., qui d^criraient encore des helices communes aux deux nappes. 

G^omitrie Leroy. . 3 2 



a5o |JVft|{ VII. — DDK SVftrACIES fiAt'CHES, 

617. {Fig. I «40 Bepresentation gritphique delasurface. Elle est donnee par Xtn^ 
semble des generatrices successives que nous avons construites; etsi Ton restreinl 
rhelieoide a sa nappe infirieure, et que I'ou termine les generatrices aux points oil 
elles s'appuient stir Thelice directrice (ABCD,...» A'B'CD'...), le contdur apparent 
de la surface, sur le plan horizontal, se reduira au cerde ABCHLA. 

Quslntau plan vertical de projection, le contour apparent se composera d*aboni 
des portions A'B'CD'G'H'L' et P'Q'A"B"C'T"H"L" de Thelice directrice; puis, de 
di verses courbes symetriques X'Y'B', a?'yL', X"Y"B",..., qui seront les erweloppes 
des projections verticales des generatrices. En effet, les droites A'a', B'6', C'c', D'rf', 
formant avec Taxe O'Z' des angles qui vont toujours en diminuant, produiront par 
leurs intersections successives un polygone dont la convexite sera tournee vers 
I'axe; etsi Ton con^oit ces generatrices multipliees indefiniinent, ce polygone de- 
viendra une courbeX'Y^B', tangente k chacune de ces droites, et qui aura pour 
asymptote la generatrice particuliere d S! dont Tinclinaison sur Taxe est maximutn 
en projection verticale. Gette courbe touchera aussi I'axe 0'Z\ qui est lui-meme la 
projection d'une generatrice de la surface, en un certain point X\ situe entre d' et e'\ 
puis, elle continuerait a avoir pour tangentes les prolongements des generatrices 
E'^', pys G'^\ Whly dont la derniere serait une nouvelle asymptote. Mais, comme 
ici la nappe superieurede Thelicoide n'existe pas, la courbe enveloppe des genera- 
trices se reduira a la partie comprise depuis le point X', jusqu'au point (situe vcrsB') 
Ott la g^deratrice de rhelieoide se trouve en projection verticale, tangente a la sinu- 
soide A'B'G'D'; seulement, dans cette derniere partie, la courbe enveloppe secon- 
fondra sensiblement avec la droite B' h\ 

De meme, la branche cdyV du contour apparent se tracera en la rendant tangente 
a Taxe entre les points n', p\ et tangente aussi aux generatrices n'N', m'M', TL', 
jttsqu'acequ'elletouchelasinusoideH'L'M'; etsi Ton devait la prolonger plus loin, 
elle aurait pour asymptote la generatrice A'H'. Enfin, on oparera semblablement 
pour les autres branches X^Y'B", x"f\!' (*). 

618. Sections remarquables. Si Ton coupe Thelicoide gauche par un plan oiene 
suivant I'axe (0, O'Z'), on aura ^videmment pour section des lignes droites, qui 
seront autant de positions diverses de la generatrice ; etsi Ton employait, pour cou* 
{)er la surface, un cylindre vertical aSy&Xi:, concentrique avec Th^lice directrice, 
il r^sulte de ce que nous avons prouve au n^ 614, que la section serait une autre 
h61icea'6'y'(^X'7r'..., dememe pasque A'B'C'D'L'P'.... 

619. Maintenant, coupons Thelicoide par un plan horizontal quelconqueG"a^K". 



(*) Nous conseillons ici de tracer les courbes X'Y'B', x'/L',...^ en les rendant simplement Ungentes 
& la sinuso'ide et aux projections des g6n6ratrices^ parce que ce proc6d6 offrira toute la precision graphique 
que Ton peut d^sirer, en muitipliant suflSsamment les generatrices qui sont trte-fladles k conflftruire. Cepen> 
dant, si Ton voulait deierminer les points de contact de cette conrbe, il p'y aurait qn*^ mener par chaque 
generatrice un plan perpendiculaire au f.lan vertical; puis, chercher le point oO ce plan serait tangent a 
rhelieoide, en eniployant la methode que nous exposerons au n"" 627 : alors, la suite de tous ces points de 
contact appartiendralt rigoureusement au contour apparent X'Y'B' de la surface: mals cette marche serait 
trte-laboriettse. 
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llsufiira de projeter, sur le plan horizohtal, les points G", W", i'\ S",..., oil lepUn 
secant rencontre les projections verticales des generatrices de la surface, et Ton 
obtiendra laspirale OIKSeWG.-m qui s'ikendrait indefiniinentt si Ton prolongeait 
assez loin les generatrices suivantes h"B!\ /''L",.... D*atlleurs, si la nappe superieure 
(n° 616), formee par le prolongement des droites Wr\ Q'y',..., e^istait ici, elle 
serait coupee par le meme plan (i"a!'W\ suivant une autre branche Oii;c^... appar- 
tenant a la meme spirale, et ces deux branches auraient pour tangente commune le 
diametre AOH; car les rayons OKC, GIB soht des secantes dontles deux points do 
section avec la spirale se reuqissent en un seul 0, quand on arrive a la position OA. 

620. La section que nous venous d*obtenir est uae tpirak (T Archimede. En eilFet« 
d*apres la manifere dont nous avons construit (n^ 611) les generatrices de Theli- 
coide, chacune de ces droites a pour diffiereace de niveau, entre ses deux extremites, 
an intervalle constant egal a Q'a\ qui comprend ici six divisions du pas de Tbdlice; 
puis, comme les points F\ B", D'\..., sont au-des$otts du plao Q/'a!' de i» 2, 3>..m 
de ces divisions, il en resulte evidemment que, dans Tespace, 00 a 

F'W = iP/% E"£" = |E"«", D"S" = f D"rf^.... 

Or, les projections horizontales de ces droites devant 6tre divisees dans U m^me 
rapport, on aura aussi 

FW = |FO, E£ = |EO, DS=|DO,..., 

ou bien 

OI = i-OB, OK = |OC, OS=:|OD,.... 

D'apres cela, on voit que, pour un point quelconque W de la spirale, on aurait la 

relation gen^rale 

DW AF pa 

OF=AG^ ^^ R = iV 

en appelant p le rayon vecteur de ce point, u Tangle corrpspondant mesure dans 
le cercle qui a pour rayon Tunit^, et R le rayon donne OA. Ainsi, puisque Tequa- 
tion precedente prouve que p et a croissent proportionnellement, la courbe est 
bien une spirale (TArehimide; mais pour y introduire, suivant I'usage, le rayon 
vecteur constant R' qui correspond a la premiere revolution totale, il n'y aura qu*a 
prendre 

R'=:i4R, etilvien4ra /> = R— • 

La fraction ^ exprime ici le rapport du pas de Tbelice A' A'', avec la hauteur O'rf 
que nous nous sommes donnee arbitrairement, pour fixer la premiere generatricc 
de FlieUcoide gauche* 

621 . {Fig. 1 24* ) Duplan tangent pour un pomt donni sur une generatrice quel- 
conque (DO, H'd'). Supposons d'abord que le point assigne soit (D, D'), sitqe* sur 
Fhelice directrice : alors, en tirant la droite DT 6gale i Fare AD, et perpendiculaire 

32. 
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surDO, on sait (n^ 449) que le point (T, T') sera le pied de la tangente a Fhelice; 
par consequent, le plan tangent relatif au point {D, D') se trouvera determine par 
I'ensenible des deux droites (DO, D'rf') et (DT, D'T'), et ce plan aura evidemment 
pour trace horizontale la ligne VT. 

Maintenant, soit (^, ^) un point quelconque de la menie generatrice. On sait 
(n** 614) que par ce point il passe une helice dont la naissance (a, a') se determine 
en decpivantl'arc c^a, et projetant a en a' sur la generatrice Aa\ D'ailleurs, sans tra- 
cer cette courbe, sa tangente est facile a construire ; car, si aprfes avoir mene la 
droite TO, on tire &d parallele a DT, il est evident qu'on aura &S = &a: done, en 
projetant 6 en 6' snrXe plan de naissance (da^' ^ on obtiendra le pied (d, ^') de la 
tangente cherchee, qui sera (c?S, c^S'). Cela pose, le plan tangent au point (c^, c^) 
de rhelico'ide, devant contenir cette tangente ainsi que la generatrice (c^O, $' d') 
qui vient percer le plan horizontal uiloi au point (^, §'), il aura evidemment pour 
trace, sur ce plan de naissance, la droite |d ; et sur le plan horizontal primitif, sa 
trace sera Yr, parallele a ^0. 

On opererait semblablement pour un nouveau point (({;, ^l^') de la generatrice 
(DO, D'rf'), en employant toujours le triangle rectangle TOD, dans lequel on trace- 
rait, parallelement k DT, la droite ^^ qui fournirait le pied (^, ^') de la tangente a 
rhelice passant par le point ((p, ^'). 

622. II importe ici de remarquer que, pour tons les points d' une mime genera-^ 
trice (DO, D'rf'), les triangles rectangles TDV, fic?^,..., auront des hoses egales 
DV = &^= ... En effet, la hauteur du point (D, D') au-dessus de (A, A') est evi- 
demment la meme que celle du point (c^, e^) au-dessus de (a, a'); par consequent, 
les portions D' Y' et &'S,' de la generatrice sont egales, et il doit y avoir aussi egalite 
entre leurs projections horizontals DY et c^|. Mais Tangle a la base, Y ou ^, de ces 
triangles est variable; tandis qu'il serai t constant et la base variable^ pour les divers 
points d'une meme helice, attendu qu'en passant du point D aux points G, B,..., les 
cotes DY et DT varient dans le meme rapport. 

Il resulte de la que les plans qui touchent Thelicoide dans les divers points d'une 
meme helice sont egalement inclines sur le plan horizontal. 

625. Obseryons encore que, pour tons les points d'une meme generatrice 
(DO, D'rf'), to pieds des tangentes aux helices sont tous situes sur la droite (TO, T'a'), 
ce qui permettrait d'obtenir la projection verticale Q' sans recourir (n^ 621 ) au plan 
de naissance a'w'. En effet, les hauteurs des deux points (0, a') et (5, 5') au-dessus 
du plan horizontal primitif fournissent evidemment les rapports egaux 

OV ._ AV _ AO _ DO _ TO. 
0'«' ~ A' a' "" Aa "" DJ ■" TO ' 

or Tegalite entre la premiere et la derniere de ces fractions indique que les ordon^* 
nees verticales des points (0, a') et (S, 9') sont proportionnelles a leurs abscisses 
compt^es du point (T, T'); done ces trois points se trouvent en ligne droite. 
624. 11 suit de la que les tangentes (DT, DT), (<?9, (^fi'), (^?, f ^')--^ a«x 
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helices decrites par les divers poiots de la generatrice (D0» 'D'd')^ s'appuient toutes 
8ur les deux droites fixes (TO, T'a') et (DO, D'tf) ; et d'ailleurs» comme ces tangentes 
soDt evidemment paralleles a un meme plan vertical DT, il en resulte (n® 549) 
qu'elles forment, par leur ensemble, un parabohide hyperboUque qui touche la sur- 
face de Fhelicoide tout le long de la g6neratrice (DO, Wd'). 

625. C'est a ce resultat que nous serious parvenus si, d*apres la methode gene- 
rale du n^ 577, nous avions voulu former V hyperboloide de raccordement le long de 
la droite (DO, M'd') ; ear, en definissant rhelicoide comme au n^ 615, par le moyen 
des trois directrices (ABCD..., A'B'CD'...), (a€yc^..., a'6Y^---)» (0, O'Z'), cet 
hyperboloide auraiteu lui-meme, pour directrices, les droites (DT, D'T'), (c^S, ^6'), 
(0, O'Z'); et puisqu'elles sont evidemment toutes trois paralleles a un meme plan 
vertical, cette derniere surface degenere (n^ 553) en un paraboloide byperbolique, 
qui est celui dont nous avons parle tout a Theure. 

626. Ce paraboloide a pour plan directeur du premier systeme de generatrices, 
leplan vertical DT; quant au second systeme, le plan directeur devrait passer par 
(TO, T'a') et par une parallele k (DO, D'rf'). Or, si Ton fait partir cette parallfele du 
point (0', a'), il est aise de voir qu'elle ira percer le plan horizontal en D; de sorte 
que TD sera encore la trace horizontale du second plan directeur, et il sera incline 
d'une quantite angulaire egale k ofA'O', ce qui acheve de fixer sa direction. On voit 
ainsi que les deux plans directeurs sont k la fois perpendiculaires au plan vertical 
OD qui contient la generatrice de Thelicoide; d'oii Ton peut conclure que t'cuve du 
parabohide (n^ 572) est horizontal et parallele a DT. 

Pour toute autre generatrice que (DO, D'd')^ il est evident que le paraboloide de 
raccordement demeurerait constant de former et prendrait seulement une position 
analogue par rapport a la nouvelle generatrice. 

627. {Fig. 1:24.) Troiwer U point de contact de VheUcoide gauche ^ OA^ec un plan 
donne qui passe par une gineratnce connue. Ce probleme, qui serait utile dans la 
Perspective et les Ombres^ pour trouver la courbe de contact de Thelicoide avec un 
cone ou un cylindre circonscrit a cette surface, pourrait se resoudre comme on I'a 
indique n^ 585 et 587; ou, plus simplement, par les precedes des n^ 586 et 588, 
si Ton commeufait par substituer a Tbelicoide le paraboloide de raccordement le 
long de chaque generatrice. Mais les operations graphiques sont encore tres-labo- 
rieuses, et nous aliens donner une methode beaucoup plus courte, fondee sur la 
remarque du n^ 622 (*). 

Soit y f la trace horizontale du plan donne qui passe par la generatrice (DO, H'd) ; 
apres avoir construit le triangle rectangle TDO, qui determine la tangente de The- 
Uce au point (D, D') de la generatrice proposee, menez par le point t une parallele 
tQ k DO, puis une perpend iculaire Q^\ cette derniere fera connaitre le point [d, (^) 
od la plan donn^ touche Fhelicoide. En effet, pour construire le plan tangent relatif 

(*) Cette m^tbode a ^t^ indiqu^e dans le Traite des Surfaces reglees par M. Gascheau, ancien ^Idve de 
VEcole Polytechnique. 
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a ce point {&, i^), il faudrait (n^ 621 et 622) tirer. dans le triangle ODT, la droilit* 
e^fl perpendiculaire sur &0, puis prendre &^ egale k DV, et la ligne 9§ serait la trace 
de ce plan tangent sur le plan de naissanee «'&>' de Thelice passant par (^, e^). Or 
il est evident que, d'apres les constructions employees ci-dessus, la ligne $S, se trou- 
vera parallele k Y/; ainsi, le plan donn^ et le plan tangent pour le point {^, &') 
auront leurs traces horizontales parallfeles, et, comme ils passent tous les deux par 
la droite (ODV, d'D'V), ils co'incideront certainement Tun avec I'autre. 

628. HELICOIDE a plan directeur. La definition gen6rale du n® 610 suppose 
que ^ droite mobile glisse sur une helice et sur son axe^ enformant avec ce dernier un 
angle constant^ mais quelconque : lorsque cet angle est droits toutes les positions 
de la gen^ratrice se trouvent evidemmentpara/fe'fe^ au plan horizontal qm deyient 
ainsi un plan directeur de la surface; et celle-ci, toujours^awcAe, rentre alors dans 
le genre desconoides droits (n** 520). II est facile de voir comment toutes les pro- 
priites reconnues dans Thelicoide gauche general se reproduiront, avec des sim- 
plifications remarquables, dans riielicoide particulier qui nousoccupe; c'estpour- 
quoi nous nous contenterons d'indiquer la forme de ce dernier, en employant un 
seul plan de projection, comme dans laySg^. 126, qui doit nous servir plus tard a 
repr6senter une vis. On y aper^oit Thelice directrice ABCDE..., et les diverses posi- 
tions Ao, Bi» C:2,...» de la droite mobile; puis, on demontrera plus facilement 
encore qu'au n® 614, que tout point a de la gen^ratrice decrit une helice aSyc^s... 
concentrique avec laprendire^ et qui a fe mime pas etle mime plan de naissanee que 
celle-lk. 

629. Quant au plan tangent de cet helicoide, pour un point assigne sur une gene- 
ratrice, il se construira aussi en cherchant, comme au n® 621, le pied de la tan- 
gente a I'helice qui passera par le point donne; et ce pied se determinera encore au 
moyen du triangle rectangle ODT de la^?^. 12/i : mais, dans le cas actuel, les traces 
horizontales des divers plans tangents le long de la generatrice 01), partiront des 
points T, 6, f ,..., etseront toutes paralleles a OD, puisque cette droite horizontale se 
trouvera commune k tous ces plans. 

630. {Fig. 124.) D'ailleurs, la droite (TO, T'a'), sur laquelle et^ient situ^s 
(n*^ 623) les pieds des tangentes aux diverses jbelices, se reduira icji a Ija ligne TO 
tracee dans le plan horizontal; et le paraboloide de raccordemefit (n'''' (B21' et 626) 
aura pour ses deux plans directeurs le plan vertical DT et le plan ^prizontal lui- 
meme. 

631 . Enfin, le problfeme du n® 627 se rteo^dra biea sin^pleaiant icU puiaqiufi 
etant donnee pour trace horizontale du plan assigne, unp droite t0 parallele k OP, 
le point 6, oil cette trace rencontrera la ligne TO^ perai^M^a de tirer la perpeodi- 
culaire 0&, qui fera eonnaitre le po^nt 4e contact & qifp Ypn chierch^t. 

La surface dont nous parlous ici est employee, non-seulement pour former la vis 
k^t rectangukure^ mais encore dans les escaliers dits vis a jour circulaircf et vis a 
noyau plein. 
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% 5. De la Vis a jiht triangidcdre. 

632. [Fig. 125.) Imagiiions lin triailgle li^ocele aAa', dont la base aa' coincide 
toujours avee line arete d'un cylindre vertical a basfe cii^culaire, ^t d6nt le plan, palf»- 
sant constaniinent par I'axe de ce. cylindre, tourhe uniform^ment autour de cfettfe 
droite; puis, concevons qUe ce triangle s'eleve en meme temps de quantites propor- 
tionrielles aux espaces angulaires decrits par soli plan mobile, et de telle dorte qu'au 
bout d*une revolution totale, le triangle generateur se soit 6leT6 d'une hauteur 
egale k sa base aa'^ c'est-k-dire qu'il ait pris la position a! k'(x!\ Alors, 1(9 solidb 
eng(Bndl*e pai* ce triangle tnobile sera X^JUet de la vis dont le cylindre primitif est le 
noyau. 

HSf?. U est evident que, d'apr^s ces conditions et le n^ 446, le soromet A du 
triangle d^crit une h^liee ABCDEFA'B^.., qui appartient a un cylindre concen- 
triqueavecle premier, etdont le pas estegal a aa'\ d'ailleurs, comme les cotes A a 
et ka! reneotltrent toujours Taxe, en faisant des angles constants avee cette droite, 
il en r^sulte (n*' 610) que les deux faces du filet sont des portions de deux heii- 
coides gaudies, dont la nappe superieure de Tun (n^ 616) forme la face inferieure du 
filet, tandis que la face superieure de ce filet appartient a la nappe inferieure de Tautre 
helico'ide. 

634. Pour representor completement cette vis, il faudra d'abord construire 
(n'' 451), au moyen d*un plan horizontal que nous avons supprime ici, la projec- 
tion verticale ABCDFA'B'*.. de Thelice decrite par le point A, en observant que fe 
pasAA' de cette hdlice doit Stre pris egal a la base aa' du triangle donne. Ensuite, 
les divisions ^gales de ce pas, qui sont ici au nombre de dia:, devront dtre reportees 
sur I'axe, k partir des points o et 1 6 oil cette droite est rencontree par les cotes A a et 
Aa'; ce qui produirait en general deux series distinctes de points de division : mais 
ici elles n'en forment qu'une seule, attendu que nous avons choisi le triangle Aaa\ 
de liianifere que ses cdtes comprissent, sur I'axe, un nombre exact des division^ du 
pas de I'helice. Cela pos6, en joignant le premier point de division B de I'helice aver 
ieis points i et 17, le poitit Cavec:? et 18, le point D avee 3 et 19,..., on obtiehdru 
^yideminent les diverses positions du triangle gen6rateur. 

635. Toutefois, il faut terminer ces droites aux points 6 et §', 7 et 7', ^ et ^\...^ 
0(1 elles vont rencontrer le noyau cylindtique de la vis. Or, ceux-ci n'6tant autre 
chose que les positions successives prises par les points a et a^ du triangle mobile^ 
il resulte du n^ 614 que la courbe projetee sur aSy(pa'&... est une hdice de meme 
pas que ABCDFA'...; par consequent, on determinera cette nouvelle helice en cou- 
pant les generatrices iiidefinics par des horizontales menses des points 4 et i4« 5 et 
i5,6et 16,... D'ailleurs, comme le pointa'est common aux deux triangles aAa'et 
a' A' a*, il arrivera necessairement que Thelice aSyoaf&Y... sera aussi produite paf 
les intersections des cotes B& et B'S', Cy etC'7',..., c^qui offrira une verificatioh 
des constructions pr^cedentes. Cette helice formera ainsi rar4ie rentrante de la vis, 
landis que C arite saiUaMe sera rhelice projetee sur xYBCDFA'... 
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636. [Fig. 125.) Quant au contour apparent des deux faces du filet, on doit bien 
observer qu'il n*est pas forme par deux generatrices rectilignes, mais par deux 
courbesXY etay, qui sont (n** 617) les erweloppes des projections des generatrices, 
et qui ont pour asymptotes les generatrices particuliferes A a' et A' a'. Toutefois, vu 
que les portions des deux helicoides gauches qui forment le filet sont peu etendues 
et assez 61oignees de Taxe, les lignes XY et xy pourront etre ici tracees approxi- 
mativement comme deux droites convergentes avec a' A et a' A', et qui devront tou- 
cher, Tune les deux arcs AYB et a'X' 6', Tautre les deux arcs A'jFet a'xtf. D'ail- 
leurs, de ces deux branches du contour apparent, la premiere XY cache une partie 
de la seconde xy, laquelle doit alors se terminer en un point z, situe a la hauteur de 
a', k cause de la forme sym6trique de ces deux courbes. 

Ces remarques, qui s'appliquent k chaque angle rentrant du filet situ^ k gauche, 
et qui se reproduiront d'une maniere inverse pour les angles rentrants situes a droite, 
suiiisent sans doute pour que le lecteur se rende compte aisement des diverses pono- 
tuations par lesquelles nous avons exprime, sur notre epure, les parties visibles ou 
inmibks de la vis en question. Nous ajouterons seulement que le rectangle UYvii 
represente le parallel ipipede qui forme la tete de cette vis. 

% 6. De la Vis a filet carrd. 

637. {Fig. 1^6.) Le filet de cette vis est engendre par un rectangle AoXL dont 
leplan, qui passe par I'axe d'un cylindre droit et circulaire, tourne uniformement 
autour de cet axe, tandis que le rectangle s'eleve le long des aretes du cylindre, de 
quantites proportionnelles aux espaces angulaires decrits par son plan mobile. II 
en resulte ^videmment que les points A et L d^crivent, dans ce mouvement, deux 
helices egales, dont le pas commun AA' ou LL' pent etre choisi arbitrairement, 
pourvu qu'il egale au moins le double de AL, afin de laisser un libre passage au 
filetsaillant de Tecrou qui engrene avec la vis. D'ailleurs, les deux c6tes Aa et LX, 
qui s'appuieront toujours sur ces helices et sur Taxe, en coupant celui-ci sous un 
angle droit, engendreront des faces gauches qui appartiendront (n^ 628) k des 
hilicoides apian directeur; tandis que le cot^ AL decrira une zone cylindrique, qui 
terminera ext^rieurement le filet de cette vis. 

638. Pour representer graphiquement la vis a filet carre, il faut d'abord con- 
struire les deux helices de meme pas ABCDEFA'F'... et LMNPQRL'R'..., en se ser- 
vant (n^ 451) d'un plan horizontal que nous avons supprime ici; puis, tracer sem- 
blablement sur le cylindre du noyau les deux autres helices aSy&€(pa\.. et Xjx^jo..., 
qui sont produites (n^ 628) par les points a et X, et dont le pas commun oca' doit 
6galer AA'. Ces deux derni^res courbes sont les intersections du noyau de la vis 
avec les faces inferieure et superieure du filet, et elles servent a limiter les portions 
des generatrices BS etM/x, Dc^ et Ptt, Ycf etRp,..., qui appartiennent k ces deux 
faces gauches. Enfin, on pourra ajouter quelques-unes des aretes du cylindre ext6- 
rieur, telles que BM, CN, DP,.... 
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639. Parmi les diverses lignes dont nous venons de parler, le lecteur discernera 
aisement celles qui sont visibles de celles qui se trouvent cachees. Nous avons trace 
les unes et les autres completement dans la premifere spire du filet, en les ponc- 
tuantd'une maniere convenable a leur position; mais, dans les autres spires, nous 
n'avons conserve que les lignes visibles, afin d'offrir ici un resultat tout a fait con- 
forme a celui que presenterait au spectateur la vue de I'objet en relief. 

§ 7- i)u Conoide de la voAte d'arites en tour ronde. 

610. [Fig. 127.) En ^cartant les circonstances qui sont specialement relatives ^ 
la stereotomie, la question se.reduira ici a trouver Tintersection d'un tore avecun 
conoide, courbe dont les tangentes donnent lieu a des recherches nouvelles, et qui 
trouveront des applications utiles dans la Coupe des pierres. Le tore est engendr^ 
par la revolution du demi-cercle B'C'6' qui, releve dans le plan vertical B'o), tourne 
autour de la verticale g>), et forme la surface inteneure de la voute principale qu'on 
nomme un herceau toumant. Une porte pratiquee dans cette premiere voi]lte, et 
limitee aux plans verticaux F/ et G^ qui convergent vers Taxe de la tour, est 
recouverte par un conoide dont la gen^ratrice rectiligne demeure toujours horizon- 
tale, en glissant sur la verticale o) et sur une seconde directrice form^e de la manifere 
suivante. On rectifie Tare AOD suivant sa tangente aOrf, et sur cette droite, comme 
grand axe, on decrit une demi-ellipse A"C"D" dont le demi-axe vertical 0"C" est 
^gal au rayon OB ou O'B' du tore; puis, en imaginant que cette ellipsCt placee 
d'abord dans le plan vertical aOdy soit rouUe sur le cyUndre droit AOD ^ de manifere 
que ses abscisses coincident avec les arcs de cette circonference, et ses ordonnees 
avec les aretes verticales du cylindre, cette ellipse deviendra une ligne k double 
courbure projetee sur AOD, et que Ton adopte pour la seconde directrice ou pour 
la base du conoide. 

641. Cela pose, pour obtenir Tintersection de ce conoide avec le tore, coupons 
ces deux surfaces par divers plans horizontaux. Celui qui passera par le point M' du 
meridien Ji'Cb\ coupera avec le tore suivant deux cercles decrits avec les rayons 
wF jet wp'^ puis, si Ton cherche sur Tellipse les points M" et N'' qui sont a la meme 
hauteur que M', et que Ton prenne les arcs OP et OQ egaux aux abscisses 0"P" et 
0''Q'', les points P et Q seront evidemment les projections des points ou la base du 
conoide est rencontree par le plan secant horizontal; et, par suite, les sections faites 
dans cette surface seront deux droites projetees sur a>P et wQ. Or ces droites ren- 
contrent les deux sections circulaires en quatre points M, m, N, n, qui appartien- 
nent k Tintersection des deux surfaces, laqueUe se composera de deux branches a 
double courbure, projetees horizontalement sur GMO/j/'etFNO/n^. 

642. Observons, i^ qu'en prolongeant le conoide en arrifere de Taxe vertical oj, 
il rencontrerait une seconde fois le tore suivant deux autres branches GaOs/a et 
FaOa^a, qui sont symetriques avec les premieres et se construisent par les m^mes 
operations; ^^ que les deux nappes du conoide sont censees terminees ici aux deux 

GSometrie Lerojr, ^^ 
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cylindres verticaux B'GBF..., et b' ghf... qu'elles coupent suivaot dcs courb^s ?i 
double courbure, qui ne sont autre chose que des ellipses roulees sur ces cylindres, 
et ayant toutes pour demi-axe vertical le rayon du tore : c'est cc qui resulte evidein- 
ment de la proportionnalite des arcs horizontaux BG et BF, ou bg et hf, avec les 
arcs OA et OD; 3** que, pour faire servir le tore et le conoide a former une 
vodte d'arites^ il faudrait supprimer entierement toutes les portions interieures des 
generatrices rectilignes et circulaires, lesquelles sont ici ponctuees comme etant 
invisibles. 

645. [Fig. 127.) II estk remarquer que cbacune des courbes planes, telles que 
GO/, qui rQQoivent la projection horizontale des courbes d*arete, est .une spirale 
d'Archimede. En effet, d'apres la construction qui a fourui (n^ 641) le point quel- 
conque M, Tare OP et la droite PM sont respectivecnent ^g^ux aux abscisses .O'^P" et 
O'F des deux points l\r et M', qui repondent a une meme ordonnee v^rticale dans 
Tellipse et dans le cerole meridien du tore ; or, ces deux courbes ayaat ^jn ^e ver- 
tical cominun, on sait que de telles abscisses sont entre elles dans ;le ^apport du 
^and axe au petit axe : par consequent, nous aurons la proportion 

OP:PiM::OA:OB. 

Mais, si Ton prend un arc OX qui soit avec OA dans le rapport wO avec OB, nous 
pourrons remplacer la proportion precedente par celle-ci : 

OP:PM::OX:Oa.; 
et enfaisanl la somme des antecedents el celle des consequents, il viendra 

XP:«M::XO:wO, 

r6sultat qui montre que le rapport de Tare XP au rayon vecteurwM demeure con- 
stant pour tous les points de la courbe GOM/« ; par consequent, cette courbe est une 
spirale d'Archimfede, dont Vorigine est sur le rayon wX qu'elle touche en se prolon- 
geant suivant une autre branche coy, sym6trique de la premiere. Pour avoir le pas 
de cette spirale, c*est-Ji-dire le rayon vecteur qui correspond k une revolution entifere, 
il sufGra de construire une quatrifeme proportionnelle & aux trois lignes suivantes : 
Tare XO, la circonference totale, et le rayon wO; alors on pourra, selon Tusage 
ordinaire, compter sur la circonference du rayon c^ les arcs qui mesurent le mouve- 
ment angulaire du rayon vecteur mobile. 

644. La courbe FO^wy est aussi une spirale d'Archimfede dont Torigine est 
sur le rayon w^, et qui ne coincidera avec la prec6dente qu'autant que Tare OX 
se trouvera egal a un quart de cercle; pour obtenir cette coincidence, il suffirait 
de prendre la demi-ouverture OA de la porle telle, qu'elle eut avec le quart de 
cercle le mSme rapport que OB avec Oo). Enfin, les deux autres courbes 0302/2 
et Fa 02^2 appartiennent encore k deux nouvelles spirales d'Archimede, qui 
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touchent les memes rayons XoaX, et ?c«)^2> nfi^is <iui ont une situation oppos^e aux 
premieres (*). 

645. [Fig. ia'7.) Ld tangente en un point quelconque M sera donn^e par Tin- 
tersection du pfan tangent an tore avec le plan tangent da conoide. Or le premier 
de ces plans a pour trace borizontale la droite YK, perpendiculaire ^ coM, laquelle 
s'obtient en ranoenant en V le pied T de la tangente M'T' du m^ridien eirculaire; 
quant au second plan tangent, il faut d'abord constrnire (n^ 580) un paraboloids 
qui raccordele conoide tout le long de la g^n^ratrice wPM. Pour cela, je mfene la 
tangente WT" a Tellipse plane; puis, en roulant cette courbe (n^ 640) sur le 
cylindre vertical DOA, la sous-tangente deviendra PT = P^T, de sorte que T sera 
le pied de la tangente au point P de la bizse du conoide : alors la generatrice a)P 
du paraboloide auxiliaire, qui doit glisser sur cette tangente et sur la verticale cd^ 
en demeurant toujours borizontale, prendra U position gjT quand elle arrivera au 
pied de cette tangente. Cela pos^, si je coupe les deux generatrices eoP et coT par le 

(*) L*ana]yse conduit aassi k ces r^ultats; car, si Ton adopte pmir axe des jc la droite 6>0B, une per- 
pendiculaire k celle-ci pour axe des j, et en6n la verticale a» pour axe des z; puis, si Ton pose 

«0 = /, OB = R, OA=(rA''=fl, 
on trouvera (Analyse appliqude^ chap. XIV) que les ^uations du tore et du couoYde sont 

Alors, en ^liminant z, il viendra, pour la projection horizontale de Tintersection de ces deux surfaces, 



^=.-±s!n^,(/-V?T7). 



y/'x'+f R/ 

Nous simplifierons cette*^ Equation en y introduisant les coordonn^ polaires, au moyen des formutes 
X = r cosu, ^= r sintf ; car elle deviendra 



sinic = ± sin ^ ^. — - 1 



d'oft Ton conclut 






OH bien 

r=/d:5itt et r=/dt5/(tr-«). 



a a 



Ces quatre Rations distinctes sont celles des quatre spirales construites dans notre 6pure; et pour rame- 
ner la premiere, par exemple, k Taxe polaire «X qui lui est tangent, il n'y a qu'a reculer Torigine des 
angles ir, qui se comptent ici k partir et k droite de la ligne 06>, en posant 

« = B* - 1- J d'oii il r^sultera r = ~ u\ 

Cette dernidre Equation est bien celle d'une spirale d*ArchimMe, dont leg angles u* sont compt^ k partir 
du rayon «I; mais, pour y introduire le pas Ae cette spirale, c'est-ii-dire le rayon vecteur qui correspond 
k une revolution entidre, posbns' 



— -— = d,. et il viendra r = ^^ 
« air 



33. 
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plan vertical MS, on salt (n^ 551) que la section sera une droite projetee sur MS et 
qui, jointe a la generatrice coM, determinera le plan tangent du parabolo'ide; done 
ce plan aura pour trace borizontale la ligne SK, parallele a coM. Maintenant, les 
traces SE et YK des deux plans tangents allant se couper en K, il en resulte que 
EM est la tangente cherchee. 

646. Cette methode ne pent plus s'appliquer immediatement ^n point multiple 0, 
parce qu'en cet endroit, les deux plans tangents devenant horizontaux, ils coinci- 
dent entierement, et leur intersection reste indeterminee. Mais, si Ton cherche a 
evaluer Tangle VME = Q que forme une tangente quelconque avec le rayon vecteur 
correspondant, on trouve d'abord 

^ ^ EV MS 

puis^ comme la sous-tangente P'T' dans le cercle ^quivaut a la sous-tangente dans 
Teltipse, F"Fou PT, multipliee par le rapport du petit axe au grand axe, il vient 

, ^ ^ ^ MS OA 1 . . A M» OA 

(i) *^'^g^=PTOB* ^^^^^^ *^^«^=P^-OB- 

Or, dans cette derniere expression, la seule quantite qui varie avec ie point de 

contact M, c'est le facteur Mot>, lequel devient egal a son denominateur Po, pour le 

point particulier 0; done Tinclinaison de la tangente ence point sera donnee par 

la formule 

, \ , >,, OA Oa 

(2) tangfi' = 55 = gg, 

laquelle montre que cette tangente Oa est precisenient la diagonale du rectangle 
construit sur Oa et OB. 

647. {Fig> 1^7.) La construction generate du n® 645 est^encore insuffisante 
pour obtenir les tangentes aux quatre points Ft 6, g^ /, qui sont a la naissance de 
la voute; parce qu'en ces points, les plans tangents des deux surfaces devenant ver- 
ticaux, leur intersection est une verticale qui serait bien tangente k la courbe d'arete 
dans I'espace, mais qui se rSduit a un seul point en projection borizontale, et n'ap- 
prend plus rien sur la tangente de la courbe plane GO/, au point G. Gependant, si 
nous recourons encore a la formule (i), elle deviendra, pour le point 6, 



(3) tangS 



//^ (aSJ^^ ^GB^ 



OB GA 



car les arcs OA et GB sont semblables et proportionnels k leurs rayons Ag> et Go. 
Or, de cette derniere forme, il resulte evidemment que la tangente en G sera la 
diagonale du rectangle construit sur GA et sur Tare GB rectifie ; operation extrS- 
moment simple que, pour laisser plus de clarte dans I'epure, nous avons effectuee 
au point F, en formant un rectangle avec FD et F6 = FB. 
648. Il est meme a remarquer que cette metbode tres-avantageuse s'applique 
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aussi au point quelconque M; car, si dans la formule generate (i) on remplace le 
rapport de OA a OB par celui de OP a PM, qui lui est egal d'apres le n^ 643, il 
viendra 

— .OP 

(4) t^^K^=^TSf- = ^i' 

ce qui prouve que la tangente LME peut s'obtenir immediatement, en formant, sur 
MP et Tare MI rectifie, un rectangle dont la diagonale sera la tangente cherchee. 
Ici, nous n'avons trace que la moitie de ce rectangle, en prenant PL = MI, et en 
tirant LM, qui devra coincider avec la tangente MK, deja construite. 



LIVRE VIII. 

DE lA COURBURE DES LIGNES ET DES SURFACXS. 



CHAPITRE PREMIER. 

SUR LA COURBURE ET LES Dl^YELOPPI^ES DES LIGNES COURBES. 

649. Une courbe et sa tangente, qui n'ont en general qu'un seul element de 
commun, sont dites avoir entre elles un contact dn premier - ordre ; mais, comme 
dans certaines questions on a besoin de considerer deslignes qui approchent de se 
confondre avec la courbe propos^e, plus que ne le fait la tangente, il est necessaire 
dedistinguerces rapprochements plus ou moins intimes, et Ton dit que deuxcourbes 
quelconques^ planes ou non, offrent un contact du premier, second, troisi£:me, ... 
ORDRE, selon qu' elles ont UN, deux, trois, . • . £l6ments consdcutifs de communs, 

650. [Fig^ lag.) Comme le contact du second ordre se presentera tres-frequem- 
ment dans les applications geometriques, nous le designerons souvent par le nom 
abrege d' osculation ; ainsi deux courbes oscuiatrices seront celles qui auront deux 
dements communs. Pour en donner un exemple, qui nous deviendra fort utile par la 
suite, consid^rons une courbe quelconque AMB; et, aprfes Tavoir partagee en ele- 
ments egaux (*), elevons, sur les milieux de MM' et M'M", deux normales KO et 
K'Osituees dans leplanMM!M\ lequel ne contiendra les autres elements de AMB 
qu'autant que cette courbe sera plane. Alors le point 0, ou ces deux normales se 
couperont, sera le centre d'un cercle aMS, qui passera ^videmment par les trois 

(*) Si ces 6l4ment8 6taient in^gaux, mais toujours iuliniment petits, les mdmes coDs^uences subsiste- 
raient, comme le calcul le prouve ais^ment. Toutefois, pour abr^r les demonstrations, il est plus simple 
de supposer qu'on a choisi des elements ^auz, ce qui est toujours permis. Yoyez VAnafyse appUquee, 
chap. XVI, u» 35i. 



\ 
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points M, M', M". et aura ainsi deux elements MM' et M'M" communs avec AMB; te 
sera, par consequent, le cercle osculateur de cette courbe pour le point M. Le rayon 
de ce cercle sera Tune des trois distances egales OM, OM', OM'' ; mais on peut adopter 
en place Tune des deux normales egales OK et OK', parce que la difTerence n'est 
qu'un infiniment petit du second ordre {voyez n** 197). 

631. On.voit par la que le cercle osculateur est unique pour chaque point M 
assigne par la courbe AMB, tandis qu'il existe une infinite de cercles simplement 
tangents dans ce point; mais le cercle osculateur variera de position et de grandeur 
en passant aux points M', M",..., puisque alors il faudra operer semblablement sur 
les deux elements consecutifs M'M" et M"M'% M"M'' et M"M"',..., ce qui changera le 
rayon KO en K'O', K"0",.... Nous examinerons tout k Theure (n*^ 656) si ces rayons 
se coupent consecutivement. 

652. Le plan du cercle osculateur, qui n'est autre que celui de deux Elements 
consecutifs MM' et M'M", ou de deui^ tangentes infiniment voisines MX et M'T', se 
aomme aus^i \eplan osculateur de la. courbe AMB pour le point M; et, a moins que 
cette dernierene soit plane, ce plan osculateur variera en passant d'un point a un 
autre de AMB. D'ailleurs, deux plans oscalateurs consecutifs TM'T' et R'M"!" se 
couperont toujours suivant I'element intermediaire M'M". 

653. {Fig. 129.) Quant a la courbure de la ligne AMB au point M, nous avons 
deja dit (n** 198) qu'elle 6tait indiqu^e par Tangle TM'T compris entre deux tan- 
gentes infiniment voisines, parce que cet angle, nomme angle de contingence ou de 
courburey exprime evidemment la quantite dont i( a faUu ecarter T^lemenl! M'M" de 
sa direction primitive M'T, pour plier la ligne droite MM'T suivant la Kgne poly- 
gonale MM'M"M''... (*). Or Tangle TM'T' 6gale tOt!\ et comme ce dernier a pour 
mesure Tare £ d6crit avec un rayon egal k I'unite, tandis qu'il corhpi^end un arc 
KM'K' du cercle osculateur dont le rayon est OK = p, on aura pour Texpressioti 
de la courbure au point M, 

_KM^_MKM;_rf 
^■" OK ~^Mr'^p* 

Mais la courbe ayant ete divisee en elements egaux, la quantite ds sera constante 
pour tous ses points; et Ton pourra dire que la courbure varie, d'un point a un auire» 
en raison inverse du rayon OK = p qui, pour cette rj^ison, se nomme aussi le rayon 
de courbure de la courbe au point M. 

Observons toutefois que, pour avoir la mesure exacte de la courbure d'une ligne, 
et pour rendre cette mesure applicable k deux courbes differentes dans lesquelles 
les elements, quoique infiniment petits, pourraient se trouver in^gaux de Tune a 
I'autre, et meme avoir un rapport d^termin6 et n^cessaire, il faut considerer, non 
pas la grandeur absolue de Tangle de contingence e, mais bien son rapport avec 



(* ) n est bon d'observer que Tangle de contingence TM'T' est aussi ^gal a Tangle de deux plans normaux 
consteutifs, puisque ces plans seraient perpendicuiaires sur les milieux des deux ^l^ments MM' et ii'VL'. 
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r^lement ds; parce que c'est seulement sur deux arcs de mime longueur, que Tangle 
exterieur des tangentes extremes peut manifester, avec precision, la courbure plus 
ou moins prononcee de Tun de ces arcs par rapport a Tautre. Par exemple, dans deux 
cercles concentriques dont les rayons seraient doubles et les circonferences divisecs 
chacune en un meme nombre d^elements egaux, les angles de contingence cor- 
respondants aux memes rayons seraient 6gaux, et cependant la courbure des deux 
cercles serait 6videmment differente; raais, si Ton fait attention que les elements 
de la grande circonference ont une longueur double de ceux de la seconde, 

on reconnaitra que le rapport t- indique effectivement une courbure nioitie plus 

faible pour le grand cerde que pour le petit. II suit done de la que la veritable me- 
sure de la courbure d'une Hgne quelconque sera toujours donnee par le rapport 

e I 

:r ou -> 

ds p 

p d^signant le raypn du cercle psculateur de la courbe, au poiat consider^. 

6£^4. Tout ce qui precede convient egalement aux coxwhes planes et aux courbes 
ga.uches etcambrees : nous nous servons ici 4e cette derniere expression, au lieu de 
courbe a double courbure, tant pour abreger que pour eviter Teaiploi du.mot courbure 
dans un sens inexact ou ambigu. En efiet, nous pensons avec M. Yall^e que quand 
une courbe n*est point plane, elle n'admet encore qu'une seule courbure qui s'es- 
time comnie au numero precedent; mais elle offre en outre une cambrure ou espece 
de torsion qui a ^te produite en faisant tourner Tun des deux plans osculateurs 
consecutifs TM'T' et T'M"T", autour de Felement commun M'M" : de sorte que dans 
une courbe gauche, la torsion ou la cambrure est indiquee en chaque point par 
I'angle des deux plans osculateurs voisins. Or, si Ton rendait nul cet angle, en 
rabattant le plan T'M'T' sur XMT, par une rotation autour de la droite M'M", la 
torsion disparaitrait et la courbe deviendrait/^/ane dans les environs du point consi- 
dere, sans que sa courbure eAt augmente ou diminud, puisque les angles de contin- 
gence TM'T' et T'M"T" seraient demeures constants; au contraire, sans rien changer 
dans la position de cqs deux plans osculateurs^ ou dans la cambrure de la courbe, on 
peut alterer sa courbure en ecartant ou rapprochant les deux elements MM' et M'M". 
Par consequent, ./a courbure d'une ligne et sa cambrure sont des affections indepen- 
dantes Tune de rautre* et qu'il convient de designer par des noms distincts, mais 
analogues; d'autant plus, que Tune depend de Tangle de deux elements lineaires, 
et Tautre de Tangle de deux plans. Au reste, on pourrait assignor la grandeur et la 
.position ^'un certain cercle de rayon «., qui permettrait de representer Tangle de 
torsion et la valeur absolue de la cambrure, sous les formes 

a 

e. ds ,9 I 

V as V 

analogues aux expressions que nous avons donn^es ci-dessus pour Tangle de 



264 L1VBR VIII. — COUHBUBE DES U6NCS CT DES SURFACES. 

contingence c et pour la courbure de la courbe; mais, a cet egard, nous renver- 
rons le lecteur au Memoire de M. de Saint-Venant, cite dans la note ci-jointe (*). 

655. Les courbes planes et les courbes cambrees presentent, quant au lieu de 
leurs centres de courbure^ une difference essentielle que nous allons faire ressortir. 
Parmi toutes les normales que Ton pent mener en un meme point M {fig. 129) ,. 
d'une courbe quelconque, celle suivant laquelle est dirige le rayon de courbure KO ? 
doit etre tracee (n*' 650) dans le plan osculateur MiM'M", et nous la distinguerons 
parle nom Ae normale principale. Or, quand la courbe AMB est plane, toutes les 
normales principales relatives aux divers points M, M', M'',..., se trouvent dans son 
plan ; et, par suite, elles se coupent consicutivement de maniere a former une courbe 
00' 0"... k laquelle ces diverses normales sont evidemment tangentes; d*ou il suit 
(n** 199) qu'un fil 0*0"0'0K, plie sur cette dwehppSe, et deroule successivement, 
decrirait par son extremite K la ligne AMM'M'^B. 

656. Au contraire, quand la courbe ptoposie est gcuiche, les normales principales, 
ou les rayons de courbure, ne se rencontrent plus consicuUvement, En effet [fig* ^So), 
concevons par les milieux K, K', K",..., des divers elements, les plans normaux 
PQS, P'Q'S', P"Q"S",..., qui se couperont deux a deux suivant les droites QS, 
Q'S',..., et formeront ainsi une surface developpable (n** 186), eweloppe de tous 
ces plans. Alors, si nous coupons les plans P et P' par le plan osculateur MM'M" qui 
est perpendiculaire a ces deux-la, nous obtiendrons pour intersections les deux 

(*) Les deux affections d'une courbe gauche, dont nous avons parl6 ci-dessus, ont d*abord ^t6 d^signto 
«ou8le nom ^e premiere courbure et de seconde courbure, Mais, outre l*inconv^nient d'appiiquer des noms 
semblables k des affections de nature diffi6rente, ces denominations ne semblent ^tre que des num^roe 
d'ordre qui ont encore le d^faut de rendre le discours tratnant, et de produire quelquefois des ambiguitds 
fdcheuses dans une demonstration oCl ii s'agit de comparer plusieurs lignes distinctes que la clart^ de la 
redaction oblige &uomroer : la premiere courbe, la seconde courbe. Aussi, d*autres avaient-ils plus sim- 
plement nomme ces deux affections : la courbure et la flexion d'une courbe. Cependant M. VaU^e, dans 
son Traits de Geometrie descriptive, objecta avec raison que le sens naturel du moi flexion se rapporte- 
rait plutdt k la premiere courbure qu'a la seconde^ et il proposa de designer celle-ci par le mot de torsion, 
<Ze dernier nom point assez bien la transformation qu'il faut faire subir k une courbe plane pour la chan- 
ger en une courbe k double courbure, el nous Tavions nous-mSme adopts dans nos pr^cedentes Editions. 
MaisM. de Saint-Venant, dans un Memoire pr^sente k llnstituten septembre 1844 et insure dans le 3o* cahier 
du Journal de PMcole Polytechnique, fit observer que les mots de flexion et de torsion indiqualent un 
changement de forme produit par une cause ext^rieure et souvent passagere, plutdt qu*une affection con- 
stante; que d'ailleurs il 6tait n^cessaire de r^server ces denominations sp^ciales pour exprimer certains 
effets mecaniques qui se rencontrent dans la theorie des verges eiastiques, et dont les rdsultats ne coincident 

pas toujours avec les changements que subissent les quantit^s - et - ; c'est ce qui Ta conduit, par des 

raisons tr6s-plausibles, k proposer de nommer ces deux affections la courbure et la cambrure de la 
courbe. En effet, ce dernier mot rappelle, par son etymologie m^me, Tespece de courbure que prodot- 
rait le mouvement d'un plan qui toumerait successivement autour de diverses droites, et c'est bien ce qui 
a lieu ici pour des angles compris entre les divers plans osculateurs de la courbe primitive. En outre, il 
propose de remplacer la denomination fausse et incommode de courbe h double courbure par celle de courbe 
cambrce, plutdt que par le nom de courbe gauche qu'avait adopte M. Valiee; car ce dernier nom serait 
peu d'accord avec la nature de la surface developpable qui est formee par les prolongements des eiemento 
de la courbe, et qui a des rapports si intimes avec la courbe elle-meme. 
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normales KO et K'O' qui determinent evidemment le centre du cercle osculateur 
correspondant au point M, et dont la premiere sera le rayon de courbure relatif a 
ce point (*). De meme, en coupant les plans normaux P' et P par le second plan 
osculateur M'M"M"', nous aurons pour sections les normales K'O' et K"0' dont la 
premiere sera aussi le rayon de courbure relatif au point M'. Or ce rayon K'O' ne 
coincide pas avec Tautre normale K'O, puisque ces droites proviennent du meme 
plan P' coupe par deux plans osculateurs distincts : ainsi K'O' va rencontrer QS en 
un point I different de ; et, par consequent, les deux rayons de courbure consecu- 
tifs KO et K'O', n'ayant pas de point commun sur Tintersection QS des plans P et P' 
qui les contiennent, ne sauraient eux-memes se rencontrer. 

II resulte de la que les centres de courbure 0, 0', 0",..., n'6tant pas donnas par 
les intersections successives des rayons de courbure KO, K'O', K''0",..., lacourbe 
que Ton ferait passer par tons ces centres n'aurait pas four tangentes ces memes 
rayons, et, par consequent, ceux-ci ne sauraient 6tre regardes comme formes par 
le d^veloppement d*uft fil qui entourerait la ligne 00' 0"... Done, enfin, le lieu 
des centres de courbure d'une courhe gauche AMM'M"... nest point une d6velopp]£e 
de cette demiere ligne. 

657. [Fig. 1 3a.) Cependant la courbe gauche AMM'M"... admet une infinite 
de developpees, ainsi que Monge Ta fait voir. En effet, si, dans le premier plan 
normal P, nous tragons arbitrairement une droite KD, qui sera toujours normale k 
la courbe proposee, et ira rencontrer QS en un point D; puis, si, par les points K' 
et D, nous tirons la droite K'DD', qui sera dans le second plan normal P', puis la 
droite K"D'D" situee dans le plan F', et ainsi de suite, nous obtiendrons, par les 
intersections successives de ces normales, une courbe DD'D"D''... a laquelle elles 
seront tangentes, et qui pourra servir a decrire la ligne AMM'... par le developpe- 
ment d'un fil enroule autour de cette dds^eloppee DD'D".... Pour le prouver, il suffit 
de faire voir que les portions DK et DK' des tangentes h cette developpee sont egales 
entre elles, ou bien que le point D est a egale distance des trois points M, M', M"; 
or cela resulte de ce que la droite QS etant Tintersection de deux plans P et F 
eleves perpendiculairement sur les milieux des elements egaux MM' et M'M", chaque 
point de QS est a la meme distance de M, de M' et de M" : aussi, cette droite QS 
estappelee la ligne polaire de Tare MM'M", et les distances DK, D'K', D"K",..., 
sont les rayons de developpde qu'il ne faut pas confondre avec les rayons de courbure 
KO, K'O', K"0",,... D'ailleurs, comme la premiere normale KD a ete menee 
arbitrairement dans le plan P, on pourra done, en faisant varier la direction de cette 
normale, obtenir une infinite de developpees, situees toutes sur la surf a/^e polaire 
qui est Tenveloppe des plans normaux P, P', F',..., de la courbe AMM'M"..., 

658. Cette surface polaire et developpable, lieu de toutes les ddveloppdes de la 
courbe AMM'..., a pour generatrices rectilignes les intersections successives QS, 



. (*) n uous sera- utile, plus tard, d'observer ici que cela revient k abaisser, du point K, une perpendicu- 
laire KO sur la g^n^ratrice QS de la surface enveloppe des plans normaux. 
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Q'S', Q'^S",.,., des plans normaux; et ces droites, qui se coupent evidemment deux 
ji deux, forment ainsi (n® 178) Varite de rehroussement UV de cette surface develop- 
pajble. D'ailleurs, puUCfue chaque generatriee QS est perpendiculaire au plan oscu- 
lateur coFrespandant MM'M", et passe par le centre de courbure oil se coupent les 
deux normales egales KO etK'O, il en resulte evidemment que les angles KDO et 
K' DO 9 formSs par deux tangentes de la ddveloppee a/^ec la gSneratnce intermddiaire 
QS,.w/ir egaux; et, par suite (n®187), on pent affirmer que chaque devehppde 
DD'P''... deviendra une Ugne droite, quand on developpera la surface polaire enve- 
k>ppe des plans normaux. Cela revient a dire (n^ 187) que cette developpee est la 
Ugne la plus courte qui puisse etre tracee sur la surface polaire, entre deux de ses 
points; par consequent, un til qui, attache en K, serait tendu et plie librement sur 
cette sur^ce developpabLe, prendrait de lui-meme la forme d'une des developpees 
KDD'D"..., puisqu'k causr le son elasticite, ce fil ne pourra demeurer en equilibre 
sur la surfece qu'autant qu'il aura suivi la route la plus courte. 

( Q'apres cela, dit Monge^ on congoit comment il est possible d'engendrer^ par 
UQ ipouvement continu, une courbe qujelconque a double courbure. Gar, apres avoir 
execute la surface polaire touchee par tons les plans normaux de la courbe, si, du 
point don^6 dans Tespace et par lequel la courbe doit passer, on dirige deux fils 
tangents a cette surface, et si, apr^s les avoir plies sur la surface en les tundant, on 
Les fixe par leurs autres extremites, le point de reunion des deux fils, qui aura la 
facuUe de se mouvoir avec le plan tangent a la surface polaire, sans glisser ni sur 
Tun des f}ls ni sur Tautre, engendrera dans son mouvement la courbe proposee. » 

659. II est interessant d'observer ici que la courbe UV, arete de rebroussement 
de la surface polaire, a pour plans osculateurs les plans normaux de la courbe pri^ 
mitive AMB; car les tangentes aSQ, a'S'Q' sont toutes deux dans le plan P'. D'oii it 
suit, d'apres la note du n** 655, que Tangle de torsion de UV estegal a Tangle de con- 
tingence de x\B ; et reciproquement. Tangle de contingence de UV est egal a Tangle 
de torsion de AB, attendu que les plans normaux de la courbe UV sont perpendicu- 
leires aux tangentes aSQ, a'S'Q', et consequemment paralleles aux plans oscula- 
teurs de AB. Toutefois, il faut se garder d'etendre cette reciprocite a la grandeur 
meine de la torsion ou a /a cambrure de UV qui n^egalera pas la courbure de AB, non 
plus que la courbure de UV n'egalera la cambrure de AB ; car, d'apres le n^ 653, il 
resteraita diviser les angles indiques ci-dessuspar les elements respectifs aa' et MM\ 
lesquels ne sont pas, en general, de meme longueur. 

660. {Fig. i3o») Lorsque la courbe AMM'... sera sphdriqu^^ c'est-a-dire situ^e 
entierement sur une sphere d'un rayon quelconque, tons les plans normaux 
P, P', P",..., iront passer necessairement par le centre de cette sphere, et leur enve- 
loppe, qu la surface polaire qui est le lieu de toutes les developpees de AMM'..., se 
reduira ici aun cone dont le sommet sera place au centre de la sphere en ques- 
tion. Ce point unique pourra done etre consider^ comme ^tant une developpee 
particulifere de la courbe AMM'...; et en effet, un fil attache k ce centre pourra 
tourner autour de ce point sans s'allonger sensiblement, tandis que son autre ex- 
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tremit^ demeurera sur la courbe AMM^.•, dont tous les points sont k une distance 
constante du centre. 

661. Enfin, si la courbe AMM'..- ^taitpfan^, tous les plans normaux P, F, P*',..., 
seraient perpendiculaires au plan de cette courbe, aussi bien que leurs intersec- 
tions consecutiVes QS, Q'S',...; de sorte que Tenveloppe de ces plans normaux se 
reduirait a un cylindre^ sur lequel seraient situees toutes les dd^^eloppdes quadmet- 
trait encore la courbe plane AMM'. ... En outre, chacune de ces developp6es DD' D". . . 
serait alors une helice; car ses diverses tangentes, ou les rayons de developp^e 
KD, K'D',..., formeraient tous des angles egaux (n® 659) avec les droites paral- 
Ifeles QS, Q'S',..., qui sont les generatrices de ce cylindre. D'ailleurs, le Ueu des 
centres de courbure 00' 0^... redeviendrait ici une viritahle developpSe, puisque cette 
courbe serait la section droite du cylindre enveloppe, et qu'on peut dfes lors la re- 
garder comme une helice dont le pas est nul : mais cette ligne 00' 0"... serait, 
parmi toutes les d6velopp6es de la courbe AMM'..., la seule qui fftt plane. Ainsi, 
par exemple {^g. 96), la spirale developpante de cercle ABCDL... a pour d^velop- 
p6e plane le cercle A67(JX... ; tandis qu'elle admet pour d^vetopp^es gauches toutes 
les helices qui, comme {ASy&k..., A'S'7'<^X^..), out leur origine au point (A, A'). 

662. {Pig. 129.) Observons ici que le cercle osculateur aMS de la courbe 
plane AMB traverse ordinairement cette courbe, c'est-k-dire que s'il se trouve en 
dehors a gauche du point M, a droite il sera en dedans de la courbe. En effet, ta 
partie rectiligne OK du fil qui entoure la developp6e 00' 0"... va continuellement 
en augmentant k mesure que Ton deroule ce fil; done les rayons de courbure qui 
precedent OK sont plus petits que cette droite, et ceux qui le suivent sont plus 
grands; done aussi Tare MA de la courbe proposee sera embrasse par Tare de 
cercle Moc, tandis que M'^B se trouvera en dehors de M"6, du moins dans les envi- 
rons du point consider^ M. Cependant, lorsque la developp^e presente un point de 
rebroussement, comme cela arrive aux sommets d'une ellipse {/ig. 76), alors le 
rayon de courbure devient un minimum ou un maximum^ et le cercle osculateur 
se trouve^ tant a droite qu*k gauche du point de contact, plac6 en dedans de la 
courbe, ou bien en dehors. Dans ce cas particulier, le cercle osculateur acquiert un 
contact du troisifeme ordre avec la courbe. 

663. {Fig. i3o.) Une eirconstance analogue se presente pour le plan oscula- 
teur MM'M'' d*une courbe gauche AMB ; c'est-4i-dire que ce plan traverse ordinai- 
rement la courbe^ en laissant au-dessous de lui Tare MA, et au-dessus Fare M"B» 
parce que la torsion des Elements, produite (n^ 6S4) par la difT^rence d'inclinaison 
des plans osculateurs consecutifs, pers^vfere en general dans le m^me sens. Cepen- 
dant, comme, par suite de la continuite de la courbe proposee, Tinclinaison du plan 
osculateur ne varie que par degr6s infiniment petits, s'il existe un point singulier 
ou cette torsion change de sens, cela ne pourra arriver qu*autant que Vangle de 
torsion aura pass^ par zero ; et dans cet endroit de la courbe, trois elements conse- 
eutifa serimt aitute dans un meme plan odeulataur, lequal se farouvera alors tout 
entier au-dessus de la courbe AMB, ou bien tout entier au-dessous. 

34. 
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664. Construire leplan osculateur relatifa un point assignS sur une courbe gauche. 
{Fig, 5i .) Soit N le point assigpe sur la courbe gauche VNU, laquelle devra etre 

definie par ses deux projections. Si, pour obtenir approximativement deux tan- 
gentes infmiment voisines, on menait celle du point N, et une autre extrimement 
voisine, deux droites aussi rapprochees determineraient, avec peu de precision, 
les traces du plan qui les contient. II vaudra done mieux construire diverses tan- 
gentes a la courbe VU, pour le point N et pour d'autres situes a de m^diocres dis- 
tances, en arriere et en avant de N; puis chercher les traces de ces tangentes sur le 
plan horizontal, par exemple, et reunir tons ces points par une courbe continue ALD, 
qui sera la trace de la surface developpable lieu de toutes les tangentes a la courbe 
VU. Alors, comme on sait (n° 181) que le plan tangent de cette surface est le plan 
osculateur de son arete detebroussement, il n'y aura qu'k mener la tangente L6 a la 
trace ALD, et le plan NLd sera le plan osculateur demande. 

665. Construire le rayon de courbure relatifa un point donnisur une courbe gauche. 
Soit M le point donne sur la courbe gauche que nous designerons par A ; con- 

struisons, comme ci-dessus, le plan osculateur n correspondant au point M, et pro- 
jetons-y la courbe A, qui deviendra une autre ligne B ayant ^videmment deux Ele- 
ments communs avec la premiere. Des lors, la courbure de A ^tant la meme que 
celle de B en M, la question sera reduite k trouver le rayon de courbure d'une 
courbe B, qui ^^i plane. 

666. {Fig.^ i4i.) Pour r^soudre ce dernier probl^me, soient MN la normale de 
B au point donne M, et MC, MC,..., diverses cordes partant de ce meme point. 
Si, par le milieu de la corde MC, on lui mene une perpendiculaire IP, et que par 
le point P, oil elle va couper la normale MN, on eleve sur cette derniere droite une 
perpendiculaire Pa = MC; puis, si Ton repete des constructions analogues pour les 
autres cordes, la courbe aa'a"66' ira couper la normale MN en un point 0, qui de- 
terminera le rayon de courbure MO de la ligne proposee. En effet, lorsque la corde 
MC diminue de plus en plus, Tordonnee Fa" decroit pareillement, et la perpendi- 
culaire TF approche davantage d'etre normale a la courbe MB ; done, le point 
oil la ligne auxiliaire aa'6 ira couper MN, sera bien Tintersection de cette normale 
avec une normale infiniment voisine ; et, par consequent, le rayon de courbure de la 
ligne B pour le point M aura bien pour longueur MO [*). 

667. itant donnee une courbe quelconque A, construire une de ses diveloppeest et 
le lieu des centres de courbure. 

On menera divers plans normaux k cette courbe, par des points assez rappro-* 
ches; et apres avoir construit leurs traces sur les deux plans de projection, on de* 
crira une courbe a tangente a toutes les traces horizontales, puis une courbe § tan- 
gente a toutes les traces verticales. Ces deux courbes a, S seront evidemment les 



(*) Cette m^thode est lirde de la GSom^trie des courbes, par M. Bergery; et elle offre Tavantage, que 
la courbe auxiliaire vient couper k angle droit la normale donnee. ce qui fixe nueox la position do point 
cherch^ 



CBAFITBB I. -^ COVEBURB ET wtnStJWPisS DBS VUOftS. 269 

traces de la surface polaire 2^ au lieu de toutes les d^veloppees de A.(n^ 658) ; et 
Ton obtiendra diverses generatrices 6, 6% G'',..., de cette surface developpable, 
en joignant deux a deux les points oil les courbes aetS sont touchees par un meme 
plan normal. Gela pos^, du point de depapt M» choisi k volonte sur la courbe A, on 
mfenera une tangente MD k la surface 2, puis on effectuera le developpement de 2 
sur un plan quelconque^ oil la developpee cherch^e, devant etre une ligne droite 
(n^ 658) 9 ne sera autre chose que le prolongement indefini de MD. Alors, en mar- 
quant les points oil cette droite MD rencontre chacune des generatrices y, /, 7^9..., 
de 2 developpee, puis rapportant ces points sur les generatrices primitives 
6, G', G't...» on obtiendra la developpee qui est tangente au rayon MD. En faisant 
varier cette droite, qui a pu etre tracee de bien des manieres, on trouverait d*au«- 
tres developp^es de la courbe A. 

668. Si du point M on abaisse une perpendiculaire sur la generatrice G, qui se 
trouve dans le plan normal relatif k M, le pied de cette perpendiculaire sera le 
centre de courbure de A pour le ptfint M (n^ 656, note); et le lieu de tons les 
centres de courbure s'obtiendrait en repetant cette construction pour divers points 
Wf M'',..., de la ligne donnee A. 

Ces diverses operations seront ordinairement tres-laborieuses, mais elles devien- 
dront assez simples dans plusieurs cas mteressants, comme cela arrive pour les deux 
exemples que nous aliens etudier, et qui serviront d'ailleurs k eclaircir la genera- 
lite des considerations precedentes. 

669. {Fig. 1 01 .) &tant donnie une developpante sphdrique^ projetee sur DMPGQF, 
trower le lieu de ses centres de courbure, et Vune de ses developpSes. 

Nous avons dit, au n^ ^95, que cette epicycloide particuliere est engendree par 
un point m d'un cercle mobile S'', dont le plan roiUe sur un c6ne fixe S' AE, pen- 
dant que son centre coincide perpetuellement avec le sommet S' de ce cone ; on a 
vu aussi, au n^ 495, que \eplan normal de cette courbe, pour un point quelconque 
(M, M'), est le plan. S' AY dans lequel se trouve alors le cercle mobile, et qui est 
tangent au cdne fixe S'AE. II s'ensuit donc^que ce cone est precisement la surface 
\ polaire, enveloppe de tons les plans normaux, dont nous avons parte au n^ 658, et 
j sur laquelle doivent etre places toutes les developpees et tons les centres de cour- 
bure de la developpante spherique DMPGQF. Ainsi, d'apres la note du n^ 656, si 
nous abaissons du point (M, M') la perpendiculaire (MR, M') sur la generatrice de 
contact S'A du plan normal, le pied (R, M') de cette perpendiculaire sera le centre 
de courbure correspondant k (M, M') et la vraie grandeur du rayon de courbure 
sera RM. Semblablement, lorsque le point generateur se trouvera projete enN^, 
epoqueoii le contact du cercle mobile est arrive en A5, la perpendiculaire NsRs» 
abaissee sur la generatrice OAg , sera le rayon de courbure, et R5 la projection du 
centre de courbure : sa projection verticale serait facile k obtenir. Enfin, pour le 
point P, qui repond k un quart de la revolution du cercle mobile, le rayon de cour- 
bure sera PO, egal kS''A; de sorte que le lieu des centres de courbure aura pour 
projection horizontale une courbe a double noeud DRR»OR«G..iO...F que nous 
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n'avons pus acb6v6e, afia d'dviter la ooofusioiit mais qui pasaerait deux fois par le 
point 0, et doDtla partie OR«GO repond a un arc 6itue sur la nappe superieuredu 
C6116 S'A£t 

670. Pour suppleer it ia projection Terticale que nous n'avons pas voulu tracer 
ici, nous allona construire sur le plan du cercle mobile les positions occupees suc- 
cesaivement par tous les centres de courbure. Or, d'apres la m^thode expos^e ci- 
deesus poar le point quelconque (M, M') de la developpante sph^rique, on doit 
Toir que si Ton tire les rayons S^a4 , S^a^, S^a^y..,, qui representent les genera- 
trices suivant lesquelles le cdne est touche successivement par le plan du cercle 
mobile, et qu'on leur mfene les perpendiculaires mr^ , mr^ , mr^ , . . . , parties du point 
ginerateur m^ ces perpendiculaires seront les longueurs precises des divers rayons 
de courbure ; et leurs pieds, qui forment evidemment one circonfiferenee de cercle, 
iront coincider tour a tour avec les vrais centres de courbure de la d^yeloppante 
apberique, lorsqu'on fera rouler le cercle S"A sur le cdne S'AB* II en seraitde 
m^e si Ton ployait le plan de ce cercle po jr Tappliquer sur le c6ne, par une op^ 
ration inverse de celle qui sort a d^velopper cette surface; de sorte que la circonf<&« 
rence mrr^r^S"r^... pent dtre regardee comme la transform^ du lieu des centres de 
courbure, lorsqu'on developpe le cdne S'AB qui contient reellement tous ces 
CMitresf). 

671. Quant k la construction d*une d^eloppie de la developpante spherique, il 
faut se rappeler (n**658) qu'une pareille courbe doit devenir rectiKgne lorsqu*on 
developpera la surface enveloppe de tous les plans normaux, laquelle est ici le 
cone S' AE. Si done, sur le cercle rabattu en S", on trace une droite arbitraire par- 
tant de m, telle que ma^y&y il n'y aura plus qu'k transporter sur le cdne S'AE les 
points a, 4, 7,..., ou cette droite rencontre les divers rayons S^'a,, S"at, S^a,,..., 
qui reprdsentent autant de gdndratrices de ce cdne ; or il est bien facile de retrouver 
lea vdritables positions de ces gdndratrices sur les deux plans de projection, et d*y 
rapporter, k partir du sommetS, les longueurs S*a, S^S, S"/,..., ce qui fournira 
les deux projections dela ddveloppde en question. Nous n'avons point effectue ces 
opdrations sur notre epure, afin d'eviter la confusion qui en serait rdsultde pour le 
lecteur; mais nous les achdverons dans le probldme suivant, oil les rdsultats offriront 
plus d*intdrdt. 

672. 6tarU donnie une hdlice dt base circulaire (ABCDEF... A'ST'D'ET...), 
trouver le lieu de ses centres de courbure^ et tune de ses dSveloppies. 

{Fig. 1^8.) Aprfes avoir construit la tangente (ET, E'T') de cette hdlice, menons 
le plan normal correspondant E'N'N, lequel pssse evidemment par le rayon (OE, E') 



wrwm^r^ 



(*) Ca r^wKat remtrimtUe est empruiiUi k ^n M^we mt^r^sM^ do M. Th^ 0li9mn sur to esaftrts 
de covrbure des ^picydoYdes, ins^r^ dans le xxin* ctbier du Jovmal de Vtcol^ Pofytechni^. Toatefoi^ 
BOU6 croyons devoir avertir que, dans ce Uemoire, il s'est gliss^ une erreur sur la projection du lieu des 
eentffs de eourbufe de la developpante eph^que ; car cette projection ne aauralt Mre, corame on W dit 
par «a4¥frta«ce, 4i ^ihfhj^ de la pnieetien bsriioaiale da la d^lappanla apbMqaa* 



du cylindre qui coiitient cette h^Uce, et fah avec Taxe vertical un angle coHipli- 
mentaire de celui que forme la tangents. Or cette dernifere li'gne ayant une incln 
naison constante (n^ 450) quelle que soit la positio^ du point de contaet (E, E') 
sur rh^lice, il s'ensuit que tous les plans normaux de cette courbe auront pareille- 
ment une incUnaison constante, et que chacun passera par le rayon du cylindre qui 
aboutira au point considere sur Phelice. Par consequent, si Ton conceit que ces 
plans normaux soient menes par des points infiniment voisins, pris a distances 
^gales sur Thelice propos^e, ils se couperont consecutivement suivant des droites 
qui auront toutes des positions parfaitement symetriques relativement k Taxe ver- 
tical 0; c'est-k-dire que ces droites seront dgalement inclinSes sur cet axe, et placees 
a la mime distance de cette verticale. D'oii je conclus que ces droites, intersections 
des plans normaux consecutifs, se trouveront tangentes k une nouvelle b^ice tracee 
surun cylindre droit k base circulaire a6c^..., dontle rayon est encore inconnu, 
et qu'elles formeront un hdlicoide ddveloppable (n^ 456) qui sera le Ueu des pdles, 
ou le lieu de toutes les ddveloppies (n^ 658) de Thelice primitive (ABCDE..., 

A'B'CD'E'...). 

673. Pour determiner cet belicoide, j'observe que sa trace horizontale sera 
precisement la devetoppante du cerde inconnu abode. ^. (n^ 453), et que cette 
courbe devra 6tre tangente aux traces de tous les plans normaux. Or le plan normal 
relatif au point (A, A') ayant ^videmment une trace AOI qui passe par le centre 0, 
le rayon 01 contiendra necessairement Torigine de cette developpante; tandis que 
la trace N'N, perpendiculaire k 01, r^pondra au premier quart de revolution de 
eetre d^eloppante; par eonsequeiit, sa distance an centre, c'ett*a^ire 01 ou en^ 
devra se trouver precisement ^^o/sau^iiitriife/d^c/iro/^/tJnmcei Maia 
dejk il existe une relation semblable entre la sous-tangente ET et le quart de cercle 
AE; done le rayon OA de ce dernier doit avoir avec ET !e m^e rapport qu'aura 
le rayon inconnu Oa avec 01. D'aprfes cette remarque, on tirera la droite A'(^ paral- 
lele a ET, puis i' a' parallfele k E'N', et cette seconde parallMe determinera la 
grandeur O'a! que Ton doit donn^ an rayon du cerele demande abcde\ ensuite, on 
construira Thelice [abode. ..^ a'b'dde'...) de mSme pas que Thelice primitive, et 
ce sera l*ar6te de rebroussemeni de Th^coide en question. Cette saiface aura 
d'ailleurs pour trace horizontale la developpante onvrAxi cercle abode... ^ etpour 
generatrices les tangentes de la laouvelle keliee, tellesque (en, E'N"), (A^^t AV), 
ksqoelles representent les intersections coasecutives des plans mormaux iafiniment 
voisins, menes a I'helice (ABGD..., A'B'C'D\«.). 

674. {Kg. 12^.) Pour trouver le rayosi de courbure de cette derni^re ligne au 
p«»ttt (E, E') par exemple, il faut abaisser de ee point {nou du n"" 656) ime per* 
pendiciilaire (EOtf, E') sur la generatrice (e/i, E'N'), qui est dans le plan normal 
corvespondant an point assigne. Or, eomme cette perpendiculaire aboutit evidem- 
meat an point (e, E')v el que des resultats semblables arriveraient pour tout autre 
plan normal, nous en eonclorons ces deux theoremes bien remarquables : i^ tauie 
hOke a base cittmbun (ABCDE,.., A'BX D'E'...) apourlieu deses centres de cour^ 
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bure une imtre kelice [abcde..., a'ftVrfV...) determinee comme ci-dessus; 2® k 
rayon de courbure de la premiere hiUce est constant, et dgal a la somme OE H- Oe 
des rayons des cyUndres oil sont situSes ces deux courbes, 

675. R6cippoquement, on pirouvera, par des considerations semblables, que la 
seconde helice {abode..., a!V d d' d..^ a pour lieu de ses centres de courbure la 
premifere helice (ABCD..., A'B'C'D'..,); et que le rayon de courbure de celle-lk est 
aussi constamment egal a la somme Oe-F OE. Cela tient k ce que le plan normal 
E'N'N de la premiere helice est le plan osculateur (n^ 465) de la seconde; et 
qu'aussi le plan normal de celle-ci, qui serait E'T'T, perpendiculaire k la tangente 
(en, E'N'), se trouve le plan osculateur de la premiere: de sorte qu'il y a une com- 
plete reciprocite entre ces deux helices, et les angles de contingence et de torsion 
(n^655, 654) dans Tune, sont respectivement egaux aux angles de torsion et de 
contingence dans Tautre. Ce resultat est un cas particulier de la relation generate 
que nous avons fait remarquer au n^ 659 ; mais, comme nous Tavons observe alors, 
il ne faut pas en conclure que la torsion meme, ou la carnbrure de la seconde helice, 
soit egale a la courbure de la premiere, ni reciproquement; carles elements cor- 
respondants AB et ab de ces courbes ne sont pas de meme longueur. 

676. Si Ton veut exprimer par Tanalyse la grandeur des rayons de courbure p 
et /»' de ces deux helices, il n'y a qu'a poser 

OA=R, Oa = r, angle r = w, N' = 90^ - w = «', 0'E' = |A; 

etle triangle rectangle A' <?' a', que nous avons trace sup Tepure, fournira evidem- 
ment la relation r = R tang^ w, d'oii Ton deduira 

p = R + r=R(i + tang^o)) = R(i + ^,) 

pour la premiere helice ; et pour la seconde, 

p' = rn- R = r(i -h tang^co') =r^i 4- 1^)- 

677. {Fig. 138.) Main tenant, construisons une 6?eVe/b/)/7eederhelice (ABCD..., 
A'B'C'D'...), en menant d'abord, par un point arbitraire (E, E') de cette courbe, 
une droitequi soit situ6e ( n*^ 657 ) dans un plan normal E'N'N relatif a ce point; 
ou bien une tangente a la surface polaire, enveloppe des plans normaux, laquelle 
surface est ici Thelicoide developpable qui a pour arete de rebroussement I'helice 
{abcde..., a'Vdd'e' ..»). Afin d'ar river k des resultats plus symetriques, choisissons 
pour cette premiere tangente le rayon de courbure (Ec, E'), et rappelons-nous 
qu'aprfes le developpement de cet helicoide, la developpee cherch^e deviendra une 
ligne droite (n*^658) qui devra 6tre le prolongement ind^flni de (Ec, E'). Si done 
nousvoulonsdevelopper cet helicoide sur son plan tangent E'N'N, ilfaudra (n*'467) 
rabattre les tangentes (ne, N'E') et (Na, N'a') suivant nt et Na"; puis, elever k 
leurs extr^mites deux perpendiculairesEcd eta'' u qui determineront parleurrett- 
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contre le centre « et le rayon ws (*) du cercle eX suivant lequel se transformepa The- 
lice {abcd...y a'b'dd\..); d'ailleurs, sur ce developpement, la droite indefinie 
fi>€7r representera la transformee de la developpee cherchee. 

Quant k la position que prendra^ sur ce developpement, la generatrice quelconque 
(A(?, AV) de Thelicoide, nous Tobtiendrons en prenant Tare de cercle sri de meme 
longueur que Tare d'helice {eh, E' A'), longueur qui est donnee (n® 468) par Thypo- 
tenuse du triangle E'tq'tq"', dont la base E'vj' egale Tare horizontal eh; et alors la 
generatrice cherchee deviendra la tangente tqtt. Or, cette derniere allant rencontrer 
la transform^e cDe de la developpee, au point tt, il s'agira de reporter la distance y^tt 
sur la generatrice primitive {hv, AV); pour cela, on prendra rhypoteauseE'7r''==Y}rr, 
et la base E'tt de ce nouveau triangle rectangle etant portee de h eap, fournira 
ividemment la projection horizontale p, puis la projection verticale p\ d'un point 
de la developpee cherchee, laquelle sera {epx, E'p'x'). 

678. Ainsi, un fil enroule sur cette branche suivant la direction {xpeE, x'p'E') 
decrira par son extremite (E, E') la partie superieure (EFGH..^ E'FG'H'...) de 
Thelice donnee, du moins jusqu'a une certaine limite que nous allons determiner; 
et le rayon de des^eloppie aboutissant au point {p,p') sera la tangente (H/?, H'/?'). 
Quant a la partie inferieure (EDCB..., E'D'C'B'...), elle aura pour developpee uue 
autre branche (ePX, E'P'X') qui se construira comme la premiere, ou plutot qui 
s'en deduira imm6diatement, en cherchant des points (P9 P') places symetrique- 
ment avec (/>,/>')• 

679. II y aura sur le developpement de Theiicoide une tangente \p, parall^le k la 
transformee cjett de la developpee : done, si nous rapportons le point X sur I'heiice, 
en prenant Tare de cercle eA/ egal k la base E'X' du triangle rectangle E'X''X' dont 
rhypotenuse est Fare sX rectifie, la generatrice (/r, Vr') de rhelicoide correspon- 
draa X/9, etn'ira plus rencontrer la developpee [epx, E'p'x') qu*k I'infini. Toute- 
fois, ce n'est pas Ik Tasymptote de cette branche ; car une pareille droite doit non- 
seulement rencontrer la courbe en un point infiniment eioigne, mais aussi lui etre 
tangente. Or, puisqu'au point (p,/>'), situe sur la generatrice {hv, AV), la tan- 
gente etait (H/?, H'/?'); pour le point infiniment eioigne situe sur (/r, /V) la veri- 
table tangente, ou V asymptote , partira du point (L, L'), diametralement oppose 
k (/, /'), etsera la droite {Lz, Vz')^ parall^le a (/r, /V). 

680. On voit par Ik que la branche de developpee {epx, E'p'xf) , quoique infinie, 
ne pent servir qu'a decrire la portion d'beiice (EKL, E'K'L'); et quand le point 
generateur (E, E') du fil mobile est arrive en (L, L'), il faut que ce fil prolonge 
en sens contraire (LZ, V Z') , et fixe k son extremite opposee, recommence k se plier 



(*) Ce rayon w doit se trouver ^gal k E^, puisque c*est \k le rayon de courbure (n"" 67i) de I'h^lice 
{eAcd...^ a'^'c'^'...), etquecette ligne ne doit pas changer de courbure, quand on d^veloppe la surface 
dont elle est TarSte de rebroussement (n"" 479, note), Ainsi il aurait mieux valu rabaltre une seule tan- 
gente suivant jic, puis Clever la perpendiculaire cw ^ale iE^, laquelle aurait suffi pour tracer le cercle cX : 
c*est la marcfae que nous avons d^j4 conseill^ au n"" 468. 

C^omStrie Leroy. "55 
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sur une nouvelle branche (YQ6, Y'Q'6") qui a la meme asymptote, et qui servifa 
kd^crire un second arc d'helice (LAB, L'A'B"), egal au precedent. Pour construire 
cette nouvelle branche de developpee, dont la projection horizontale doit etre 6?i- 
d^mment symetrique de epx^ on prendra Tare lb = le, puis on d6crira la circonfe- 
lencepVqQ, sur laquelle on placera le point Q a gauche du rayon 06, comoie le 
point/>6tait place a droite du rayon Oe; enfin, on projettera Q en Q', en 61evaat 
ce dernier au-dessus de Thorizontale B"6" de la meme quantity dont le point// est 
abaisse au-dessous de E'X'. 

681. A la branche de d6velopp6e (YQ6, Y'Q'i") suee^dera une troisiiime 
branche {bqy, V'q'y) dont chaque point {q^q') se construira comme precedem- 
ment, et d'une maniere que notre epure rend assez visible ; cette troisifeme branche 
servira \ decrire un nouvel arc d'helice (BES, B"E"S"), toujours egal aux prece- 
dents, etainsi de suite. L*asymptote de cette dernifere branche serait encore paral- 
lele k la generatrice de Thelicoide, qui partirait du point diametralement oppose 
k (S, S"); mais il sera plus simple de Keener au cercle la tangente SWU, qui cou- 
pera LZ au point W, situe sur le rayon Oi : et comme ce point sqrait projet^ en W 
sur la premiere asymptote, il faudra placer le point W a la meme hauteur au- 
dessus de Wh'\ puis tirer la droite W"U' de manifere k former avec la verticale 
le meme angle que W Z. 

. 682. Quant a Tasymptote (V?, V'?') de la branche (ePX, E'P'X') , sa projectioii 
horizontale a une position symetrique de Vz; et sa projection verticale etant evi^ 
demment parallele a Y'^', il sufQra de la mener par le point V place au-dessous 
de E', comme le point V' est au-dessus. 

685. {Fig. ia8.) Pour mieux saisir la liaison de ces diverses branches de la de- 
veloppee totale d'une helice, et bien comprendre la description de cette courbe par 
un mow^ement continu, sans etre oblige de transporter le point d'attache du fi| 
mobile, d'une branche sur Tautre, il n'y a qu'a se representer une droite indefinie 
et t>j/7ea:i6/e, placee d'abord dans la position horizontale (Ee, E'), laquelle roulq, 
$(m$ glisser, sur la branche {epx^ E'p'x') en lui demeurant tangente. Daqs ce mou- 
yement, le point generateur (E, E') commenc^rsi par decrire Tare d'helice 
(EKL, E'K'L'), et lorsqu'il sera parvenu en (L, L') , la droite mobile sera devenue 
I'asymptote (Lz, Vz') ; mais, comme au meme instant cette droite touchera a Tinfini 
la seconde branche (iY, 6"Y'), si elle recommence a rouler en sens contraire sur 
cette derniere branche, pour se rapprocher de la position horizontale (BftW,B"t"), 
e point generateur decrira, dans cette seconde periode de son mouvement non 
interrompu. Tare d'helice (LAB, L'A"B"). Puis, si de la position horizontale 
(B6, B"t") , la droite mobile vient a rouler sur la troisifeme branche {bqy, b"q'y), 
fe point g6n6rateur decrira un nouvel arc d'h6lice (BES, B^E'^S"), jusqu'k ce que 
la droite ait prisla position de I'asymptote (SWU, S" W"U'); d'oii elle passera, sans 
interruption, sur une quatrieme branche qui a la meme asymptote, et ainsi de 
suite. 

Si Ton eprouvait quelque difliculte a suivre ces divers mouvemen(s dans I'espace, 
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on pouirait d'abord les ^tudier 8ur ujo/a sinmoide (n^ 451, nott), eourbe plane 
dont la developpee, situee dans sod plan, offre ainsi des branches infinies qui aat» 
deux k deuxy une asymptote commune. 



t—* 



CHAPITRE 11. 

DE LA (CObftBUBE DES SUBFACES. 

694. Deux surfaces sbat dites otculatrices Tune de Tautre, lorsque tout plan 
mene par la normale commune les coupe jsuivant d^ux courbes qui %qvX oscuiatrices 
enire elles (b? 650), ou bien qui ont le mSme rayon de courbure. Mais on doit sentir 
que, parmi toutes les spheres qui peuvent toucher une siuiface S en un point donne, 
aucune nesauraitlui etre osculatrice; puisque la courbure d'une sphere est nni- 
forme tout autour de sa normale, tandis qu'il n'en est pas ainsi d'une surface quel- 
conque. Alors, pour estimer la courbure de cette derniere en un point donne, on 
eherche les rayons de courbure des diverses sections normales, et, par leur compa- 
ra^son, on acquiert des notions precises sur la forme plus ou moins aplatie de la 
surface autour du point considere, ainsi que sur sa position par rapport k son plan 
tangent. Or il existe, entre les rayons de courbure de ces sections normales, une loi 
bien remarquable que nous aliens d'abord etudier sur les surfaces du second degre. 

685. {iFig. i3i.) Dans un ellipsoide dont les trois demi-axes sont OA = a, 
dB == 6, 0C= c, considerons specialement Un sommet C, pour lequel la normale est 
Taxe COZ, perpendiculaire aux tangentesCX et CY des deux ellipses principales CA 
et CB. Si nousmenons par ce point un troisieme plan normal YCZ, dont la trace, 
sur le plan tangent XCY, soit CV, il coupera la surface suivant une ellipse CD, qui 
aura eyidemment pour demi-axes OC = cet OD = d. Or on sait (n° 200) que les 
rayons de courbure, au sommet C des trois ellipses CA, CB, CD, ont pouir grandeurs 
respectives 

CG==^=R, CH = ^ = R', Cl = -=p; 
c e c ^ 

et comme le demi-diametre d de Tellipse ADB aura toujours une longueur comprise^ 
entre a et 6, on voit qu'en supposant a<i, le rayon p se trouvera toujours plus 
grand que R, etplus petit que R'; c'est-a-dire que de toutes les sections normales 
faites par le sommet C, la courbe CA est la section de courbure maximwn^ puisque 
son rayon R est le plus petit (n® 653) , et la courbe CB est la section de courbure 
rrdnimum, puisque son rayon R' est plus grand que tout autre. 

D'ailleurs, si Ton d6signe par y Tangle que fait le plan normal YCZ avec le plan 
principal XCZ, (f sera aussi Tangle compris entre Taxe OA et te diametre OD de 
Tellipse ADB; et Ton sait que la longueur de ce diametre est donnee par Tequation 

a5 = icos»y-h^sin>. 

35. 
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Done, en multipliant tous les termes par c, et ayant egard aux valeurs pr^c^dentes 
des rayons p , R^ R', il viendra 

(i) i = i.cos«y-h~sin«y, 

relation qui permettra de calculer ioiinediatement le rayon de courbure p d'une 
section normale quelconque passant par le sommet C» quand on connaitra Tangle f 
de cette section avee une des deux sections principcdes, et les rayons de courbure R 
etR' de ces dernieres courbes. 

686. {Fig. iSn.) Gonsiderons maintenant un hyperboloide a une nappe^ dont 
Tellipse de gorge est CAFE qui a pour axe les deux axes reels de la surface, savoir : 
OA=a, OC=c; tandis que I'axe imaginaire est une horizontale 06 = 6, per- 
pendiculaire au plan de Tellipse que nous regardons ici comme le plan vertical de 
la figure. Le rayon de courbure de cette ellipse, pour le sommet G, sera une ligne 

CG == — = Rf et celui de Thyperbole BGL contenue dans le plan des deux axes OC 

et 06, sera GH — = R"; mais il se trouvera dirige au-dessus du plan tangent XCT 

au lieu d'etre au-dessous comme GG. Maintenant, menons par le point G un plan 
normal quelconque YGZ, qui forme avec le plan principal XGZ un angle design^ 
par 9 ; si cet angle est assez petit, la section sera une ellipse GDF qui aura pour 
axes OG=c, OD = rf, et ce dernier sera evidemment un diametre de Tbyperbole 
ADE contenue dans le plan des deux axes horizontaux OA et 06. Or on sait que ce 
diametre est lie avec les axes de Thyperbole, par la relation 

j, = icos«y-isin»9;; 

si done on multiplie tous les termes par c, et qu'on observe que le rayon de cour- 
bure au sommet G de Tellipse GDF est /? — > on en conclura 

(a) ^ = lC0s^?~g/Sin*9, 

relation qui rentre pr^cis^ment dans la formule (i), pourvu qu'on y regarde comme 
vdgatif ce\\i\ des deux rayons principaux R, R', qui se trouvera dirig^ aurdessus du 
plan tangent (^). 

687. Gela pos6, tant que Tangle tf sera peu difTerent de zerj>, il est certain que le 
premier terme du second membre de la formule (n) prevaudra sur le terme negatif, 

(*) Ordinairement, on adopte rhypothtee contraire, parce que I'analyse fournit une valeur positive 
pour le rayon de courbure d*une courbe situ^ aurdessus de sa tangente, du moins quand on compte les 
ordonnto positives de has en haui. Mais, comme nous avons dirig6 ici i*aie des z positifs de hatu en has, 
la convention faite dans le texte s'accorde bien avec Tanalyse ; et nous avons pr^fi^rd cette disposition, 
parce que les sections normales sent plus commodes k figurer quand on les place au-dessous du plan 
tangent. 
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et ^u'ainsi le rayon de courbure p de la section normale CDF sera positif, ce qui 
annonce que cette courbe sera convexe^ c'est-a-dire situee au^-dessous du plan tan- 
gent XCT. D'ailleurs, - itant ^videmment moindre que ^^^ ^ » et k plus forte rai- 

son moindre que |r > il en r^sulte que le rayon variable p sera plus grand que R, 

et qu'il augmentera continuellement avec 9 , jusqu'a ce que cet angle ait acquis la 
valeur » determin^e par I'^quation 

cos'w sin**> j> % A . ^ /R' 

"T" = "R^* dou tanga>=±:Y/^. 

Si done on trace sur le plan tangent XCY, ou sur le point horizontal (*) parallMe k 
celui-la, deux droites O'P, O'Q, qui fassent avec O'X' des angles 6gaux a co, alors, 
quand le plan secant normal arrivera dans la position OT, il coupera I'hyperbo- 
loide suivant une ligne dont la courbure sera nuUe, puisque p deviendra infini : et, 
en effete on doit voir que cette section sera Tune des deux generatrices rectilignes 
qui passent par le sommet C, attendu que, d'apres les valours de R et R^ Texpres- 

sion de ta revient a tang go = - • 

688. {Pig- 1 33.) Lorsque Tangle (p sera devenu plus grand que (a, et que le 
plan normal aura pris la position O'W, alors la formule ( 2 ) montre que le rayon p 
aura une valeur negative ; de sorte que la section correspondante se trouvera con^ 
ewe, c'est-k-dire situee au-dessus du plan tangent, et ce sera une hyperbole dont 
le rayon de courbure p ira en diminuant num^riquement, jusqu'k ce que Ton ait 

9 = 9o^ d'oii p=— R'=CH. 

Ce dernier r^sultat se rapporte an plan normal 0' Y', qui coupe la surface suivant 
rhyperbole principale BCL. 

689. En continuant cette discussion depuis f = 90^ jusqu'k f = 36o^, on re- 
trouverait successivement des r^sultats analogues, puisque la formule {2) ne ren- 
ferme que les carres de sin 9 et cosf . D'oii Ton doit conclure, 1° que les deux 
plans normaux P0'/>, QO'^ partagent la surface autour du point (0', C) en quatre 
regions distinctes : dans les deux angles PO'Q et pO* q opposes par le sommet, 
toutes les sections normales sont convexes, ou situees au-dessous du plan tangent 
XCY ; et dans les deux autres angles PO' q, Q0'/>, toutes les sections normales sont 
concedes, ou situees au-dessus de ce plan tangent; d'ailleurs le passage des unes aux 
autres se fait par deux sections rectilignes PO'/i, QO'^, qui sont les generatrices de 
rhyperboloide situees dans le plan tangent XCY. 2^ Le rayon de courbure R de la 
section principale CAF est le minimum de tons les rayons positifs, lesquels varient 

{*) Nous employons ici, outre la figure en perspective sur le tableau vertical XCZ, une projection hori- 
zontale £aite sur un plan perpendiculaire k la normale GZ, afin de fiBdre mieux apercevoir les iimites (jui 
apparent les sections convezes des sections concaves. 



depuis p = R justju'k p =cc; tandis que le rayon de courbure R' de I'aiitfe s^ctioil 
principale BtlL est le minimum des rayans negatifs : ou bien» ed tenant compte dti 
signe de ces derniers» on pourra dire que — R' est un maximum, maifi seulen^ent 
par rapport aux rayons negatifs qui varient'depuis p = — R' jusqu'k p = — oo . 

SOO. {Pig. 1 33 et 1 34.) Les propositions que nous venons de d^montrer pour 
un sonimet reel d'un ellipsoide ou d'l^n byperb.oloide a une nappe, sont ^gajement 
vraies pour toute surface S, eipour un point quelconque ijt de cette surface dont la . 
normale est MZ. G*est-k-dire que, parmi toutes les sections normales passcuU par ce \ 
point, ily en a toujours deux, MA et MB, nommdes sections principales, dont la 
premiere a un rayon de coitrbure MG = R qui est minimum, et la seconds un rayon de 
courbure MH = R' qui est maximum : ces deux sections principaies sont situdes dans des 
plans XMZ, YMZ, perpendiculaires entre eux ; et quand unefois on connatt la position 
de ces plans et les rayons priNjCIPaux R, R', le rayon de courbure p de toute autre sec-' 
tion normqJe MD passant par le mime point, est donne par laformule 

(3) i_I.cos'"(p4-g7 8in»(p, 

ob (f designe Tangle du plan de MD avec le plan de MA, et ou ii faudrait regarder 
comme nigatif tQ\\y\ des deux rayons principaux R, R', qui serait dirige au^-dessus 
du plan tangent XMY, si la surface etait non com^exe, c'est-a-dire traversfefe pair son 
plan tangent en M. 

Ce tbeoreme important, du k Euler, n'est guere possible ^ demontrer d'une ma- 
niere complete et rigoureuse, au moyen de considerations pui*ement synthetiques; 
c*est pourquoi nous preferons de Tadmettre ici comme un resultat du balcill diiTe- 
rentiel {*) ; mais c'est I'unique emprunt que nous ferons a Tanalyse, et nous allons 
ensuiie developper, par la geometric seule, les consequences interessantes dont ce 
theofeme est susceptible. 

691 . Lorsque les deux rayons principaux MG = R, MH == R', sont positift^ 
comme dans \^Jig. i33, la formule (3 ) montre que p est constamment positif, t[ael 
que soit Tangle 9; done alors toutes les sections normales se trouvent au-dessoutf 
du plan tangent XMY, au ihoins dans les environs du point M, et la surfece est eon-^ 
vexe en ce point. D'ailleurs, en supposant que R < R', il est facile de voir que R eftt 
alors le minimum absota de tons les rayons de courbure des sections normales pas- 
sant par M, et R^ le mxiximum absolu de tons ces memes rayons; en effet, la fo^ 
mule (3), ecrite tour a tour sous Tune et Tautre des formes suivantes, 

montre qu'on a toujours, quel que soit Tangle f , 



-<^ et ->il>-< d'od /J<R et p> 



R'. 



(*) Voy^ezX Amdyse nppUquee a la gejmetrie des trots ditnensions, chap. XVI. 
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pes coDsequences semblables auraient lieu, si les deux rayons principaux etaient 
negatifs a la fois; seulement alors, la surface se trouverait plaeee au-dessus du 
plan tangent, tout autour du point M. 

692. Lorsque, pour un point particulier M d'une surface queleonque, il arrive 
que les deux rayons principaux R, R', sont egaux et de meme signe, la fornrale (3) 
3e r^duit evidemment, et Tangle (p disparait; de sorte qu'on trouve /9=R pour 
toutes les sections normales passant par ce point, autour duquel la surface presente 
pne courbure uniforpie dans tons les sens, comme celle d'une sphere. Ces points 
particuliers se nomipent des ombiUcs, et nous en ferons remarquer plusicurs de ce 
genre dans Tellipsoide (n*^ 739); mais il est deja evident que, quand la meridienne 
d*une surface de revolution coupe I'axe sous un angle droit, ce point est toujours 
un ombilic. 

693. Lorsque les deux rayons principaux sont de signes contraires, comme dans 
^^,fi8' '^4» oil MG = R, qui se rapporte a la section (MA, M'A'), se trouve positif, 
et ou MH = R', qui se rapporte a la section (MB, M'B'), se trouve negatif, alors la 
formule (3), ecrite avec le signe de R' en Evidence, devient 

(4) i = ^cos>-.^,sin^9. 

Elle montre d^jk que p sera tantot positif, tantot negatif, suivant la valeur de 
Tangle 9 ; c'est-a-dire qu'il y aura des sections normales situees, les unes au-des- 
sous, les autres au-dessus du plan tangent XMY; ainsi la surface sera non corwexe, 
ou a courbures opposies. Pour determiner les limites de ces diverses sections, cher- 
cboas la valeur psfrtieuli^re a> de Tangle f , qui satisferait k T^quation 

g- cos^ ^ "" R"' sin* CD = o, d'oii tang w = ±: 

puis, traQons sur le plan tangent XMY, ou sur le plan horizontal (*) qui lui est pa- 
rall^Ie, deux droites M'P, M'Q, qui fassent chacune avec M'X' un angle egal a 0^. 
Alors, pour toutes les valeurs de y comprises entre 9= — oi)ety = -f-c«), comme 
aussi pour toutes celles qui tomberont entre y = i icP — &> et 9 = i8o^-*- w, la for- 
mule (4) donnera evidemment des valeurs de p, qui seront positives; c'est-a-dire 
que toutes les sections normales comprises dans les angles diedres PM'Q et p^'q 
seront situees au-dessous du plan tangent horizontal XMY. Au contraire, lorsque la 
valeur de 9 tombera entre w et 180**— w, ou bien entre i8o**-i- w et 36o**— co, la 
formule (4^ donnera pour p une valeur negative ; ce qui prouve que toutes les sec- 
tions normales, comprises dans les deux angles diedres PM'^ et QM'/?, seront situees 
au-dessus du plan tangent XMY, au moins dans les environs du point M. 

(*) Nous employons encore ici, pour plus de clart^, une perspective sur un plan vertical, etune projec- 
tion sur UD plan horizontal ; si d'ailleurs on veut fixer ses id^es par un exemple, on peul regarder la 
surface qui nous occupe comme dtant la gorge d'une poulie dont Taie serait horizontal et projel^ suivani 
(B'L\ G). Le point consid^r^ (M, M') est alors sur le cercle de gorge (EMA, E'M'A'), et la section 
(BML, i'Bf'L') e^t un demi-cercle qui sert de mdriciien au tore de cette poulie. 
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694. {Fig. 1 34.) Enfin, lorsque 9 recevra une des valeurs 9=±:«>, on 
(p = iSol^±<M>^ le rayon p devenant infini dans la formale (4)» il s'ensuit que les 
deux plans normaux Umites VWp^ QM' q, couperont la surface suivant des courbes 
qui, sans £tre rectilignes, comme cela arrivait dans Thyperboloide (n^ 687), se- 
ront du moins tres-aplaties dans les environs du point M, et y offriront une cour^ 
bure nulle; e'est-k-dire que chacune aura en cet endroit deux elements communs 
avec sa tangente qui sera precisement la trace M'P ou M'Q du plan normal Umiie 
sur le plan tangent XMY. Ainsi, on pent dire que les deux plans normaux VM'p et 
QM'^ partagent la surface en quaire regions distinctes qui sont tour a tour comexes 
et concaves. 

En resume, dans les surfaces non convexes, les rayons de courbure positifs va- 
rient, d'apres la formule ( 4)f depuis p = h- R jusqu'a p = -h 00 ; et les rayons ne- 
gartifs, depuis p = — R' jusqu'k p = — oo . Done ici, R sera un minimum relative- 
ment aux rayons de la premiere classe, et — R' un maximum analytique pour ceux 
de la seconde classe, en tenant compte de leurs signes; mais si Ton voulait seule- 
ment parler de leurs grandeurs absolues, R' serait aussi un minimum. 

695. Remarque. Si Ton compare, dans une surface quelconque, deux sections 
normales dont les plans comprennent entre eux un angle droit, leurs rayons de 
courbure seront donnes par les formules 

1 = lcos*9 + iysin'?), i = ^ cos*9'-4. iysin*^', 

avec la relation 9 ' = 9 + 90^; d'ou il suit qu'en ajoutant ces Equations membre k 

membre, on aura 

I I I I 

P "^p'^R ■*"R''' 

ce qui montre que la somme des courbures de deux sections perpendiculaires Tune i 
Tautre, quel que soit Tangle <p , est toujours constante et Sgale a la somme des deux 

GOUKBURES principoks. La somme 7 + ^ ^ ^^^ nommee quelquefois la courbure de 

la surface; mais il vaudrait mieux appliquer cette denomination k la moiti^ de cette 
somme, qui se trouverait ainsi une moyenne arithm^tique entre la courbure 
maximum et la courbure minimum, D*un autre cot^, M. Gauss a designe sous le 

m^me nom de courbure de surface^ la quantity ^ ou la moyenne geom^trique 

entre les deux courbures principales. Quant a la construction graphique des sections 
principales et de leurs rayons de courbure, nous attendrons, pour en citer des 
exemples, que nous ayons parle des Ugnes de courbure^ parce que ces derniferes 
offriront k la geometric des secours fort utiles [*). 

(*] Pour completer ies notions pr^dentes, nous ajouterons que si, par la tangente MV (fig. i33), on 
faisait une section oblique dont le plan formftt un angle avec la section normaie MD qui passe par It 
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696. {Fig* 1 35). Pour chaque point lA d'une surface quelconque?t^ on peutcort" 
stndre une surface du second degri 2 qui soil osculatrice de%{n^ 684 ) , tout autour de 
ce point. Supposons d'abord que la surface donnee S soit convexe en M, et que MA 
et MB repr^sentent ses deux sections principales, ou les sections normales de cour-- 
hure maxirrwm et minimum, lesquelles ont pour rayons MG = R, MH = R'. Sur la 
normale MZ, prenons une distance arbitraire MO = c, que nous adopterons pour 
un des axes d*une ellipse MA' qui> tracee dans le plan de la section MA, devra lui 
fttre osculatrice : pour remplir cette condition, il suffit de choisir le second axe 
OA' ==: a de telle sorte que le rayon de courbure de Tellipse au sommet M soit egal 
^ R, ce qui donne la relation 

2!=R, d'oii a = \/R?; 

c 

m 
I 

ainsi le demi-axe OA' = a se determinera en cherchant une moyenne proportion- 
nelle entre R et c. De meme, dans le plan de la section MB, construisons une ellipse 
MB' qui lui soit osculatrice, et qui ait pour ses demi-axes OM = c et OB' = 6; ce 
dernier se determinera encore par la relation 

7 = R', d'oii ft = VR^. 

Cela pos^, les deux ellipses MA' et MB' d^terminent compl^tement un ellipsoide 2 
qui aura pour ses trois demi-axes OM, OA'^ OB', attendu que le plan de la courbe 
MB est perpendiculaire sur celui de MA; et je dis que cet ellipsoide sera osculateur 
de la surface S, ce qui se reduit k prouver (n^ 684) que tout plan normal MOD 
coupe S et 2 suivant deux courbes MD etMD' qui ont le meme rayon de courbure. 
Or, en appelant p et /?' les rayons de ces deux sections, ils seront donnes (n^ 690 
et 685) par les formules 

1 = i- cos«f 4- ^ sin»9), ^ = J cos*?) + Jsin>9), 

lesquelles prouvent que p = p', d'apres les valeurs pr^c^dentes de a et 6. 

697. On doit observer que Tellipsoide 2, osculateur de S pour le point M, n'est 
pas unique, puisque la longueur de Taxe c a ete choisie arbitrairement; ainsi, en 



mtoie tangente MY, le rayoii>de courbure p, de la section oblique aundt avec le rayon p de MD la relation 

suivante : 

P, = pcos©, 

laquelle exprime que p, est la projection de p sur le plan de la section oblique; ou bien, que la sphere 
d^crite avec le rayon p sera couple, par le plan dela section oblique, suivant un petit cercle qui sera pr^ci- 
s^ment le cercle osculateur de cette section. Cost le th^or^me dA k Meunier^ pour la demonstration duquel 
nous renverrons k notre Analyse appliquSe, chap. XVH ; en faisant seulement observer ici que, d*apres 
la formule pr^c^ente, les sections obliques faites dans une surface quelconque seront toujours comexes 
on concapes en m^me temps que la section normale qui passera par la mSme tangente. 

GSomStrie Leroy. 36 
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prenant c = a = R, ou c = b = ^\ on le rendrait de revolution^ mais non pas 
autour de la normale MZ. D'ailleurs, nous aurions pu employer deux hyperboles, 
ou deux paraboles, pour courbes osculatrices des sections principales MA etMB; et 
la surface osculatrice de S serait devenue un hyperboloide a deux nappes, ou un 
paraboloide elliptique, qui sont tous les deux des surfaces convexes. 

698. {Fig. 1 36.) Soit maintenant une surface S non convexe, dont les sections 
principales MA' et IVIB ont des rayons de courbure de sens opposes, MG = R» 
MH=R\ Gonstruisons, comme ci-dessus, une ellipse MA' qui soit osculatrice de 
MA au point M, et dont les demi-axes soient MO = c, longueur arbitraire prise sur 
la normale, et OA' = a, ligne determinee par la relation a = y/Rc; mais, pour 
courbe osculatrice de la section MB, nous ne pouvons plus adopter une ellipse, car 
il n'existe pas de surface du second degre qui admette deux sections de ce genre, 
situ^es Tune au-dessous et Tautre au-dessus du plan tangent. Nous construirons 
done une hyperbole B'ML', qui ait pour demi-axe reel la ligne MO = o, et pour 
demi-axe imaginaire une droite OB"' = b, perpendiculaire au plan de Tellipse, et 
telle, que le rayon de courbure de cette hyperbole (n^ 200) verifie la relation 

ft» 

7 = R', d'oii 6 = VR'c- 

Alors, Tellipse MA' et Thyperbole MB' determineront completement un hyperbo- 
loide k une nappe 2, lequel sera bien osculateur de S au point M (n^ 684); car 
tout plan normal qui fera un angle f avec MA, coupera S et 2 suivant deux courbes 
dont les rayons de courbure p et p' seraient donnes (n^ 693 et 686) par les 
formules 

-= -cos*? - grsm«y, ^ = ^cos^? - -.sin*y, 

lesquelles prouvent que p = p\ d'apres les valours precedentes de a et b. Nous 
aurions eu encore un hyperboloide osculateur de S, mais tourne en sens contraire, 
si nous avions mis Tellipse a la place de Thyperbole, et reciproquement; d'ailleurs* 
on ne doit pas oublier que Taxe c, dirige suivant la normale MG ou MH, pent rece- 
voir une longueur arbitraire. Enfin, si Ton avait adopte deux paraboles pour courbes 
osculatrices des sections MA et MB, on aurait obtenu, pour surface osculatrice de S, 
un paraboloide hyperbolique. 

699. UGJiESJ)ECOVRBVM, sur une surface quelconque. {Fig. i35.) MONGEa 
nomm6 ainsi la suite des points pour lesquels les normales de la surface S vont se 
rencontrer consecutivement, et nous allons demontrer qu*a partir de chaque point M 
donn^ sur S, il n'existe en general que deux lignes de courbure MaU, M6V, les^ 
quelles se coupent a angle droits et sont tangentes aux sections principales MA, MB 
(n^ 690), dont elles different neanmoins, puisque ordinairement elles ne sont point 
planes, comme ces dernieres. Commra^ons par etudier ces lignes de courbure au 
sommet d*une surface du second degr^. 
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700. {Pig. 1 3 1.) Soient CA et CB les deux dectioos principftles qui de C6ilpent 
au sommet C d'un ellipsoide^ pour lequel la normale de la surface est GO; en menant 
un plan parallele au plan tangent XCY, et k une distance Ga> infiniment petite, il 
donnera une section elliptique aS£» dont les sommets a et S set ont places sur CA 
et CB ; et si Ton prend sur cette courbe un point quelconque N different de a et S^ i 
je dis que la normale NK de Tellipsoide ne rencontrera pas la normale CO relative 
au sommet C. En effet, cette dernifere est projetee au centre co de la petite ellipse, 
tandis que NK, qui doit etre perpendiculaire k la tangente NT» se projettera sur le 
plan de cette meme ellipse, suivaot une droite NK', encore perpendiculaire k NT : 
or on sait qu*une normale NK' de Teliipse aSs ne va point passer par le centre ca; 
done la normale NK de la surface ne rencontrera jamais Cg>, quelque pr^s de C que 
aoit pris )e point N; k moins qu'on ne le choisisse en a ou S, sur une des deux sec- 
tions principales CA ou CB, parce qu'alors la normale de Tellipsoide serait projet^e 
suiyant Tua des axes aca ou ^o), lesquels vont passer par le centre o). 

II resulle de la que, pour le sommet C d'un ellipsoide, il n'y a que deux lignes 
de courbure qui sent dirigees d'abord suivant les elements Ca et C6 des deux see- 
tions principales. D*ailleurs, pour ee point particulier, il arrivera que les deux 
lignes de courbure coincideront totalement avec les sections CAF et CBF; paree que 
les normales de I'ellipsoide, menees par tons les points de la courbe CA, sont situ^es 
dans le plan de cette courbe, attendu que les tangentes des sections horizontalest 
pour les sommets a. A,..., se trouvent toutes perpendiculaires au plan deTellipse 
CAF. Les memes motifs s'appliquent k Tautre section principale CBF. 

701. Dans I'hyperbolo'ide a une nappe de lay£^. i32, on verra aisement qu'nne 
section parallele au plan tangent XCY, et placee au-dessous k une distance infiniment 
petite, fournirait une hyperbole dont les deux sommets reels a et s seraient sur ACE; 
tandis que si cette section etait au-dessus de XCY, ce serait une hyperbole renversee 
dont les sommets reels S et X se trouveraient sur BCL. Or, comme la normale de la 
surface se projetterait encore sur la normale de Tune ou de Tautre de ces hyperboles, 
et que cette derniere droite ne va passer par le centre qu'autant que le point df 
contact coincide avec Tun des sommets, on en conclura, comme ci-dessus, que 11 
normale OGH de Tbyperboloide en C ne peut etre rencontree par une normale infi- 
niment voisine que quand cette derniere part d'un point de la section principale 
CA ou CB. II est done demontre qu'au sommet G de Thyperboloide, il n'y a encore 
que deux lignes de courbure, lesquelles coincident entierement avec ACE et BCL, 
par les memes raisons que dans rellipsoide. 

702. {Fig. 1 35.) Revenons maintenant a une surface generale S que noussup- 
poserons d'abord convexe, autour du point quelconque M que Ton considere. U 
existe toujours (n° 696) un ellipsoide 1 qui est osculateur de S en M; et si Ton 
coupe ces deux surfaces par un plan parallele au plan tangent, et infiniment voisin» 
non-seulement tous les points de la section aNS ainsi obtenus seront commuos a S 
et a 2, mais encore les normales de ces deux surfaces, pour chacun des points a, 
N, S,..., seront les memes. En efiet, ona vu que deux sections MD^ MD\ contenaes 

36. 
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dans un mdme plan normal quelconque, etaient osculatrices ; c*est-^-dire qu'elles 
avaient deux tangentes consecutives communes, Tune en M, Tautre en N : done 
cette derniere tangente N9, jointe avec la tangente NT de la courbe aN6, determi- 
nera un plan qui touchera hn mime temps S et 2 au point N, et, par suite, la perpen- 
diculaire a ce plan sera une normale commune aux surfaces S et 2. Gela pose, il a 
ete prouve (n'' 700) que sur Tellipsoide 2, la normale MO du sommet ne pent etre 
rencontree par une normale infiniment voisine qu'autanl que celle-ci part du point 
a situ^ sur MA', ou du point 6 situe sur MB : done aussi , sur la surface S, il n'y a que 
les deux normalesaG etSH qui aillent couper la normale MO; et, par consequent, 
il n'existe, a partir du point M, que deux lignes de courbure doni ks premiers SIS- 
merits Ma et MS sont communs aux sections principales MA et MB. 

Maintenant si, a partir de a, on voulait trouver un point infiniment voisin of 
dont la normale allat couper la precedente aG, il faudrait choisir ce nouveau point 
sur une des deux sections principales relatives a a; or, en general, aucune de ces 
deux dernieres ne serait dans le plan de MA; par consequent, la premiere ligne de 
courbure M aa'U sera gauche ordinairement, et elle se trouvera seulement tangente 
a la section principak Ma A. Une consequence analogue a lieu pour la seconde ligne 
de courbure M€y, qui touchera la section principale M§B, mais differera ordinai- 
rement de celle-ci dans le reste de son cours; et, d'ailleurs, ces deux Hgnes de 
courbure MU et Y se couperont a angle droit en M, comme les deux sections princi- 
pales auxquelles elles sont tangentes. 

705. [Fig* i35.) En outre, les portions MG etMH de la normale primitive MO, 
determinees par sa rencontre avec les deux normales voisines, et que Monge a nom- 
mees les rayons de courbure de la surface au point M, ne sont autre chose que les 
deux rayons principaux definis au n" 690. En efTet, les droites MG et aG etant nor- 
males a la surface S, le sont necessairement a la courbe MA ; et comme elles sont 
d'ailleurs dans son plan, leur rencontre G est bien le centre du cercle osculateur 
(n"* 650) de la section MA : de meme, H est le centre de courbure de la section MB; 
mais la denomination adoptee par Monge tient a une propriety qu'il importe de 
faire ressortir. 

Si du point G comme centre, avec une des normales GM, Ga, qui sont egales 
(n^ 650), on decrit une sphere, elle touchera la surface S en deux points consScur- 
l^Meta, puisque deux de ses rayons sont normaux a S; et il en arrivera autant 
pour la sphfere decrite du point H, avec le rayon HM = H§. Tandis que si, avec le 
rayon de courbure MI = NI d'une autre section normale MND, on decrivait une 
sphere, elle toucherait la surface S seulement en M, et non en N; car le rayon NI 
ne serait pas normal a la surface S, puisque nous venons de prouver que la veritable 
normale NK ne pent aller couper MO. Ainsi, les portions MG et MH de la normale 
en M sont les rayons de deux spheres qui seules peuvent avoir deux plans tangents 
consecuufs communs avec ^^ et dont la courbure exprime le maximum etle minimum 
de courbure que presentent les diverses sections noimales autour du point M. Ton* 
tefois, il ne faut pas dire que ces deux spheres sont osculatrices de S; parce que le 
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double contact qu'elles ont chacune avee celte surface n'a lieu que dans une direc^ 
tion, et non tout autour du point M, comme Texigerait le veritable caractere de I'os- 
culation generale (n"^ 684). 

704. II faut aussi se garder de croire que MG soit le rayon de courbure de la 
ligne de courbure M ally c'est-k-dire le rayon du cerclequi aurait aveccette ligne 
deux elements communs. En effete il est bien vrai que les deux droites MG et aG, 
etant normales k la surface, sont aussi telles par rapport a la courbe MuV : mais 
pour que leur rencontre G donnatle centre de courbure de Mali, il faudrait que 
ces normales fussent situees toutes deux dans le plan osculateur de cette courbe 
(n" 650) ; ce qui n'arrivera que dans le cas particulier oil MU coincidera avec MA, 
ou du moins lorsque MU et MA auront un contact du second ordre. 

705. {Fig. 1 36.) Pour une surface non con vexe, on d^montrera d'une maniere 
toute semblable Texistence et les proprietes des deux lignes de courbure relatives k 
un point quelconque M, en construisant (n^ 698) Thyperboloide osculateur de 
cette surface en M, en y appliquant ce que nous avons prouve pour la rencontre des 
normales au sommet d'un hyperboloide (n^ 701). Seulement ici, les deux centres 
de courbure G et H seront places Tun au-dessous, I'autre au-dessus du plan tangent ; 
mais toutes les relations precedentes seront egalement vraies. 

706. Lorsque le point M, consid^r6 sur une surface quelconque, sera un ombiUc 
(n® 692), le nombre des lignes de courbure deviendra indefini, comme celui des 
sections principales auxquelles elles doivent Stre tangentes ; mais cette circonstance 
particuliere ne se presentera jamais dans les surfaces non convexes, puisque, quand 
mSme les rayons principaux seraient egaux en grandeur absolue, ils ne seraient 
pas identiques quant k la position. 

707. Apres avoir ainsi demontre generalement Texistence de deux lignes de 
courbure pour chaque point d'une surface quelconque, il est bon de citer divers 
exemples oil la determination de ces lignes s'effectue immediatement. 

{Fig. 1 39 et it\o.) Dans une surface de revolution decrite par un meridien quel- 
conque AME, cemeridienestlui-meme une premiere ligne de courbure pour cha* 
cun deses points, tel que M; car les normales de la surface MG, aG, a'G',..., se 
trouvant contenues toutes dans le plan meridien (n^lSO), irontse couper conse- 
cutivement sur la developpeeGG'G''... dela courbe MA. La seconde ligne de cour- 
bure passant par le point M, est evidemment le parall^le MSY, puisque toutes les 
normales de la surface qui partent des points M, S, Y,...^ vont aboutir (n"* 130) au 
mdme point H de I'axe. Ajoutons qu'ici les deux rayons de courbure de la surface 
sont : I® le rayon de courbure GM du meridien; 2^ la portion MH de la normale 
comprise entre le point considere M et Taxe de revolution. 

708. Quant aux deux sections principales de la surface (n^ 690), relatives au 
point quelconque M, la premiere est encore le meridien MA; car le plan de cette 
section doit contenir le normale MG de la surface, et I'element Ma de la ligne de 
courbure qui lui est tangente (n® 702); et cette coincidence entiere entre la sec- 
tion principale et la ligne de courbure se reproduira evidemment toutes les fois que 
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o^te detnihre sera plane et que son plan renfermera la normale dela surface. \a 
secpnde section principale pour le point M ne coincide plus avec Tautre ligne de 
courbure M6V, parceque celle-ci, quoique plane, ne renfermepas la normale MH; 
ipais on obtiendra aisement cette seconde section principale M6B, en conduisant 
^uivant MHG un plan secant perpendiculaire au plan de la premiere section MA, 
etla courbe M§B aura un Element M§ commun avec le parallfele MSV. D'ailleurs, 
les deux rayons de courbure des sections normales MA etMB seront (n^ 703) las 
rayons de courbure MG et MH de la surface. 

709. Dans un cylindre k base quelconque, la g^neratrice rectiligne qui passe 
par le point consid^r^ sera evidemment une premiere ligne de courbure ; car, le 
plan tangent ^tant commun tout le long de cette generatrice, les diverses normales 
seront parallMes entre elles, etcontenues des lorsdans un meme plan, quoiqu^elles 
n'aillent ici se rencontrer qu'k I'infini. Cette gen^ratrice sera en meme temps une 
premiere section principale, parlaraison generale citee au numero precedent; et 
la cowrbwre de la surface sera nulle dans le sens de la generatrice, paisque le rayoft 
de courbure Iburni par la rencontre de deux normales voisines se trouyera infini* 
Ensuite, si par le point considere on mene ua plan perpendiculaire a la generah- 
trice, la section orthogonale ainsi produite sera la seconde ligne de courbure, puis- 
que les normales du cylindre relatives aux divers points de cette courbure se trou- 
veront Evidemment dans son plan, et iront se couper sur la d^veloppee de cette 
section orthogonale dont le rayon de courbure devient ainsi le rayon minimum de la 
surface; c'esl-a-dire que /a coi^frure waximwnAxii cylindre a lieu dans le sens de 
la section orthogonale, laquelle est aussi evidemment (n^ 708) la seconde sectiM 
principale. 

710. On verra de meme que, dans un cdne a base quelconque, chaque gtee- 
ratrice rectiligne est k la fois une ligne de courbure et une section principale^ dans 
le sens de laquelle la surface offre une courbure nulle; puis, comme toutes cas 
gen^atrices doivent etre couples k angles droits par les lignes de la seconde cour- 
bure, ces derniferes seront les intersections du cone avec des spheres dont le centre 
commun sera place au sommet. Quant a la seconde section principale, relatives 
un point donnE sur une generatrice, on Tobtiendra en menant, par la normale du 
cone en ce point, un plan secant perpendiculaire a la generatrice. 

711. S'il s'agit d*une surface developpable quelconque, la generatrice rectiligne 
sera encore k la fois une ligne de courbure et une section principale dont le rayoa 
de courbure se trouvera infini, attendu que le plan tangent de la surface est com* 
mua tout le long de cette generatrice. La seconde section principale pour un point 
donne M s'obtiendra en menant, par la normale en ce point, un plan secant perpen- 
diculaire a la generatrice qui y passe ; et la seconde ligne de courbure qui doit 
couper k angles droits toutes les generatrices sera une devehppante de Tarete de 
rebroussement de la surface. Ainsi, dans Thelicoide developpable de la^^. ^f^ les 
generatrices rectilignes sont les lignes de premiere courbure, et les lignes de se** 
conde courbure sont les sections borizontaLes, telles que ABCDLMPQ...; ear cette 
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spirale coupe a angles droits toates les generatrices, et elle est bien tine develop- 
pante (n^^eeij de Fhelice {ASy&..., A'&fi'...). 

712. {Fig. 143.) Lorsqtte la surface propos^e S sera gauche, la gen^ratrice GMP 
ne sera plus une ligne de courbure, puisque les normales le long de cette droite, 
loin de se rencontrer, ferment un paraboloide hyperbolique (n^ 595) \ maisGMP 
se trouvant dans le plan tangent en M sera precisement la section d'un des deut 
plans normaux limites ( n^ 694 ) qui separent les sections normales plac6es au-des-^ 
sous du plan tangent, d'avec celles qui sont situ^es au-dessus. Or, comme le plan 
tangent en M coupera la surface gauche suivant une seconde branche Ma , si on 
lui mfene sa tangente MQ, qui sera la trace du second plan normal limite, et que 
Ton divise par moities Tangle PMQ et son supplement au moyen des droites MA 
etMB, ces dernibres seront les traces des deux sections principales sur le plan tan^^ 
gent, et ce seront aussi les tangentes aux deux lignes de courbure partant de M. 

713. Des resultats semblables auraient lieu pour une surface S qui, satis etr^ 
gauche, serait non convexe, parce que le plan tangent d'une telle surface la cou->- 
perait necessairement suivant deux branches passant par le point de contact, et 
dont les tangentes indiqueraient encore la position des plans normaux limites; 
d'oii Ton conclurait, comme ci-dessus, la direction des sections principales et des 
lignes de courbure en ce point. 

714. [Fig. i4^.) Apr^s ces divers exemples, rentrons dans la theorie g^nerale, 
et concevons qu'k partir d*un point M, pris a volonte sur une surface quelconque S, 
on cherche, parmi les points inflniment voisins, les deux seuls M' et K pour les* 
quels les normales vont couper celles de M ; puis, qu'k partir de M% on fasse la 
meme recherche qui fournira les points M'' et K', et que Ton continue k operer 
semblablement pour les points M'%..., K, K',..., R, R^•..; onobtiendra ainsi deUx 
series de lignes de courbure 

MM'U, KK'U', RR'U", . . . , et MKV, M'K'V, M'K'T", . . . , 

lesquelles partageront la surface proposee en quadrilat^res curvilignes, dont led 
cotes se couperont toujours a angles droits (n® 702), et indiqueront les directions 
des deux courbures de la surface^ c*est--k-dire les directions oil elle presentera, 
autour de chaque point, une courbure maximum ou minimum (n° 703). 

715. Maintenant si, par tous les points d'une des lignes de la premiere cour-* 
bure MU, on couQoit les diverses normales de la surface S, ces droites^ qui se ren- 
eontreront consecutivement, formeront une surface developpable dont Tarete de 
febroussement GG'G", tangente k toutes ces normales, sera la suite des centres de 
la premiere courbure de S, relatifs a la ligne MU. Observons, d'ailleurs, que cette 
arete de rebroussement s^ra une de^^eloppde (n^ 657) de la ligne MU, et que cette 
demifere se trouvera aussi une ligne de courbure (n^7ll) pour la surface deve-> 
loppable formee pa^ les normales en question. En operant ainsi pour chaque ligne 
KU', RU", TU'^, . . . , de la premifere courbure, on obtiendra une serie de surfoces 
dereloppaMes, chacune normale k S, et dont les aretes de rebrousefement GO'C". * . , 
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G, G'l 6' ...f formeront, par leur ensemble, une surface 1 lieu des centres de la pre^ 
miere courbure de S, et a laquelle toutes les normales de cette demiere seront tan- 
gentes. De meme, il existera une seconde surface 2' Heu des centres de la seconde 
courbure de S, et qui sera formee par les aretes de rebroussement telles que HH'H". . . , 
de toutes les surfaces developpables produites par les normales menees le long de 
chaque ligne de seconde courbure, MV, M'V, M^'V",...; et cette surface 2' sera 
encore touch^e par les memos normales que 2. 

716. Ordinairement, les lieux 2 et 2' de tons les centres de courbure ne seront 
autre chose que deux nappes distinctes d'une memo surface courbe, assujetties k 
une generation commune, et representees par une Equation unique. Mais, quel- 
quefois aussi, ce seront deux surfaces independantes ; comme dans les surfaces de 
revolution, oil la nappe 2' des centres de courbure relatifs aux parallMes se reduit 
k Taxe de revolution lui-m6me (n"" 707), et oil la nappe 2 des centres de courbure 
relatife aux divers m^ridiens est une nouvelle surface de revolutiion engendree par 
la rotation de la developp^e plane du meridien (n^ 707) autour du memo axe. Au 
reste, les deux nappes des centres de courbure de la surface S sont, par rapport k 
celle-ci, ce que les developpees sont par rapport aux lignes courbes. 

717. {Fig. 1 42*) II fstut bien observer que les surfaces developpables, nor- 
males k S le long des lignes de premiere courbure MU, KU', RU'\..., sont tan- 
gentes k la seconde nappe des centres 2', tandis que la premiere nappe 2 est tou- 
chee par les surfaces developpables qui passent par les lignes de seconde courbure 
MV, M'V, M"V%.... En eflfet, les normales parties de M, M', W\ se coupent sur 
la premiere nappe 2 en G, G', aussi bien que les normales parties de K, K', E'', 
qui se coupent en G| , G'^; mais la rencontre des normales de M k K, de M' a K\ 
deM'^kK"', se fait en H, H^, H,, sur la seconde nappe 2': done cette nappe est 
le lieu des intersections consdcutives de toutes les surfaces developpables de la pre- 
miere serie, ou bien elle est leur enveloppe (n^ 190), et consequemment elle 
se trouve tangente k chacune d'elles. On verra de meme que la nappe 2 est Ven>^ 
veloppe de toutes les surfaces developpables relatives aux lignes de la seconde 
courbure. ^ 

718. Ce qui precede montre que deux surfaces developpables normales kS, et 
qui appartiennent k la meme serie, ou qui passent par deux lignes de courbure 
de la meme esp^ce, comme MU et KU', se coupent suivant une courbe HH^ H, qui 
est situee sur la nappe des centres de Tespece opposee. Mais si Ton compare les 
surfaces developpables de series difTerentes, on verra qu'elles se coupent deux k 
deux suivant une normale de S, comme GMM'U etGMKV, qui out pour intersec- 
tion la droite MG. De plus, cette intersection se fait toujours a tmgle droit, puisque 
les plans M' MG et KMG, qui sont evidemment tangents k ces deux surfaces deve- 
loppables, se trouvent perpendiculaires Tun sur Tautre, attendu que les elements 
MM' et MK des deux lignes de courbure sont perpendiculaires entre eux et k la 
normale MG. 

719. Or le plan M'MG, tangent k une surface deyeloppable de la premise 
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serie, doit toucher (n** 717) la secoade nappe des centres 2'; et de oieme, le 
plan KMG sera tangent k la premiere nappe 2 : done, puisque ces plans sont rec* 
tangulaires, toutes les fois que I'on considerera ces deux nappes d'un point de 
vue ^ pris k volont^ sur S, les contours appctrents de ces deux nappes paraitront 
toujours se couper k angles droits. 

720. Observons encore que le plan M'MG est le plan osculateur de I'artte de 
rebroussement GG'G..., situee sur la nappe 2; or, puisque ce plan est perpendi- 
culaire sur KMG, qui touche cette nappe (n** 717), il s*ensuit que la courbe 
GG'G'"..* a tons ses plans osculateurs normaux a la nappe 2; et, par suite (n"" 189), 
cette courbe est la ligne minimum entre deux de ses points sur la surface 2. La 
meme consequence a lieu pour toutes les autres aretes de rebroussement situees 
sur cette nappe, comme aussi pour toutes celles qui composent la nappe 1\ 

721. Si les deux nappes -2 et 2' se coupent quelque part, elles se couperont k 
angles droits, d*apres ce que nous venous de dire ; et leur intersection 9 s'appelle 
le lieu des centres de courbure sphdrique, parce que cbaque tangente a la courbe $ 
sera une normale de S, qui ira percer cette surface en un point X pour lequel 
les deux courbures auront ^videmment mSme rayon et meme centre; de sorte 
qu' elles seront egales, comme cela arrive en cbaque point d'une sphere. Aussi, 
Tensemble de toutes les tangentes k T intersection $ ira percer la surface S suivant 
une courbe Xk'V\.. qui se nomme la ligne des courbures sphdriques^ et qui coupe 
n^cessairement toutes les lignes de courbure de premiere et de seconde esp^ce. 

722. € II est bien evident, > dit Monge^ c que la ligne des courbures sph^riques 
sur la surface S est une developpante de la ligne des centres de courbure sphe- 
rique 9. Ainsi, apr^s avoir fixe un fil en un des points de cette intersection des 
deux nappes des centres, si, en le tendant, on le fait mouvoir de mani^re qu'il s'en- 
veloppe sur cette intersection, et que la partie rectiligne du fil soit toujours tan- 
gente k cette courbe, un des points de ce fil parcourra la ligne des courbures sphe- 
riques. Mais si, en tendant le fil, on ne s'assujettit a aucune condition, et Ton 
suppose qu'il n'exerce aueun frottement sur les nappes des centres, dans quelque 
position qu'on le consid^re, il sera divise en trois parties : la premiere sera enve« 
loppee sur une partie de Tintersection des deux nappes ; la seconde sera pliee et 
tendue sur la nappe des centres dont le fil se sera rapproebe, et sera appliquee sur 
une des aretes de rebroussement (* ) dont cette nappe est le lieu, et ces deux parties 
de courbe se toucberont k leur point commun ; la troisi^me partie du fil en ligne 
droite sera tangente k cette arete de rebroussement, et normale k la surface S ; enfin, 
Fextremit^ du fil sera sur cette surface m£me. Ainsi, en agitant le fil constamment 
tendu, on pourra transporter le meme point du fil successivement sur tous les 
points de la surface. On voit done qu'une surface quelconque pent etre engendree 
par les deux mouvements continus du point d'un fil tendu qui s'enveloppe sur les 

(*) Paurce que cette ar^te est la courbe minimum entre deux desee points, commo nous Tavons demon - 
tr6 n» 720. 

G^mf^trie Letray* -J 7 
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nappes des centres^ de mdnie qu'une courbe plane peut 6tre engendree par te point 
d'uD HI tendu qui s'enveloppe sar ia developp6e 4e la courbe. » 

723* < YoyoDs actuellement, » continue Monge, c quelques exemples de Putilit^ 
dont ces g^neralit^s peuvent etre dans certains arts. Le premier exemple sera pris 
dans Tarchitecture. 

> Les yoAtes construites en pierre de taille sent composies de pieces distinctes, 
auxquelles on donne le nom generique de voussoirs. Chaque voussoir a plusieurs 
faces qui exigent la plus grande attention dans rexecution t x^Isl face qui doit fsAte 
parement» et qui> devant etre uae partie de la surface visible Ae la voAfe^ doit etre 
executee avec la plus grande precision : cette face se Aomme doudlle; n^ les faces 
par le^quelles les voussoirs consecutife s'appliquent les nns centre les autres : on 
les nomoie generalement /oi/itt. Les joints exigent aussi la pli» grande exactitude 
dans leur execution; car la pression se transitiettant d'lin voussoir 4 rautre per- 
pend iculairement a la sur&ce du joint, il est n^cessaire que les deux pierres se tou- 
chent par le plus grand nombre possible de points^ afin que poor chaque ^int de 
contact la pression soit la moindre, et que pour tous die approche le plus da I'ega* 
lite. 11 faut done que dans chaque voussoir lea joints approchent le pliis de la veri-* 
table surface dont ils doivent faire partie $ et pour que cet objet soit plus facile a 
remplir, il faut que la surface des joints soit de la nature la plus simple et de Texe* 
cution la plus susceptible de precision. C'est pour cda que Ton fait ordinairemeot 
les joints plans; mais les surfaces de toutes les voutos ne comportent pas cette dis^ 
position, et dans quelques-unes en blesserait trop les convenances dont nous par- 
lerons dans un moment, si Ton ne donnait pas aux joints one surface courbe« 
Dans ce cas, il faut choisir parmi toutes les surfaces oourbes qui pourraient 
d'ailleurs satisfaire aux autres conditions^ celles dont la generation est la plus 
simple^ et dont Tex^cution est plus susceptible d'exactitude. Or, de toutes les sur-r 
fatces courbes, celles qu*il est plus facile d'executer sont celles qui sont engen- 
dr^es par le mouvement d'une ligne droite, et surtout les surfaces developpables; 
ainsi, lorsqu'il est necessaire que les joints des voussoirs soient des surfttces courbes, 
on les compose, autant qull est possible, de surfaces developpables. 

> line des principales conditions auxquelles la foume des joints des voussoirs 
doit satisfaire, e'est d'etre partout perpendicuiaires a la surface de la voute que ces 
viHissoirs composent. Gar, si les deux angles qu'un memo joint fait avec la surface 
de la voute etaient sensiblement ioegaux, celui de ces angles qui excederait Tangle 
droit serait capable d'une plus grande resistance que Tautre; et dans Taction que 
deux voussoirs consecutifs exercent Tun sur Tautre, Tangle plus petit que Tangle 
droit serait expose a eclater, ce qui, au moins» d6fermerait la voute, et pourrait 
memo alterer sa solidite, et diminuer la duree de Tedifiee. Lors done que la surface 
d'un joint doit etre courbe, il convient de Tengendrer par une droite qui soit par- 
tout perpendiculaire a la surface de la voute; et si Ton veut de plus que la surface 
du joint suit developpable, il faut que toutes les normales a la surface de la voute, 
qui couiposent, pour ainsi dire, le joint, soient consecutivement deux a deux dans 
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un merne plan- Or nous venons de voir que cette condition ne pent etre rempliet a 
moins que toutes les normales ne passent par une m^e ligne de courbure de la sur- 
face de la voute ; done, si les surfaces d^s joints des voussoirs d'une voute doivent 
etre developpables, il faut necessairement que ces surfaces rencontrent oelles de la 
voute dans ses lignes de courbure. 

» D'ailleurs, ayec quelque precision que les voussoirs d'une voute soient ex6- 
cut^s, leur division est toujours apparente sur la surface ; elle y trace des lignes 
tres-sensibleSy et ces lignes doivent etre soumises a des lois generates, et satisfs^ire 
a des convenances particuli^res, selon la nature de la surface de la voute* Parai) les 
lois generates, les unes sont relatives a la stabilite, les autres a la duree de I'edifice ; 
de ce nombre est la r^gle qui present que les joints d'un meme voussoir soient 
rectangulaires entre eux, par la meme raison qu'ils doivent etre eux-memes per^ 
pendieulaires a la surface de la voAte. Aussi le^ lignes de division des voussoirs 
doivent etre telles, que celles qui divi&e&t la voOte ^ assises soient toutes per- 
pendiculaires k celles qui diyisent une ipeme assise en voussoirs. Quant aux conve- 
nances particulieres, il y en a de plusieura sortes, et notre objet p'est pas ici d'en 
faire Tenumeration ; mais il y en a une principale, c'est que les lignes de divi- 
sion des voussoirs qui» comme nous venous de le voir, sont de deux esp^ces, et 
qui doivent se rencontrer toutes perpendiculairemeAt* doivent aussi porter le carac- 
tere de la surface a laquelle elles appartiennent. Or il n'existe pas d'autre ligne* 
sur la surface courbe, qui puisse remplir en ipdme temps toutes ces conditions, 
que les deux suites de lignes de courbure, et elles les remplissept completement. 
Ainsi, la division 4'une voute en voussoirs doit done toujours etre faite par des 
lignes de courbure de la surface de la voute, et les joints doivent ^tre des por* 
tions de surfaces developpables formees par les normales k la surface qui, eon* 
sider^es consecutivement, sont deux a deux dans un meme plan ; afin que pour 
chaque voussoir les surfaces des quatre joints et celle de la voute soient toutes 
rectangulaires. 

> Avant la decouverte des considerations geometriques sur lesquelles tout ce 
que nous venous de dire est fond6, les artistes avaient un sentiment confus des 
lois auxquelles elles conduisent, et ordinairement ils avaient coutume de s*y con- 
former. Ainsi, par exemple, lorsque la surface de la voute etait de revolution, suit 
qu'elle fut en spheroide, soit qu'elle fut en berceau tournant, ils divisaient ses 
voussoirs par des meridiens et par des parallMes, c'est-k-dire par les lignes de 
courbure de la surface de la voute. Les joii^ts qui correspondaient aux meridiens 
etaient des plans men^s par Taxe de revolution ; ceux qui correspondaient aux 
paralleles Etaient des surfaces coniques de revolution autour du m£me axe : et ces 
deux espfeces de joints Etaient rectangulaires entre eux, et perpendiculaires k la 
surface de la voute. Mais, lorsque les surfs^ces des voilteo n'avaient paa une gene- 
ration aussi simple, et qt)and leur? lignes de courbure ne se presentaient pas d'une 
maniere aussi marquee, comme dans le? voiites en sph^roides allonges, et dans 
un grand nombre d' autres, les artistes ne pouvaient plus satisfaire k toutes les 

37. 



!I9^ UTRE VIII.— GOCSBVIIE DBS UfillBI ET DBS SUEFAGBS. 

convenances, et ils sacrifiaient, dans chaque cas particuliery celles qui leur presen- 
taient les diffieultes les plus grandes. 

» II serait done convenable que, dans chacune des ^oles de G^om^trie des- 
criptive etablies dans les departements, le professeur s*occup&t de la determina- 
tion et de la construction des lignes de courbure des surfaces employees ordi- 
nairement dans les arts, afin que, dans le besoin, les artistes, qui ne peuvent pas 
consacrer beaucoup de temps a de semblables recherches, pussent les consulter 
avec fruit et profiter de leurs r^sultats. 

724. » Le second exemple que nous rapporterons sera pris dans Tart de U 
gravure. 

1 Dans la gravure, les teintes des differentes parties de la surface des objetd 
repr^sent^s, sont exprim^es par des hachures que Ton fait d'autant plus fortes ou 
d'autant plus rapprochees, que la teinte doit Stre plus obscure. Lorsque la dis- 
tance a laquelle la gravure doit etre vue est assez graude pour que les traits indi- 
viduels de la hachure ne soient pas apergus, le genre de la hachure est k peu pres 
indifferent; et, quel que soit le contour de ces traits, Tartiste pent toujours les 
forcer et les multiplier, de maniere k obtenir la teinte qu'il desire et k produire 
I'efTet demande. Mais, et c'est le cas le plus ordinaire, quand la gravure est destin^e 
a etre vue d'assez prfes pour que les contours des traits de la hachure soient apergus, 
la forme de ces contours n'est plus indiffi^rente. Pour chaque objet, et pour chaque 
partie de la surface d'un objet, il y a des contours de hachure plus propres que 
tons les autres a donner une idee de la courbure de la surface; ces contours parti- 
culiers sont toujours au nombre dedeux, et quelquefois les graveurs les emploient 
tons deux a la fois, lorsque, pour forcer plus facilement leurs teintes, ils croisent 
les hachures. Ces contours, dont les artistes n'ont encore qu'un sentiment confus, 
sont les projections des lignes de courbure de la surface qu'ils veulent exprimer. 
Gomme les surfaces de la plupart des objets ne sont pas susceptibles de definition 
rigoureuse, leurs lignes de courbure ne sont pas de nature k etre determinees, ni 
par le calcul, ni par des constructions graphiques. Mais si, dans leur jeune age, 
les artistes avaient et6 exerces a rechercher les lignes de courbure d'un grand 
nombre de surfaces difT^^rentes, et susceptibles de definitions exactes, ils seraient 
plus sensibles k la forme de ces lignes et k leur position, mdme pour les objets moins 
d^termin^s; ils les saisiraient avec plus de precision, et leurs ouvrages auraient plus 
d'expression. 

> Nous n'insisterons pas sur cet objet, qui ne presente peut-£tre que le moindre 
des avantages que les arts et Tindustrie retireraient de Tetablissement d'une ecole 
de Geometric descriptive dans chacune des principales villes do France. > 

725. DETERMINATION GRAPHIQUE des lignes de courbure. Nous avons dejk 
cit6 (n*^ 707, 708,...,) plusieurs genres de surfaces pour lesquels il est aise d*a- 
percevoir imm^diatement la forme de ces lignes; mais, si Ton voulait trouver leurs 
directions pour un point M donnc sur une surface quelconque S, voici la marche 
4]u*il faudrait suiyfe, en supposant d'abord c^tte surface cqn^exe^ |maginons, sans 
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le coQstruire, Tellipsoide osculateur de S au point M, lequel a deja ete represent^ 
dans \9ifig. 1 35; puis, rappelons-nous (n° 696) que tout plan normal coupe ces 
deux surfaces suivant des courbes MD, MD% qui ont le meme rayon de courbure p 
en M, et qu*en outre ce rayon est lie avec les demi-axes MO = c^ OD' = «? de 

Tellipse MD', par la relation p = — , ou d=^cp. II suit de la que, connais- 

sant p et c qui a une longueur arbitraire, on pent trouver 0D'=^ par une moyenne 
proportionnelle ; d'aiileurs cette derniere ligne sera toujours, pour chaque plan 
normal, un demi-diametre de Tellipse A'B'E' dont les axes, inconnus ici de posi- 
tion et de grandeur, suffiraient evidemment pour retrouver la courbure et la posi- 
tion des sections principales MA et MB de la surface S en M : aussi, par cette 
raison nous appellerons indicatrice cette ellipse A' B'E' qui est la section faite dans 
Tellipsoide osculateur, par un plan men6 du centre, paraUelement au plan tangcint 
du point M. 

726. [Fig. i35 et iSy.) Pour construire cette indicatrice (*), on conduira par 
la normale en M divers plans secants assez rapproches les uns des autres, et apres 
avoir construit en vraie grandeur les sections'ainsi produites dans S, on cherchera, 
par la methode du n^ 666, leurs rayons de courbure p, p\ p'',..., relatifs au 
point M; puis, sur un plan quelconque et a partir d'un point arbitraire m, on tra- 
cera des rayons vecteurs/Tuf, md\ md'\...^ formant entre eux les memes angles que 
comprenaient les plans secants, et ayant des longueurs egales aux moyennes pro- 
portionnelles suivantes, 

md=^cpf md' r=yfcp' f Tnd"=^\lcp''^...<, 

oil c designe une longueur arbitraire, mais constante. Alors, la courbe qui passera 
par tousles points d^ d\ d'\..,^ sera \ indicatrice A^nX. nousavons parle plus baut; 
et si, aprfes avoir trace cette ellipse, on decrit avec le rayon md'' un arc de cercle 
qui la coupe en /, \^ drpite ma menee par le milieu de cet arc et la perpendicu- 
laire mh seront les deux demi-axes de Tindicatrice, lesquels sont aussi ceux de Tel- 
lipsoide osculateur qui a pour troisieme axe, suivant la normale, la ligne ac. De Ik 
il risulte {vP^ 696 et 703) que les rayons de courbure dela surface en M auront 
pour grandeurs 

Rtna T|, mh 
c c 

et la position des sections principales sera aussi connue, car leurs plans devront 
passer par la normale en M, et faire avec le plan de la section md des angles egaux 
a dma etdmb; ou plutot, si Ton regarde le plan de hfig* t^j comme parallele au 
plan tangent de S en M {/ig. 1 35) , les droites ma et mb seront les traces des plans 
normaux qui contiennent ces sections principales; et ce seront aussi les projections 



(*) CetrtJ marcbe a ^t^ employee d'abord par M. Dupin, dans ses D^eloppements de Geometric. 



St<)l^ UVRK Vin. — €OVRBVRK 1M» LMSm BT UBS ftCBFAOES. 

des tangerites aux deux lignes de courbure partant de M, dc sorte qu^ le premier 
Element de chacune de ces lignes sera dirige suivant ma ou mb. 

727. (Fig. 1 36 et 1 38 . ) Lopsque la surface propos^e S sera non eameco^ autour 
du point assigne M, on imaginera^ sans le eonstruire, rhyperboloide osculateur 
qui a deja ete represente dans \^fig. i36, et Ton se rappellera (n° 686) que les 
rayons de courbure des sections normales faites par le sommet M de cet hyperbo- 
1oide» sont li^s avec les diainfetres de la section parallble au plan tangent et passant 

par le centre 0, par la relation p = — ; puis, comme ces sections normales ont la 

m^me courbure que celles qui sont faites par les mdmes plans daqa la surface S, on; 
en deduira le precede graphique suivant : 

Par la normale de S en M» on conduira divers plans secants assez pres les un3 des 
autres, et» apres avoir construit en vraie grandeur ces sections et leurs rayons de 
courbure p.p^p"^..., (n° 666) , reiatifs au point M, on cherchera les moyennes pro- 
portionnelles suivantes, 

oh c d^signe une ligne arbitraire, mais constante ; puis on portera oee longueurs 
d^ d\ d'\...f suivant les droitesmc/, md\ md"^...^ traceessur un plan qqelconque, 
mais formant entre elles les mfimes angles que comprenaient les plans normaux dont 
on s'est servi; et V indkatrice qm passera par tons les points d^d'yd'\...^ lunsi 
determines, sera I'hyperbole que produirait, dans rhyperboloide osculateur* un 
plan secant mene par le centre parallMement au plan tangent du point M. 

728. Les constructions precedentes supposent que tons les rayons /:>, p\ /?%•••« 
etaientpositifs: car, si Tun des plans normaux k S fournissait une section situee 
au^dessm du plan tangent, le rayon de courbure p^ de cette flection se trouvan( 
nigatif(xi^ 686, note)^ la moyenne proportionnelle V^Pa ser$^it imaginaire; re- 
sultat qui s'accorde bien, il est vrai, avec la nature des diametres de I'hyperbole cif, 
d\ ^'',..., lesquels ne rencontrent plus cette courbe quand ils s'ecartent au dela 
d'une certaine limite, mais qui exige une modification dans les operations grapbi-* 
ques. Lors done qu'on rencontrera des sections normales situees au-dedsua du p)an 
tangent de S en M, on ne tiendra compte que de la grandeur aj^solue de leurs 
rayons de courbure ps, p'j, p'j,..., et apr^s avoir construit les moyennes propor- 
tionnelles 

on aura soin de distinguer cette classe de rayons vecteurs, pour reunir leurs extre- 
mites par une hyperbole particuliere dhd' qui sera une nouvelle branche de Vindi^ 
catrice^ et que Ton pent regarder comme la section que produirait, dans rhyper- 
boloide osculateur, un plan parallMe au plan tangent, mais mene oidr-dessm du 
point M, et a une distance egale a c. 

729. {Fig. J 38.) Cela pose, on construira le premier axe ma de rindicatrice. 



1 
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en le inenant par le milieu de Tare de eercle df decrit avec ua des dianietres md^ 
puis le second axe m& qui est perpendiculaire au premier^ et Ton eo conclura les 
asymptotes mf et hzQ communes a ces deux hyperboles conjaguees. Alors, les deux 
rayons do eo«iri>ure de la surface S au point M (a'' 698) auront pour grandeurs 

Rfna j^, mb 

c c 

et les sections prineipales seront donn^es par deux plans normaux qui forineraient 
avec le plan eonnu relatif k md^ les angles dma et dimb; ou plutot, si Ton regarde 
le plan de la^^. 1 38 comme parallele au plan tangent de S en M, les droites ma 
etmfr seront les traces des plans normaux qui contiennent ces sections principales* 
et ce seront aussi les projections des tangentes aux deux lignes de courbure qui 
par tent de M. 

730. Quant aux plans normaux Umites qui separent les sections convexes ou 
situees au^essous du plan tangent, d'avec celles qui se trouvent au-dessus et que 
Bons appellerons concai^es, noussavons (n'' 694) qu'ils coupent la surface S sui-<- 
vant des courbes dont les rayons de courbure sont infinis au point M; done ces plans 
auront pour traces sur le plan tangent les diametres infinis de Tindicatrice, c'cst- 
^-dire les deux asymptotes mP et mQ qui se determineront au moyen du rectangle 
construit sur les deux axes ma et mb. II resulte de Ik que ces asymptotes auront 
chaeune un contact du second ordre au moins, avec les deux sections normales 
Umites; et, en effet, il est aise de voir qu'elies sont precisement les intersections du 
plan tangent en M, avec Thyperboloide osculateur* 

731. D'ailleurs, comme ce plan tangent doit couper la surface S non convexe 
Buivant une courbe a deux branches passant par le point M, il arrivera encore que 
les droites mP et /nQ seront tangentes a ces deux branches. En effet, chaeune de 
ces droites se trouve dans le plan tangent, et a deux elements communs avec S, 
d*aprteoequi a ete dit au num^ro precedent; done ces deux elements appartien- 
nent a Tintersection de la surface par son plan tangent» courbe dont chaque branche 
offrira ainsi un contact du second ordre avecmP ou mQ. En outre, ce sont ces 
deux branches qui fourniront les limites precises des quatre regions tour k tour con- 
vexes et coooaves (n'' 694), que presente la surface S autour du point M. 

732. Les considerations precedentes permettent de simplifier la methode du 
n^ 727 pour une surface S non convexe, en admettant que Ton sait construire les 
tangentes au point multiple de Tintersection de cette surface avec son plan tangent; 
ou en se boraant a les mener approximativement, hypothese d'autant plus plau- 
sible que la direction de ces droites sera ici mieux indiquee, parce que chaque 
branche de Tintersection offrira un arc presque rectiligne (n^ 731) dans les envi*- 
rons du point considere M« II suftira, en effet, de construire cette intersection sur 
un plan parallele au plan tangent de S en M, de lui mener des tangentes mP et mQ 
au point multiple, lesquelles seront les asymptotes de Xindicaxnce^ qui n'aura pas 
besoin d'etre tracee ; puis, de divisor en deux parties egales les angles aigus et oblus 
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que forment ces asymptotes : alors ces droites bissectrices ma et nJb seront les 
traces des plans Dormaux/^n/ic^au^, et aussi les tangentes aux deux iignes de cour- 
bure partant de M. Ensuite, il restera k construire les sections faites dans la sur- 
face S par chacun de ces plans principaux, et k trouver [yfi 666) les rayons de 
courbure de ces sections qui seront ceux de la surface elle-meme. 

Cette marche s*emploierait avec avantage pour un point quelconque d'un hyper- 
boloide on paraboloide gauche, puisque la section du plan tangent serait ici com- 
posee de deux droites qui tiendraient lieu des tangentes qu*il fallait mener ci-dessus 
approximativement. Pour une surface gauche quelconque [fig. i43)» une de ces 
tangentes serait la generatrice rectiligne GPM, et la seconde branche Ma de Tin- 
tersection s'obliendrait par la marche generate du n^ 583. 

733. Au contraire, si Ton voulait construire rigoureusement les tangentes au 
point multiple de Tintersection d*une surface non convexe quelconque, avec son 
plan tangent, il n'y aurait qu*k determiner, comme au n^ 727, les directions et les 
rayons de courbure des deux sections principales pour le point de contact assign^; 
puis, en deduire, par le n^ 730, les asymptotes de Tindicatrice, lesquelles seraient 
les tangentes cherchees. 

734. Application au tore. {Fig. 45.) Ce tore, repr6sente dans Tepure 45, a 
et^ coup^ par son plan tangent WHT relatif au point (M, M'), suivant une courbe 
a deux branches MHRE... et MA^... que nous avons construite an n^268. Pour 
trouver les tangentes de ces branches en M, nous observerons qu'ici, oil la surface 
est de revolution, le m^ridien A'M'R' est k la fois une premiere ligne de courbure 
et une section principaie ( n** 708 ) dont le rayon de courbure est R = M'w ; I'autre 
section principaie serait situee dans le plan oM'^, perpendiculaire au m^ridien 
precedent, et elle aurait pour rayon de courbure R' = M'?, c*est-k-dire la portion de 
la normale comprise entre le point M' et Taxe O'Z' de revolution (n° 708). Pour en 
dMuire Thyperboloide osculateur au point (M, M' ), il faut (n** 698) donner k Taxe 
riel de cette surface, dirige suivant la normale (M'«, MB), une longueur arbi- 
traire c, que nous choisirons ici ^gale precisement au rayon M'gi>, parce qu'ilen 
resul tera p our le second axe reel, dirige suivant (wa, BC), cette valeur tresHsimple 
a = V^.R = M'w; c*est-k-dire que Thyperboloide sera de revolution, et aura pour 
cercle de gorge le m^ridien donne (A'M'B'a, AG). Quant k Taxe imaginaire, qui 
sera perpendiculaire k ce m^ridien et passera par son centre (o), B), sa longueur, 
d^termin^e par h = y/cR', sera la droite M'S, moyenne proportionnelle entre M'u 
etM'^. Maintenant que rhyperboloide osculateur est completement determine, nous 
sommes dispenses de construire par points Tindicatrice, puisque cette courbe n'est 
autre chose (n^ 727) que la section faite dans Thyperboloide par le plan ac^e paral- 
Ifele au plan tangent M'T'T ; ce sera done une hyperbole ayant pour axe reel coa, et 
pour axe imaginaire une droite egale k M'§ et elev^e par le centre (co, B) perpendi- 
culairement au plan vertical. Les asymptotes de cette indicatrice seraient alors 
faciles k 6onstruire; mais comme il faudrait ensuite les projeter sur le plan tangent 
M"FT, cela revient evidemment k prendre M'<^= wa, puis k elever du point & une 
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perpendiculaire au plan verticaU qui ait pour longueur M'S; et Thypot^nuse du 
triangle rectangle ainsi forme sera la projection de Tasymptote sur le plan tangent^ 
et ce sera aussi (n^ 751) la tangente meme de la section que forme ce plan dans le 
tore. Enfin, pour obtenir cette tangente sur le plan horizontal, il faudra projeter le 
cdte M'c^ de ce triangle suivant M(^, puis 61ever une perpendiculaire &X = M'6, et la 
droite XM sera la tangente de la branche MAre. La tangente X^'M de Tautre branche 
MHRE s*obtiendrait par le moyen de la seconde asymptote, mais cela se reduit k 
prendre &}f' = ^X; ainsi, quant a la m^thode /^nz/i^z^^, on voit que la construction 
de ces deux tangentes n'exigera qu'un trfes-petit nombre d'operations fort simples. 

735. Revenonsa une surface generale S. Apres avoir determine, paries methodes 
precedentes, les tangentes ou les premiers elements des deux lignes de courbure 
relatives a un point quelconque M assigne sur cette surface, il faudrait, pour obtenir 
le cours entier de ces lignes, repeter des operations semblables sur un point M^ 
tres-voisin de M, et choisi sur Tune des deux tangentes dejk trouvees; puis, agir de 
meme pour un point Ms voisin de Ms* et place sur Tune des deux directions que 
comportent les lignes de courbure relatives k ce dernier point; et ainsi de proche en 
procbe. Mais la complication etles incertitudes d'une pareille marche font assez voir 
que la determination complete des lignes de courbure est un probl^me qui est gene- 
ralement insoluble par des operations purement graphiques ; c*est done k Tanalyse 
qu'il faudra recourir pour se procurer des donnees certaines sur cette matifere, 
quand la surface ne tombera pas dans un des genres examines aux n^ 707. •• 711 ; 
et nous aliens exposer les beaux resultats auxquelsilfo/i^eest parvenu dans I'exemple 
d'un ellipsoide k trois axes in^gaux (*). 

736. [Fig. i440 Soient a, 6, c les trois demi-axes de Tellipsoide donn^, entre 
lesquels nous supposerons les relations a> b>c. Adoptons, pour plan horizontal 
de projection, un plan parallMe aux deux axes les plus grands, et choisissons le plan 
vertical parallele a Taxe maximum et k Taxe minimum; alors, si (0, 0') est le 
centre de la surface, et que Ton d6crive sur les demi-axes OA = a, OB = 6, une 
ellipse (ABDE, A'D'), ce sera le contour apparent de Tellipsoide sur le plan 
horizontal; tandis que le contour apparent relatif au plan vertical sera Tellipse 
(A'C'D'F, AD) decrite avec les dfemi-axes O'A' = a, O'C' = c. La troisifeme ellipse 
principale, qui a pour demi-axes b et c, se trouve projet^e sur BE et C'F'; et nous 
I'avons rabattue ici suivant EC. Quant aux excentricit^s de ces trois ellipses, on 
les trouvera graphiquement par les relations connues 
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= Va* - b\ ^ = yja} - c% t^ — sjb* - c» 



ainsi il deviendra facile de construire, par le secours de quatrifemes proportion- 
nelles, les deux distances 

(*) ^o/^z le chap. XVI de noire Jnalyse appliqwie a \a geometric des trois dimensions, 

Geometrie Leroy. 3o 



wv lesquelles, copime demi-axes, on decrira \mp ellipse auxilicUre acS, puis une 
hyperbole ctuxiliaire ociy. Ensuite^ on portera sur les axes de la projec^on yeftic^le, 
d^ux distances 

avec lesquelles, comme demi-axes, on decrira une nouvelle ellipse auxiUaire XX Z' 
qui se trouvera toujours en dehors de Tellipsoide, puisque ses deux axes sont evi*> 
deipment plus grands que a et c. 

737. Cela pose, I' analyse apprend que les lignes de courbure de la premiere 
espece sont projetees horizontalement suivant des hyperboles TU, LS, KR,..., et 
yerticalement suiyant des ellipses T'U', L'S', K'R',.., qui se construisent avec les 
donnees precedentes, cpmme il suit. Apres avoir choisi sur OA un point T arbi- 
traire, mais situe entre pt a, on trace les deux coordonnees Te et 60 de Tellipse 
auxiliaire a§; puis, avec rabscjsse OT cpmme axe reel, et avec Tordonnee OB comme 
axe imaginaire, on decrit une hyperbole TU. Ensuite, on (projette le point U oil 
cette hyperbole va couper le contour apparent ABD, en U', a' partir duquel on trace 
les deux coordonnees U'tt et tt^ de Tellipse auxiliaire X'Z'; puis, avec Tabscisse 
O'U' et Tordonnee 0'? comme demi-axes, on decrit une ellipse f T'U' qui est la pro- 
jection verticale de la ligne d(B courbure deja projetee horizontalement suivant TU. 
bn sent bien que cette ligne de courbure est gauche^ xxa^x^ fermie\ et qu'elle offre 
des parties symetriques au-dessus et au-dessous, en avant et en arriere des plans 
principaux de I'ellipsoide, ce qui fait que ses deux projections n'occupent qu'uqe 
pqrtion limitee d*hyperbole ou d'ellipse. 

759- [J^^S^ 1 44-) Qu^nt aux ligy^es (|e courbure de la seconde espece, elle$ 
se projettent liprizontalement et verticalement sur des ellipses (yMV, y'M'V), 
(y^NI, VN'r),..M qui se construisent de la maniere suivante. Apres avoir pris un 
point arbitraire V entr^ a et A, on trace les deux coordonnees V(^ et (^^ de Thyper- 
bole auxiliaire cry; puis, sur les droites OY et 0({/ comme demi-axes, on decrit une 
ellipse (p V9. Epsuite, pn projette le sommet 9 ou tp de cette courbe, sur Tellipse prin- 
cipale r^batti^e suiyant EC", et Ton releve le point ^" en 9' sur le plan vertical ; alors, 
en tra^^ant les deu^ coordonnees 9'fjL et |xW^ de Tellipse auxiliaire X'Z\ on obtient 
les deux denji-axes O'W et O'y' de I'ellipse cherchee y ' V W, dont une partie seu- 
lement reQoit la projection verticale de la ligne de courbure qui est aussi fermie et 
gauche. 

739. Etudions maintenant les variations de forme que subissent les lignes de 
courbure de$ deux esp^ces, lof:sqH.e Ips points T et Y s'eloignent pu se rapp|*ochent 
de a. Quand le point T est en 0, et le point Y en A, la projection de la premiere 
ligne de courbure se reduit evidemment a la droite BOE, et la seconde devient Tel- 
lipse ABD, ee qui montre que les deux ellipses principales EC" et ABDE sont elles- 
mimes des lignes de courbure; en efTet, les normales de Tellipsoide menees par tons 
les points de Tune ou de Tautre de ces courbes sont situees dans leur plan, et ne 
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pedrent mahquer de se couper cons^cutivetnent. Lorsque les points T et Y s^ f^p~ 
proebent de a^ I'hyperbole TU et Telli^se YMf se resserrmt de plus en plas, et 
quand ces points sont arrives en a, la seconde se r6duit evidemment k la portion de 
droite aco, tandis que la premifere est remplaeee par les portions rectilignes dtA et 
a>D$ de sorte qu'ici les deux lignes de codrbure viennent ^ eoincider, et leur 
tnsemble fournit Tellipse principale (AD, A'Cli'). On voitdonc que ie jjointa et 
Mn homologue a> determinent, sur rellipsdide^ quatre points siiiguliers (a, a.')^ 
^oc, 0^')^ (oDy <k)'), (ci>, &>''), pour lesquels les Hgiies de courbure des deux esp^ces 
viennent se confondre, codime Ie montrb aussi la projection verticale oti les ellipses 
^T'U' et f'V'W s'buvrent de pliis en plus, Tune dans Ie sens borizontal, Tauti^e 
dans Ie sens vertical; 6u plutot, dans ces quatre points, la direction Atos ligbes de 
courbure devient rnd^termin^e, comme Ie prouve I'analyse^ et la courbute de la sur- 
face est uni/orme autour de cbacun d'eux; de sorte qiie ce sdnt quatre ontbHA^^ tels 
que noUs les avons definis au n^ 692. 

740. L'analyse prcinve encore que, sur Ie plan vertical, touted ies ellipses; des 
deux series se trouvent i/»m^ dans Ie losange X'Z'X^'Z'', qui touche Tellipse pHn- 
eipale A'CDT' precis^ment aux quatre ombilics. D'ailleub il est intfi^eiisant de 
savoir que les lignes de courbure de Tellipsoide ^oiit pr^cisiiment les intersections 
de cette surface avec les divers byperboloides ^ iine nappe et k detix nappes, qiii 
auraient les monies foyers que cet ellipsoide. C'est ce qui resulte du beau tbl6or^me 
dh kM. Binee, d'aprfes lequel les lignes de courbure d*(ine surface dii second degi*e 
sont les intersections de cette surface avec les surfaces du second degr^ hbmo/ocabs 
dels! prettiiere, tnais d'un genre different; et ces trois Series de surfaces se coupent 
partout K angles droits. M. Dupin a d^montrd aussi qtie» quand trois series d^ stir- 
faces quelconques se coupent orthogonaleinent, letirs intersections tnuttieiles sont 
respectitement leurs lignes de courbure. 

741. t^our mo'fltrer une belle application de la theorie des lignes de courbure 
dads les surfaces du second degre, nous aliens citer ce que Mange a ^crit sur cesujet: 

< S'il 6tait question de voater un espace circonscrit en projection horizont^le 
par une ellipse, on ne pourrait pas donner a la yoiAe une surface plus convenable 
que celle de la moiti^ d'un ellipsoide dont une des ellipses principale^ coincideralt 
avec Teinpse de la naissanfce ; et en supposant que cette voAte dilit 6tre executee 
en pierres de taille, il faudrait que la division en voussoirs fdt operee au moyen des 
lignes de courbure dont nous avons donn6 la construction, et que les joints fussent 
les surfaces ddveloppables normales k la voAte. Les lignes de division en voiissoirs 
traceraient sur la surface des cotnpartiments rectangulaires susceptibles de decora- 
tion; et ces compartiments eux-memes n'auraient rlen de fantastique, puisqu'ils 
ne seraient qu'une suite necessaire de la premibre donnee, qui est une ellipse; mais 
la destination de cet emplacement pourrait influer sur Ie choix de celui des trois 
axes qu'il faudrait placer verticalement. 

i II n'y aurait aucune raison pour faire Taxe vertical ^gal a Tun des deux axes 
horizontaux; ainsi, les trois axes seraient inegaux. Dans cette hypothese, I'axe ver^ 

38. 
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tical pourrait etre plus graod que les deux autres, et alors la voute serait surmontie ; 
i] pourrait etre plus petit, et la voute serait surbaiss^e ; enfin, il pourr ait etre coin«- 
pris entre les deux autres» et la voute serait moyenne. La voute surmontee aurait en 
general plus de hardiesse et plus de dignite; et si la naissance etait elle-meme 
a une grande hauteur, quelle que fut d'ailleurs la destination de Teinplacement, 
ce serait la voute surmontee qu'il faudrait employer, parce que sa grande eleva- 
tion, faisant paraitre ses dimensions verticales plus petites qu elles ne seraient reel- 
lement, ecraserait trop une voute d'une autre espfece. La voute surbaissee, en dimi- 
nuant le volume d'air compris dans Templacement, serait plus favorable k la voix 
d'un orateur. Si Templacement devait etre eclaire par deux lustres suspendus a 
la voAte, il faudrait que cette voute fut surmontee ou surbaiss^e, parce que, dans 
ces deux cas, sa surface aurait deux ombilics, places symetriquement au-dessus du 
grand axe de Tellipse horizontale, et que ces ombilics, rendus tres-apparents par les 
compartiments qui se distribueraient autour d'eux, seraient les points naturels de 
suspension : alors on pourrait disposer du rapport entre les axes, pour que ces points 
fussent espaces d'une maniere convenable. 

» Au contraire, si I'emplacement devait avoir quatre grandes ouvertures, ou si 
la voute devait etre portee par quatre groupes de colonnes, ou enfin si, dans la 
decoration interieure, on employait quatre supports distribu^s symetriquement, il 
faudrait choisir la voute moyenne pour laquelle les quatre ombilics sont toujours 
dans la naissance, et placer les massifs ou les supports aux quatre extr^mites des 
axes, parce que c'est aux environs de ces quatre points, et loin des ombilics, que 
les lignes de courbure, rendues apparentes par la decoration de la voiite, et qui 
d'ailleurs rencontrent toutes verticalement la naissance, s'ecartent plus lentement 
de la ligne de plus grande pente de la surface. 

742. > On s'occupe aujourd'hui de la construction de salles pour les deux 
conseils de la legislature : les emplacements dont on a pu disposer jusqu'a present 
pour de semblables salles, ont forc6 de donner a Tamphitheatre moins de profon- 
deur en face de Torateur que sur les cotes; mais Texperience ayant prouv6 que la 
voix se porte a une plus grande distance en face, il parait que c*est une disposition 
toute contraire qu'on devrait adopter. De toutes les formes allongees qu'on pourrait 
donner a Tamphitbeatre, il n'y en a aucune dont la loi soit plus simple et plus 
gracieuse que T ellipse : il faudrait done que la salle fut elliptique, et qu'elle fut 
couverte par une voute en ellipso'ide surbaissee. 

> Le service des assemblees legislatives exige un emplacement pour le bureau, 
en avant duquel est la tribune de Torateur. En plaint le bureau a un des som- 
niets de Tellipse, on pourrait lui consacrer un espace suffisant pour la commodity 
du service, et Torateur se trouverait naturellement place sous un des ombilics de 
la voute; Tamphitheatre n'occuperait que la partie qui serait en avant. Une galerie 
qui ferait le tour entier de la salle, et qui serait assez elevee pour etre tres*distincte 
de Tamphitheatre, fournirait des places au public. La salle, qui n'aurait ni tribune 
ni aucune especed'irregularite, pourrait etre decoree par des colonnes, a chacune 
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desquelles correspondrait une nervure de la voute, pliee suivant la ligne de cour- 
bure ascendante. Toutes ces nervures, verticales a leur naissance^ se courberaient 
autour de Tun ou de' Tautre ombilic, pour redescendre easuite a plomb sur les 
colonnes oppos^es, et elles seraient croisees perpendiculairement par d*autres ner- 
vures pli^es suivant les Itgnes de I'autre courbure. Les intervalles de ces nervures 
pourraient etre k jour, soit pour eclairer la salte» soil pour donner des issues a Fair, 
et formeraient un vitrage moins fantastique que les roses de nos eglises gothiques. 
Enfin, deux lustres suspendus aux ombilics de la voute, et a la suspeasion desquels 
la voute entiere semblerait concourir, serviraient a eclairer la salle pendant la nuit. 

> Nous n'entrerons pas dans de plus grands details k cet egard ; il nous sufAt 
d'avoir indiqu^ aux artistes un objet simple, et dontla decoration, quoique tres- 
riche, pourrait n'avoir rien d'arbitraire, puisqu'elle consisterait principalement a 
devoiler k tous les yeux une ordonnance tres-gracieuse, qui est dans la nature 
meme de cet objet. 

745. Pour rendre I'^pure i44 applicable aux idees que Monge vient d'exposer^ 
il faudrait distribuer les lignes de courbure ascendantes de maniere qu*elles divi- 
sassent Tellipse de naissance ABDE en parties egales US, SR,.... Alors, le point U 
etant donne, on le projetterait en U', d'ou Ton conclurait les deux demi-axes U'tt 
et n^ de Tellipse ?T'U'; et celle-ci, etant tracee, fournirait le point!', qui, projete 
en T, determinerait le sommet et les axes Te, sd, de I'hyperbole demandee TU. 
Quant aux lignes de la seconde courbure, on les ferait passer par des points qui 
diviseraient la demi*ellipse ECB en un nombre impair de parties egales ; et chaque 
point de division f*' etant projete en (|f, et releve en f\ ferait connaitre, comme au 
n® 738, les demi-axes ^& et (?V, y'/x et /xW% des ellipses ^Ytf et y'V W, suivant 
lesquelles se projette une ligne de la seconde courbure. Pour les autres details, nous 
renverrons au n^ 714 de notre Traitd de StSreoiomie. 

744. HYPERBOLOIDE OSCULATEUR le long d'une gdneratrice d'une surface 
gauche S. {Fig. i43.) Nous avons vu (n^ 578) que si, dans les plans tangents rela- 
tifs k trois points M, M', M'', pris sur la meme generatrice G, on tra^ait des droites 
arbitraires MQ^ M'Q', WQi\ et qu*on les adoptat pour directrices de la droite 
mobile 6, on obtiendrait ainsi uu hyperlo'ide a une nappe qui raccorderait la sur- 
face S tout le long de la droite GMM'M'S c'est-a*dire qui aurait, en chaque point 
de cette ligne, le meme plan tangent que S ; de sorte que Tel^ment superacid 
MM'M'" m^'in'm, indefini en longueur, serait commun aux deux surfaces. Or il y a 
une infinite d'hyperbolo'ides qui jouissent de cette propriete, puisque les trois 
directrices MQ, M'Q', M'^Q"" peuvent etre tracees k volonte dans les plans tangents. 
Mais, si Ton choisit la droite MQ de maniere qu'elle soit tangente a la courbe Ma, 
suiyant laquelle la surface S est coupee par son plan tangent en M, on sait (n^ 731 ) 
que cette tangente aura deux elements Mm et mn communs avec Ma, et, par suite, 
avec S : il en arrivera autant pour les droites M'Q', M"Q", si on les choisit tan- 
|;entes aux sections M'a% M"a'', que tracent dans la surface les plans tangents relatifs 
aux points MS M". Par consequent, en adoptant ces trois tangentes particulibres 
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pbiiv directrices de Thyperboloide, ce dernier aura ainai deux eUments superfi*- 
feifels MM'' m^m et mM'ri' n communs avec S, et sera dit lliyperboloide ascukueur de 
cette fcurface, le long de la droite assignee GMM'M". La fifeniration de cet hyperbo^ 
toidfe ne renfermaht plus que des donnees entierement fixes, il sera unique ; et il 
offrira avec la surface S un contact plus intime que tous le^ autres. D'ailleUfs, pour 
tout point de la droite (3Mi les ligne^ de courbure de S seront tangentes a chiles de 
rhyperboloide osculateur; et ces derni^res sont aisees k determiner d'aprte lee 
renlarques du n"^ 752. 
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CHAPITRE PREMIER. 

THl^bRiMES DIYEBS. 

Nous r^unissons ici diverses propositions relatives k des thteries ant^rieures, mais qui n auraient pas eu 
alors d*applicatioD prochaine, tandis qu^eHes nous deviendfbnt utiles dans la t^erspective, les Oinbre^ 
^t la St^rdotomie. 

74S. Lotiqu'tiri eyKndre pSnStf^ dans uhe sphSre par une courbe plane, la seeahde 
btatiche de Vintersectioh est Sgalement plane; d'ailleurs celte courbe de sortie^ cfui 
est un cefcle ^gat k la courbe d'entr^, se trbuve perpendicuiaire an plan qui 
serait mene ^ angle droit sur la courbe d'entr^e et paralielement aux generatrices 
du CyKud^e. 

{Fig. 145.) Cdnduisons par le centre de la sphere un plan de projection qui soit 
paraN^le aul generatrices du cylindre et per[iendiculaire k la coUtbe d'entrie ; alors 
cette courbe, qui est n6cessairement un cercle, s'y trouvera representee par la corde 
AB» egale ^ son diam^tre, et les generatrices CA, FB sortiront de la spbfere par 
les points A^ et B% evidemment situes sur le meine grand eercle que A et B ; tandis 
qu'une arete quelconque DM sorlira de cette surface par un point dont la project 
tion W tomhera Sur la droite k'W. En effet, toutes lei cordes parall^Ies AA', KB% 
MM',..., comprises dans la sphere, seraient ditisees en deut parties egales par le 
plan OR, mene du centre perpendiculaif ement il teur directiod commune : done les 
ordonnees EA, PM, IB sont respectivement egales k EA', PM% IB'; et des lors il e^t 
certain que les trois points A', M', B' se trouvent en ligue droite, ptiisque A, M; B 
remplissent dejk cette condition. D'od il resulte que la courbe de sortie est pfojetee 
sur la droite A'M'F, et qu'ainsi eUe est plane; d'ailleurs elle satisfaii bien anit 
autres conditions de Tenonce, d'apr^s le choix du plan de projection employe iet, 
et attendu que le diametre A'B' est evidemuMtnt egal au diametre AB. 
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Observons que si le cyliodre penetrait dans la sphere par un graad cercle» tel qup 
aOb, la courbe de sortie serait 1* autre grand cercle a'06'; et pour constrqire plus 
ais^ment cette deroifere courbe, qui se rencontrera dans Tepure des Ombre$ d'une 
niche^ \\ suf&ra d'employer un plan de projection qui soit parall^le ftux rsiyopf d^ 
lumiere et perpendiculatre k la courbe d'entree» puisque, sur un4el plaq, U cpiirbe 
ie sortie se projettera suivant une droite. 

746. Dans V intersection d'un cdne a»ec une spkens^ si la courbe d'entrde est fh^HS^ 
la courbe de sortie Vest pareillemenL 

{Fig. 1 46.) Adoptons pour plan de la figure celui qui» passant par Iq pentre 4p 
la sphere et le sommet du cone, se tropve en meme temps perpendiculair^ ^ I9 
courbe d*entr^e, et designons-le sous le nom de pl^n horizontal. La courbe d-^iatr^e, 
qui est necessairement un cercle, sera projetee sujvant une corde AQ de la ^pheirfiy 
et si S est le sommet situe dans notre plan horizontal^ les d^ux aretes SA> SQ irQQt 
evidemment sortir de la sphere par les points a, b ; mais, en putrfi, jp dfs qqe la 
droite ab est la projection totale de la courbe ^e sortie. £n effet, si^ par le point de 
la surface conique qui est projete en m, on mene un plan vertipal A'^B\ pai:alle)e 
k AB, il coupera le cdne suivant un ceccle du diam^tre A'B'» que nous rabattrpps 
ici suivant A'^'B'; et Tordonn^e m'mda c6ne ^tant moyenne prpportioi^Qf^lle pntcp 
les deux parties de oe diamktre, nous aurons 
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Mai§ )^^ ^em^ triangles mh'a ^t n(Si'b spnt semblables, puisque Tangle A' 6g^Ie 

r^pgle S^B, qui ^ pour mpsqf^e |p meme arc qpe Tangle o^B; (jonc ces trjangjes 

49ftperfin| I'egalije sj^jyafl^ : 

1 
A'm./nB' = a7n.mft, d-oti mm' = am . mft. 

Cette demifere relation prouve que Tordonnea rab^ttue aHi¥aQt mnn! ^ppait^ppt avwi 
au ceeclp vertical decrit sur ah camme diametre; $t puisque qe pqpv^au cprclQ est 
evideipm^nt sur U sphere proposie, nous an conaluron^ que le ^PUYip^t dP Tprdpn- 
nee Tnm\ ou le point du cdne qui est projete en m» se trouvP en iparpe tisptp^ suit \^ 
^bere. Conune on en dirait autant de tout aut^e ppiut du c0ne pfpjete qn n sur cib^ 
il est certain que le plan vertical ab coupe le c^pe et la spbkre spiyant un circle 
unique^ lequel est la secqnde branche de leur intersection qu la cow^e de soriie; ce 
qui demontre le theoreme annonce. 

747. Gbservons que le cercle vertical ab est precisement ce qu'on appelle la seor 
tipn a^u^paraUele du cone SAB ^ ^asecirculaire; car la preipi^re copdition que doit 
remplir cette section^ c*est d'etre perpendiculaire au plan principal du cope, c'est- 
k-dice a celui qui, passant par le sommet S et le centre C de la b^^ circulaire AJ^, 
se trouve en outre perpendiculaire k cette base : or ce plan coincide ividemiuent avec 
celui de notre epure, lequel contient les points S, O, et le rayon OC. Ensuite, la sec- 
tion anti-parallfele doit former, sur le plan principal, un triangle Sa6, semblable et 
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non parallfele a SAB; condition qui est encore rempHe, puisque nous veaons d'ob- 
server que les angles SAB et Sba avaient la meme mesure. 

748. Lorsque deux cylindres du second degri $e couperU suwant une premiere 
courbe plane, la courbe de sortie est aussi plane. 

{Fig. 1 4? • ) Supposons que Tellipse EMM'FN'N soil la courbe d'entree, commuQe 
aux deux cylindres (les memos raisonnements seront applicables k une hyperbole 
ou k une parabole ; alors, en menant divers plans qui soient paralleles aux gene- 
ratrices des deux cylindres k la fois, ils traceront dans Tellipse des cordes MN, 
M'N%..., paranoics entre elles, et chacun de ces plans coupera d'ailleurs les deux 
cylindres suivant quatre droites. Cellos qui repondront au plan secant MN, savoir 
MAetNB, Maet N6, formeront, par leurs intersections, un parallelogrammeMnNm, 
dont les deux sommets m et n appartiendront evidemment k la courbe de sortie; de 
meme, cette courbe passera par les points m' et n' ou se coupent les quatre aretes 
ATA' etN'B', Wa' et N'^^, contenues dans le plan secant M'N'; et ainsi desautres. 
Or toutes les diagonales m/i, m'n\...^ sont ^videmment parallfeies; elles passeront 
d'ailleurs par les milieux des cordes MN, M'N',..., et, par suite, elles rencontreront 
toutes le diamfetre EF conjugue avec ces cordes. Done ces diagonales formeront, en 
s'appuyant sur la droite EF, une surface necessairement plane^ qui contiendra 
toute la courbe de sortie mm'Yrinx ainsi, cette derni^re satisfait bien k Tenouce du 
theoreme. 

749. On voit d'ailleurs que la courbe mmlYn'n sera de meme esp^ce que la 
courbe d'entree; car, pour des abscisses communes OP, OF,..., les ordonn^esMP 
et /wP, M'P' et m'F,..,, seront evidemment proportionnelles ; de sorte que les deux 
branches de I'intersection seront ici deux ellipses ayant un diamfetre commun EF. 
II est clair aussi qu'aux extremites de ce diam^tre, les tangentes ET et EV des deux 
courbes, ainsi que les aretes des deux cylindres, se trouveront toutes paralitica aux 
plans secants employes ci-dessus; par consequent, les cylindres proposes auront 
deux plans tangents communs et paralUles. 

750. Lorsque deux surfaces du second degri ont UN AXE cOMMUN, en grandeur 
et en position^ elles nepeuventse couper que suwant deux courbes planes, quipassent 
r une et I' autre par Vaxe commun . 

{Fig. \lfi*) D'apr^s Thypothese admise, les deux surfaces auront le meme c«entre, 
et en faisant passer par ce point notre plan horizontal de projection, que nous choi- 
sirons d'ailleurs perpendiculaire k Taxe commun (0, O'C), il coupera les deux sur- 
faces donnees suivant deux courbes du second degre et concentriques ABDE et 
abde. Or, si ces derniferes se rencontrent en deux points 6 et H, il y en aura neces- 
sairement deux autres, I et E, diam^tralement opposes aux premiers, et qui seront 
encore communs aux deux courbes. Alors le plan vertical GI coupera les surfaces 
.proposees suivant deux courbes qui co'incideront compl^tement, puisqu'elles auront 
les m^mes demi-axes OG etO'C; done cette section commune sera une des branches 
de Tintersection totale des deux surfaces, et I'autre branche sera la section aussi 
commune, faite par le plan vertical HK. 
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Ges raisonnements sont applicabies k toutes les surfaces du second degr^ qui ont 
un centre, qu'elles soient ou non de meme espece, pourvu que Taxe commun soit 
en meme temps reel ou imaginaire dans les deux surfaces a la fois. 

751. Si la premiere n'avait pas de centre, son axe unique serait infini; et, par 
consequent, la seconde devrait, pour satisfaire a Tenonce du theoreme, etre aussi 
un paraboloide ayant le meme sommet. Alors on couperait ces deux paraboIoide& 
par un plan perpendiculaire ^ Taxe commun, et ces deux sections, qui auraient 
evidemment le meme centre, se rencontreraient en quatre points diametralement 
opposes, tels que G et I, H et K dans la figure prec^dente; d*ou Ton conclurait que 
le plan conduit par ]a droite 61 ou HK, et par I'axe commun, coupe les paraboloides 
suivant deux paraboles qui, ayant meme axe, meme sommet et un point commun G 
ou H, se confondront necessairement. 

752. On pent generaliser le theoreme du n^ 750, en Tappliquant k deux surfajces 
du second degrd(\m ont deux plans tangents communs etparalieles. En effet, la droite 
qui joindra les points de contact de ces plans sera un diametre commun aux deux 
surfaces; le plan diametral conjugue avec ce diametre, devant ^tre parallele aux 
plans tangents donnes, se trouvera le mfeme pour la premifere et la seconde surfece, 
et il coupera celles-ci suivant deux courbes concentriques, telles que ABDE et 
abde : de sorte que le plan mene par GI ou HK, et par le diametre commun, pro- 
duira dans les surfaces proposees deux sections qui devront encore coincider , attendu 
qu'elles auront deux diametres conjugues communs en direction et en longueur; 
done ces surfaces se couperont suivant deux courbes planes . 

753. [Fig. i49«) Un cas particulier de ce theoreme se presenie dans la rencontre 
de deux herceaux ou cylindres, qui ont le mime plan de naissance et la mime montee. 
En effet, si les deux ellipses AMNB et amnb, dont les axes verticaux sont egaux, 
representent les bases de ces cylindres qui sont ici rabattues autour des axes AB et 
ab situes dans le plan horizontal de la naissance, on voit d'abord que les quatre 
generatrices AG, BH, aG, &K, se rencontrent en formant le parallelogramme GHIK. 
Ensuite, si Ton coupe les deux cylindres par un meme plan horizontal, on obtien- 
dra quatre aretes partant des points M, N, m, n, et qui se rencontreront necessai- 
rement en des points projetes sur M', N', M", N"; or je dis que ces projections tom- 
beront precis^ment sur les diagonales du rectangle GHIK. En effet, les deux 
ordonnees/^m et PM etant ^gales, on sait que les abscisses ap et AP sont entre elles 
comme les deux axes ab et AB, ce qui donne la proportion 

Ga:aM'::GK:KI; 

d'oii Ton conclut que le point M' est en ligne droite avec G et I. On prouvera sem- 
blablement que N" tombe sur la meme diagonale, tandis que N' et M" sont sur la 
droite HK : ainsi, Tintersection totale des cylindres proposes se composera des deux 
ellipses situees dans les plans verticaux GI el HK. Tons ces raisonnements s'appli- 
queraient identiquement au cas oil les generatrices des deux cylindres se rencon- 
treraient obliquement, avec le soin de prendre pour base du premier une section 

Geometrie Lerojr, , -^9 
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faite par un plan vertieal parallele k aGH, et pour base du second une seetion ver^ 
ticaie parallele a AGK, 

75^. Reimarque. Lorsque deux surfaces quelconques S et S' se toucheni en an 
point, et qu*en outre elles se coupent suivant une courbe k deux bran^iiies qui pas- 
sent par le point considere, il n'est plus possible de trouver les tangentes de ces 
branches au point multiple, par la methode des plans tangents, puisque ceux-ci 
coincident. Mais, si Ton substitue aux surfaces S et S', deux surfaces du second 
degre 2 et 1' qui soient osculatrices des premieres, il est evident que Tintersection de 
1 avec 2' aura les memes tangentes que Tintersection de S avec S^ Or, eomme dans 
ehaque surface 1 ou 1\ il y aun axe co\i(/ qui est arbitraire en longueur (n^ 696), 
quoique toujours dirige suivant la normale au point considere, si Ton prend cet 
axe egal de part et d'autre, il arrivera que les surfaces 2 et 2' se couperont sui- 
vant deux courbes planes (n*' 750), dont les projeetions ^izr un plan perpendieulaire 
a la normale se reduiront k deux droites faciles a construire; alors ces drokes seront 
^videmment les tangentes des deux branches de Tintersection de S avec S', pour le 
point multiple en question. Cette methode ingenieuse a et6 donnee par M. Th, Oli- 
vier, dans un Memoire insert au :2i*^ cahier du Journal de I'^cole Poly technique; et 
Tauteur Fa appliqu^e au conoide de la voAte d'arites en tour ronde^ dont nous arons 
trouve les tangentes par un autre moyen (n^ 646). 

755. DES TANGENTES CONJUGUEES ou reciproques. {Fig. i5o.) Lorsqu'un 
cdne YMEN est circonscrit a une surface du second degr^, une artte quelconque YM 
de ce cone et la tangente MT, menee a la courbe de contact MEN par le pied de 
cette arete, sont toujours respectivement paralliles a deux diamStres conjuguds de la 
section faite, dans la surface, par un plan parallble au plan tangent VMT. 

Pour demon trer ce th^oreme (*), adoptons comme plan de la figure le plan dia- 
metral qui passe par I'arete YM etle diametre YO, et qui coupera la surface suivant 
une courbe NXMY, k laquelle YM sera tangente. D'ailleursji si nous menons le plan 
diametral conjugu6 de YO, la section de ce plan avec la surface sera une courbe EZY, 
parallele et semblable (n"" 354) k NKM, et, par suite, les tangentes YT el MT se 
trouverontparallbles; done, le conjugu^ deOY sera une droite OZ, parallele k MT. 
Cela pose, les trois diamfetres OX, OY, OZ etant conjugues entre eux, il en resulte 
que le plan XOY de la figure actuelle divise en deux parties egales toutes les cordes 
paralleles k OZ : doncil en sera de memo du diametre RY', iir6 parallelement a MY; 
et ce diametre etant ainsi le conjugue de OZ dans la section RZY', qui se trouve 
bien parallele au plan tangent YMT, T^nonce du theoreme en question est jus- 
tifi^, puisque OY' et OZ sont respectivement paralleles a Tarete YM et k la tan- 
gente MT* 

756. Ces deux tangentes de la surface ont et^ aussi nommees reciproques^ parce 
que si Ton plagait sur MT le sommet d'un nouveau cdne circonscrit a rellipsoide. 



1*4. 



(^) H est dii i M; Dopin; mais nous le ddmontroos id d*aiie mani^re dififi§rente, sans passer par 
rii^term^iaire d'un cylindre^ 
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la courbe de contact de ce cdne ^urait pour tangente la droite MV. En eff^, la ^ee- 
tioa faite dans la surface proposee par uq plan p^rallele au plan tangent en M serait 
encore la courbe RZY^ dont le diamfetre OZ, parallele a MT» a pour conjugu6 OT'; 
ainsi la tangente k la nouyelle courbe de coi^tact* qui doit, par le iheorhme pr6ci^ 
denty se trouver parallele k ()Y\ ne pourrait £tre que MY, qui remplit d^i cette 
condition. 

757. (Fi^. 1 5 1.) Cette reciprocity et le th^pr^me du n** 755, surlequel elle^t 
fpndee^ s'etendront facjlement k un c&ne circonscrit a une surface quelcopqu0 $• 
Car, soient AMB la courbe de contact de ces ^enyi surfaces, MJ une de$ tangentes 
et YM I'arete du cone qui about^t an poin); 4e contact; cette arel^ pent letre re- 
gardee (n^ 182) comme I'intersection de deux plans tangent^ infinimej^jt voisins, 
menes du sommet Y a la surface, et dont les points de contact p el q ayec S 8e 
trouveront sur la courbe AMB. Maintenant^ imaginons rellip&o'ide ou Tbyperbo- 
loide 2, qui serait osculcUeur de S en M. Dans les environs de ce point, les surfaces 
S et 2 ^uront deux plans tangents conseputifs de cpn^muns; done les points /^ et g 
appartiendront aussi k la courbe de contact A'MB' du cone qui, ayant son sommet 
en Y, serait circonscrit k 2, et, par suite, cette derni^re courbe aura encore pour 
tangente MX. Or, dans la surface 2, on sait (n^ 755) quelle relation existe entre 
MY et MT : done aussi, pour la surface quelconque S, I'ariie dii cdne cuconscrit et 
la tangente a la courbe de contact sont respectivement parfiUeles a deux diametres con^ 
jugues de la section faite parcUlelement au plan tangent^ dans la surfqjce du secpnd 
degri osculatrice de S; et ces deux tangenles oflrent pareillement la reciprocity 
6noncee aji n^ 756. 

758. Ce theor^me, qui nous sera utile dans la perspectiye d'un tore et d'un 
pi^douche, subsiste evidemment pour un cylindre circonscrit k la surface quel- 
conque S^ puisqu'on pent supposer le sommet Y place a Tinfini sur MY; et il serait 
facile de Tetendre, par des considerations semblables, k upe surface deyeloppa^le 
quelconque qui se trouverait circonscrite k la surface doimee S. 
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CHAPITRE II. 

M^THODE DES PLANS C0T6s (*). 

759. Pour representer graphiquement les points et |es lignes, nous avons vu 
qu'il suf&sait d'assigner leurs projections sur deux plans fixes, et que de Ik pn pou- 
vait deduire tout C0 qui int^ressait sur les distances de ces points, sur la forme de 
ces lignes ou des surfaces auxquelles elles appartiennent, etc. Mais, dans certains 



(*) La plus grande partie de ce chapitre est tir^, en substance, des Lemons r^dig^es en iS3i pour 
I'^cole d*app1ication de M^tz, par M. le capitaine du G^nie Noizei, qui a ainsi coordonn^ et perfectionn^ lei 
^l^ments de la m^tbode des plans c6t^, quoiqu'elle eiit M d6]k employ^ par d*autres ing^nieurs, 

39. 
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casy comme pour les dessins de Fortification et pour la Topographie, on trouve 
plus commode de definir les objets seulemeru par leur projection horizontale^ a 
laquelle on ajoute des cotes qui indiquent la hauteur dcs divers points au-dessus 
d'un plan horizontal fixe, que Ton suppose plus has que tous les objets en question. 
II est Evident que cette methode, ou Ton n*empIoie qu'un seul plan de projection, 
suffit n^anmoins pour determiner completement la position de chaque point, parce 
que la cote de celui-ci remplace sa projection verticale, et pourrait merae servir ^ 
retrouver cette projection, si on le desirait. Aussi nous allons voir que, par cette 
marche, on resout aisement tous les problfemes elementaires de la Geometric des- 
criptive, et d'une manifere qui se prSte mieux aux traductions nwndriques auxquelles 
on est oblige de recourir dans la Fortification; car ici les donnees et les resultats 
d'un probleme offrent des dimensions trop considerables pour pouvoir etre expri- 
m6es sur les dessins autrement que par le moyen d*une echelle de reduction. Ajou- 
tons encore que, dans la Fortification, le peu de relief de la plupart des objets 
au-dessus du sol, comparativement a leurs dimensions horizontales, rendrait in-* 
commode I'emploi d'un plan vertical de projection, sur lequel le plus grand nombre 
des droites consid^rees seraient presque horizontales, et iraient se rencontrer fort 
loin. 

760. Observons, d'ailleurs, que ce mode de description ayant ete d*abord em- 
ploye pour des cotes sous-marines rapportees au niveau de la mer, Tusage a pr^- 
valu de compter les ordonnees verticales de haut en bas^ en les regardant comme 
de veritables sondes abaiss^es d'un plan de comparaison horizontal situe au-dessus 
de tous les objets consider^s; tandis que le plan de projection sur lequel on opere 
est toujours cens^ horizontal et place a une distance arbitraire au^dessous de ces 
mgmes objets. Du reste, ces conventions ne rendront pas plus difficile revaluation 
de la difference de niveau de deux points donnes, mais il faudra se rappeler que le 
point qui estaffecte de la cote la plus forte est plus bas que Tautre. 

761. {PL 64,y%. I.) D'apres cela, un point de Tespace sera represente par sa 
projection et par sa cote, comme celui qui est indique (i2"',5) dans la ^^. i. 
dependant, s'il y avait plusieurs points remarquables situes sur la meme ver- 
ticale, il faudrait ^crire la cote de cbacui) d*^ux aupr^s de cette projection com- 
mune. 

762. {Fig. 1 .) Une droite est d^finieparsa projection AB, avec les cotes de deux 
de ses points. De la, il serait facile, au moyen d'un trapeze rabattu autour de AB, de 
conclure graphiquement la longueur d'une portion de cette droite, son indinaison 
sur rhorizon, la cote d'un troisieme point de cette ligne, donnepar sa projection; 
ou reciproquement, la projection d'un point defini par sa cote. Mais, comme, 
pour les applications que nous avons en vue ici, il faudrait finir par evaluer ces 
resultats en nombres, au moyen de Techelle metrique du dessin, il sera plus exact 
et plus commode de construire d'abord Vdchelle de penie de la droite propos^^ I 
Soient done A etB les projections de deux points dont les cotes sont i4«,7et i^^5, ^' 
on commencera par chercher Fintervalle L qui, sur la projection de la droite. 
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separera deux points dont les cotes differeront d'un miire, et on y parviendra evi- 
demment par la proportion suivante : 

(i4",7— ia™,5):AB:: i»:L = ^AB; 

de fiorte qu'apres avoir evalu6 AB en parties de Ydchelle horizontak du dessin, et 
avoir trouve ici AB = 6", 8, on en deduira 

L = 3'",i et — L = o'»,Q. 

Alors^ en prenant sur Techelle horizontale une ouverture de compas egale k o^» 9 
et en la portantsur AB au-dessous du point {i^^^'])^ on obtiendra celui qui doit 
avoir la cote iS""; puis en portant^ a partir de ce dernier pointy la longueur L 
plusieurs fois de suite, on trouvera les points qui r^pondent aux cotes i4™» i3", 
ii^j...\ei eufin il restera a subdiviser un de ces intervalles en dix parties egales» 
pour completer Vechelle de pente de la droite proposee. Cette longueur constante L 
pent etre nommee Vunite de I'echelle de pente. 

763. {Fig, 1 .) Cela pose, trouverla cote d'un point situ^ sur cette droite ^ et dontM 
est la projection. Si M tombe entre les divisions i3™ et 14" par exemple, on prendra* 
avec le compas la distance horizontale du point M au point iS"", et en la portant sur 
la partie de Techelle de pente qui est subdivisee en decimetres, on verra quel est le 
nombre de decimetres qu'il faut ajouter a iS"*, pour obtenir la cote du point projete 
en M . Les centimetres pourront s'estimer k vue. 

On r^soudra aussi aisement cette autre question : Quelle est la projection d*un 
point de cette droite^ dont la cote serait assignee^ comme 1 1 "^y 3 7 

764. Trouver la vraie distance de deux points de cette droite, donnes par leurs 
projections. On cherchera d'abord leurs cotes, puis, on calculera Thypot^nuse d'un 
triangle rectangle dont la hauteur serait la difference de ces cotes, et dont la base se- 
rait egale k I'intervaUe des deux projections ^ estimee en metres sur Techelle horizon-- 
tale du dessin. Ainsi, pour les deux points projetes en A et B, la vraie distance sera 
donnee par la formule 

765. {Fig. I .) Quant a lapente de la droite, on entend par Ik la tangente trigono- 
metrique de Tangle que cette ligne fait avec Thorizon; c'est-k-dire la difference de 
niveau de deux points de cette droite, divisee par la distance de leurs projections. 
Ainsiy pour la droite citee n^ 762, la pente est exprimee par la fraction 

i4»7 — '2,5 I I 

■^^AB ' '^'^ L = 3 «''^''°'»' 

en se rappelant que L designe ici Tintervalle qui s^pare les projections de deux 
points dont les cotes different d'un metre, et qull faut estimer cette longueur en 
parties de Techelle horizontale du dessin. On enonce encore cette rfegle, en disant 
que lapente d'une droite est le rapport de la hauteur k la base. 
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766. {Fig^ I.) Baeiproqu^Qieut, 31 Ton donne la projection d'une droite etla 

€0te i4™9 7 d'un de ses points, avec la pente » que doit avoir cette ligoe, on prendra 

sur Techelle horizontale dp dessin une longueur egale a 3 metres, laquelle, etant 
portee k la suite du point (i4",7), fera connaitre le point qui devrait avoir la cote 
(i3'*,7). Alors on connaitra deux points cot^s de la droite, et Ton coastruira son 
echelle de pente comme au n^ 762. 

767. {Fig. I.) Parun poijtt, donn^C (io™,6), mener une droite parallele a une 
droite dejd connue. Par le point C, on tirera une parallele a la projection AB de 
la premiere droit^i ^ ae s^r^ ^vjd^mnf^nt celle de (a i^econde. pns.uite, comme ces 
deux droitM 4oivent ^so\vlamimepen,te, si Tqi^ joi^t le point (10™, 6) de la seconde 
avec te point aff<9et^ de la mcime co^e sj^r la premiere, puis si Ton tire des paralleles 
a oette ligna de jonotiqi^ par les djvisipn^ entieres de la premiere droite, on formera 
ijBmediatemeat I'^cH^Ue de p^nte de }a droite demandee, laquelle sera ainsi com- 
pl^lement determip^e. 

768. [Fig. I.) Lorsque la premier^ 4foite ^es^radonnee que par deux points 
cotes (14^,7) et (la'^yS), pq port^r^ ^int^rY^^Ci 4^ de ces projections au-dessous 
da poin( (lo'^fG), et Ton obti^pdra un i^^co^d ppirt^ (le la nquvelle droite, lequel 
aura evidepfiipent pour sa cotp (|o™,6i-h a™,3) ou (»2"^8). Alors on achevera 
r^chelle cle pmte de 1^ droite demaqdee, comme au n^ 762. 

760, Unb GOUR9® ifoUe sa repr^sente par sa projection horizontale accompagnee 
des cotes d'un certain nombre de ses points, assez rapproches pour que I'oeil puisse 
satsir le eours aaaendant ou descendant de cette }igQC, ou pour que les arcs inter- 
mediaires puissent etra ragardes coinme des droites. Mais^ presque tpujpurs, les 
eourbee aont lieas k das surfaces que nous apprendrp^$ bientot ^ represei^ter; c'est 
pourquoi nous na AOW y arraterong pas davantage ipi. 

770. [PL 64» 0g» ft.) Usr pi^an, lorsque c'est une grandeur reellement existante, 
et qu'il est, par cDMequent» limits de toi^tesparis^ sa represente par la projection de 
son contouff dont ohaqueangla doit avoir sa cote; at Ton y ajoute un certain nombre 
de sections denis^eau qui sont des droites parallfeles a sa trace horjzontale. Ces sections, 
que Ton choisit equidistantas at eloignees, par exernple de i metre dans le sens 
vertical^ dqivent etrp ^laraqees a leurs deux extremit^s d'une cote commune; puis, 
si Ton trace una perpendiculaire k ces horizontales, ce sera ^videmmeot la projec- 
tion de la ligne deplus grande pente du plan propose, et en cotant les points qu elle 
est rencontree par les diverses horizontales, elle deviendra ce qu'on appelle VicheUe 
de pente du plan en question, laquelle est ordinairement indiquee par if/i trait 
double. Ce mode de repra^enta{;ion equivaut a regarder, ainsi qu*on le fait dans 
la g^ometrie descriptive, un plan comme engendr6 par une de ses horizontales qui 
glisserait, paraUalapiant ^ alla-meme, sur la ligne de plus grande pente de ce plan. 

771. {fig* 3 ^'^O Vorsquwn plan est UUmitd et n'exjiste pas reellement, on le 
represente gevl^ioent par une da sas horizontales cotee, avep i^oi^ Echelle de pente 
graduee : on assigna 9Uisi U ganeratrice et la directrice de cette surface, ce qui 
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suffitpour la determiner compl^tement. Souvent meme od se contente de marquer 
r^chelle de pente graduee ; parce que de la on peut deduire autant d^hbrizonlales 
cotees que Ton veut, puisqu'elles sont toujours perpendiculatres k la direction de 
I'^chelle. 

772. Lorsqu'un plan est horizantal, son e^helle de pent^ n'exi^t^ plus^ tuftid tons 
les angles de son contour portent la meme cote; ou bien, si ce plan est indefini, on 
le de^igne par le plan horizontal a la cote ii. Si le plan donn^ est vertical^ oh le 
represente simplement par sa trace horizontale. 

773. {Fig. a bis,) Determiner le plan qui passe par trois points donnis (9"*,4)> 
(i4") ct (17"). On joindra par une droite le premier et le dernier de ces points, et, 
au moyen d*une proportion analogue k celle employee dans le n^ 762, on cher- 
chera sur cette droite un point qui ait pour cote i4" •' alors la droite qui reunira ce 
dernier point avec le second des points donnes, sera ^videmment une horizontale du 
plan demands ; etune parallels men^e par le point (17™)^ sera une sei[M)nde hori- 
zontale de ce plan, dont Techelle de pente deviendra dbs lors tres-<facile k marquer 
et k graduer. 

La meme marche s'appliquerait ^videmment au cas ou le plan demande devrait 
passer par un point et par une droite donnes; et si cette droite etait dejk pourvue 
de son echelle de pente, la solution serait encore plus simple. 

774. [PL &l\yfig. 3.) Par une droite donnde, eonduire unplan dontlapente soii^* 

On doit connaitre au moins les cotes de deux points de cette droite, qui $oilt \A 
10" et I a", 5 : alors, en regardant le point superieur (10") comme le sommet d'un 

cone droit dont les generatrices auraient rinclinaison - (n® 76S), il suffira evi- 

demment de mener k ce c6ne un plan tangent qui passe par le second point. Or, si 
l*on decrit tm cercle qui ait pour centre la projection du point (10"), et pour rayon 
on longueur prise sur T^chelle horizontale du dessin, et 6gale k n fois la diff!6rence 
a™, 5 des cotes des points donnas, ce cercle sera ^videmment la trace du c6ne en 
queirtion sur )e plan horizontal qui passe par le point inf<6rieur (ia"',5). Donc^ en 
menant par ce dernier point deux tangentes k ce cercle, onobtiendra les traces hori- 
zontales d€^ deux plans qui satisferont au problfeme; et leurs ^chelles de pente s'en 
d^duiront aisement, puisque Ton connaitra leurs directions et deux points cotes de 
chacune d'elles. II est d'ailleurs facile de voir que le problfenie n'admettra qu'une 
solution ou deviendra impossible, selon que la pente assignee sera 6gale k celle de 
la droite donnee, ou moindre que cette derni^re. 

77&. Lorsque la droite d^finie par les deux points cotes se trouvera tr^s^eu 
incliB^e, la m^thode prec^dente conduirait k tracer un cercle trfes-petit, et par Ik 
peo commode k employer. Dans ce cas, on imaginera un plan horizontal infi6rieur 
aun deux points, et cote en nombre entier; puis, on d^crira sur ce plan deux cer- 
cles dont les centres soient les projections des deux points propose, et dont les 
rayons soieat n fois la hauteur de chacun de ces points au-dessus de ce plan hori- 
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zoDtal. On aura ainsi les bases de deux cones dont la pente sera -> et il restera ^ 

mener une tangente commune a ces deux cercles. 

776. Si la droite donnee etait korizontale^ on aurait tout de suite la projection 
de r^chelle de pente du plan cherche^ en tirant une perpendiculaire k la droite 

propos^e; puis, comme Tinclinaison - est assignee, il n*y aurait qu'k porter sur 

cette echelle, k partir de la droite proposee, une longueur de n metres mesuree sur 
Techelle horizontale du dessin, et Textremite de cette longueur repondrait a un 
point de Techelle de pente, dont la cote serait moindre {Tun metre que celle du point 
situ6 sur la droite donnee. Ayant ainsi deux points cotes de cette Echelle de pentCy 
il serait bien facile d'en achever la graduation. 

777. {Fig. 4-) P(^ un point (io™,3) situd sur un plan donne^ tracer sur ce plan 

unedroite dont lapente soit — On tracera une horizontale de ce plan dont la cote 

difffere de celle du point donn6, de 4" par exemple, et soit ainsi i4"f3; puis, avec 
un rayon ^gal a 4 fois la base n de la pente assignee, et du point donn6 comme 
centre, on decrira un arc decercle qui, en coupant Thorizontale choisie, fera con- 
naitre le point que Ton doit joindre avec le point donne pour avoir la droite 
demandee. On sent que ce problfeme aura en general deux solutions, mais ellesse 
redttiront a une seule, ou deviendront impossibles, si la pente assignee pour la 
droite egale ousurpasse celle du plan donne. 

778. itant donnee la projection d'un point sitae sur un plan connu, trower la 
cote dece point. On menerapar cette projection une perpendiculaire sur Fechelle 
du plan, etla cote du point de rencontre sera celle du point propose. 

Si Techelle du plan n'etait pas construite, et qu'il fut represente seulement par 
diverses horizontales, on pourrait appliquer sur le point propose une regie divis^e 
en millimetres, en la pla<^nt de maniere que deux divisions entieres tombassent 
sur les horizontales voisines; par la, on apprecierait immediatement la fraction de 
mfetre qu'il faut ajouter a la cote de Thorizontale superieure pour obtenir la cote du 
point en question. 

779. {Fig. 5.) Trouver V intersection de deux plans P et F, donndspar tears dchdles 
graduees. On tracera, dans chaque plan, deux horizontales qui aient respectivement 
les mSmes cotes; etla rencontre de ces quatre droites fera connaitre deux points 
cotes de Tintersection demandee, ce qui en determinera la projection et la pente, 
ainsi que la fig. 5 le montre assez clairement. 

780. {Fig. 6.) Lorsque les horizontales desdeux plans P et F se rencontreront 
trop loin, on emploiera des plans secants auxiliaires^ par un proc^de remarquable 
auquel il faut souvent recourir dans la theorie actuelle. Tragons deux parallWes 
a etb dans une direction arbitraire, et regardons-les comme les projections de deua; 
horizontales qui auraient pour cotes, Tune 12", Tautre i5"; dfes lors ces droites 
a et 6 diterminent un certain plan P, dont il est facile de trouver, par le pfoc6de 
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du n*^ 779» Tintersection c avec le plan P, et rintersection d avec P'. Or ces deux 
sections c et ^se coupent en un point x, qui appartiendra ^videmment a Tintersec- 
tion des plans primitifs P et P'; puis^ on trouvera un second point a/, en tirant deux 
autres parallMes horizontales a! et b' : de sorte que xx' sera la projection de Tin- 
tersection demandee, et, pour achever de definir cette droite, il n'y aura plus qu'a 
trouver les cotes des points or et o/^ ce qui s'efTectuera par Tun des moyens indiques 
aux n°» 765 et 778. 

Ge procede deviendrait indispensable, si les plans donnes P et F avaient leurs 
horizontales respectivement/)a/ti//e/ef; maisalors un seul plan auxiliaire suffirait, 
puisque Tintersectipn demandee devrait 6tre aussi parallele aux horizontales pri- 
mitives. 

781. {Fig. 7.) Trouver rintersection d*une droite et d^un plan donnis. On con- 
duira, par la droite proposee, un plan auxiliaire dont les horizontales seront deux 
paralleles menees arbitrairement par deux points de cette droite; puis, en cher- 
chant rintersection de ce plan auxiliaire avec le plan donne, cette intersection cou- 
pera la droite proposee au point demande x. II restera k estimer la cote de ce point, 
comme nous Tavons indique aux n^ 765 et 778. 

782. [Fig. 8.) On trouvera semblablement le point de rencontre de deux 
droites donnees, qui seraient situees dans le meme plan vertical, ou qui auraient la 
m^me projection. Gar, en conduisant par chacune d'elles un plan arbitraire, rinter- 
section de ces deux plans ira passer par le point cherche, dont la cote s'e^timera 
ensuite comme au n^ 765. 

785. Par un moyen analogue, on pourra reconnaitre si deux droites donndes^ 
dont les projections sont difT6rentes, se coupent effectivement ; car, dans ce cas, il 
faudra que rintersection des deux plans arbitraires conduits par ces droites aille 
passer par le point commun aux deux projections donnees ; ou bien, on examinera s'il 
y a parallelisme entre les droites qui reuniraient les points affectes des memes cotes. 

784. [PL %^ffig. 9.) Par un point donni (io™,4)> conduire unplan paraUile a 
un plan donni. L'echelle de pente du plan cherche sera parallele k celle du plan 
connu, et passera par le point donne. D'ailleurs, puisque I'inclinaison doit etre 
egale, il suf&ra de joindre le point (io™,4) avec celui qui a la meme cote sur Te- 
chelle donn^e, puis de mener k cette ligne de jonction, des paralleles par les autres 
divisions de I'echelle du plan connu. 

785. {Fig. ID.) Par deux droites donnies^ conduire deux plans qui soientpa-- 
raUeles entre eux. On m^nera, par un point de la premiere droite, une parallMe k la 
seconde, et, par un point de celle-ci, une parallMe k la premiere droite. Alors, en 
conduisant un plan par la premiere et la troisi^me droite, puis un autre, plan par 
la deuxi^me et la quatrieme, on obtiendra ^videmment les ueux plans demandes. 
On sent bien qu'ilsse reduiraient k un seul, si les droites primitives se coupaient; 
ou qii'ils deviendraient ind^termines, si elles ^taient paralleles. 

786. D'un point donni (8™,2) , abaisser une perpendiculaire sur un plan connu. 
La projection de cette perpendiculaire sera evidemment/>ara//^fe a la projection de 
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r^chelte do plan, mais leurs inclinaiions seroot ioterses Tone de Tautre ; c'est- 
k-dire que si la pente du plan donn^ est ^ par exemple^ celle de la droite cherch^e 

s^ra X- Alors, en prenant sur Techelle horizontale du dessin une lotigueur egale 

a 3 metres, et portant cet intervalle sur la perpendiculaire indefinie, au-des- 
soUs du point doune {S^fH)^ on obtiendra iln second point de cette perpendiculaire 
qui aura pour cote (8™,2 -h 5™) ou (i3™,2). Par Ik, cette perpendiculaire sera com- 
pletement determinee; mais nous laisserons au lecteur le soin d'executer ces con* 
structions, ainsi que celles qui sont indiquees dans les numeros suivants. 

"787. Si d'ailleurs on cherche (n*' 781 ) le point de rencontre de cette perpendi- 
culaire avec le plan propose, et que Ton calcule la vraie distance de ce point de 
section au point donne (n*^ 764), on connaitra la pluscourte distance de ce dernier 
point au plan propose. 

788^ De in6ine> 9ii Ton domandait la plus courts distance d'un point a une droite^ 
oa G<)nduirait par ee point un plan perpendiculaire k cette droite, et Techelle de ce 
plan se construirait par un precede inverse de eelui du n^ 786. Ensuite on cherche- 
rait le point de rencontre de ce plan et de la droite proposee, puis la vraie distance 
de ee point de section au point donne. 

Les questions qui precedent suffisent, sans doute, pour montrer comment on 
fesoodra tons les problemes ou il n'y aura k combiner que des droites avec des 
plans; et nous engageons le lecteur a s'exercer encore snr la recherche de la plus 
courte distanes de deux droiteSr et sur Tangle de deux plans, ou de deux droites 
denudes* 

789. [PL 65 f Jig. ii.) Les subpages gourbes, surtout lorsqu*elles ne sont pas 
Busoeptibtes d'une definition rigoureufie, comme cela arrive pour la surface du sol, 
se representeoft par les projections d'un certain nombre de courbes de niveau^ qui 
sont les seetions que prodciiraient dans cette surface des plans boriEontaux, (iqui'- 
distants dans le sens vertical ; puis, Fob regarde chaque zone eomprise entre deuK 
courbes de niveau consecutives, eomme engendree par une droite quip en gUssantsur 
ces deux eourbeSy demeurerait eonsiammenl normale k Tune d'elles, par exemple a 
la courbe infi^rienre. C*est done une surface gauche que Ton substitue ainsi, dans 
chaque zone, k la surface reelle du terrain, dont la forme rigoureuse ne serait 
eonnue qn'autant qu'on aurait assigne la loi geometrique qui lie entre etles les 
diverses sections de niveau; mais cette approximation est bien suffisante ici. 

790. Ordinairement, les courbes horizontales sont assez rapproch^es et assez 
peu difr(6rentes dans leur eourbure, pour que la generatrice rectiligne de chaq^ie 
zone puisse dtre regardee eomme sensiblement normale tmx deux courts k la fois. 
Dan9 cette hypothese, la surface que Ton substitue k la zone du sol devient d^ve- 
loppable (n^ 180) ; car chaque generatrice, pour passer k one position infiniment 
voisine, se meut sur deux tangentes qui sont evidemment parallfeles, et des lors 
situ^es dans ufn meme plan. 
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791. [Fig. 1 1 .) Lorsque la distance des sections de aiveau se trouve» daQs oer- 
taines regions^ trop considerable pour que les droites generatrices soient sensible-^ 
ment normales aux deux courbes voisines, on peut substituer a ces droites des aro^ 
de courbe qui remplissent cette condition; et par la on ne change pas le mode de 
generation, car cela revient k imaginer d'autres sections de niveau intercalees 
entre les premieres, et assez voisines pour interceptor sur la generatrice curviligne 
des arcs qui puissent dtre regard6s comme confondus avec leur^ eordes. 

792. [Fig. 1 1 .) Trower la cote d'un point domUparsa projection horizontcUe, et 
sitae sur une siuface connue. Si cette projection tombe entre les courbes de niveau 
qui ont les cotes la"" et i3™, on menera par ce point une generatrice normale dont 
les extr^mites auront ces memos cotes; puis, en appliquant sur cette droite une 
r^gle divisee en millimetres, on verra aisement quel est le rapport des deux parties 
de cette normale, et alors une simple proportion fera trouver la cote du point pro* 
pose (i2'*,6), 

793. La question reciproque, oil Ton aurait pour but de trouver tons les points 
de la surface qui ont une cote donnee (.i4'^,5), est egalement facile k resoudre, e^ 
prenant lea milieux des diverses normales ; et c'est par ce moyen qu'on intercalera 
de nouvelles courbes de niveau entre les premieres, ainsi qu*on le voit dans la^^. i x • 

794. {Fig. 1 1 .) Construire k plan tangent pour un point donne sur une surface 
connue. Lorsque le point donne M sera place sur une des courbes de niveau, le plan 
tangent devra {)as$er par la tangente de cette courbe et par la generatrice rectiligne 
LM qui lui est normale; ainsi, en prolongeant cette normale jusqu' a la courbe supe- 
rieure, la partie interceptee ML fera connaitre : v^ la direction de V dchelle de pente 
du plan demande; a^ les cotes de deux points de cette echelle, dont la graduation 
sera des lors biea facile k achever. Si Ton admet Thypothese habituelle du n^ 790» 
ce plan touchera la zone tout le long de la generatrice interceptee LM; tandis qu'il 
ne serait tangent qu'au seul point M, si Ton conservait la generation du n^. 789« 

795. Quand le point de contact sera donne entre deux courbes de niveau cons6* 
cutives, on menera encore de ce point une normale a la courbe inferieure ; et si 
cette droite est sensiblement normale k la courbe superieure, la partie intercep- 
tee fournira la direction et la grandeur d'une des divisions de 1 echelle du plan tan^ 
gent. Dane le cas contraire, on tracera (n^ 793) la section horizontale qui passerait 
par le point donne ; et alors la tangente et la normale de cette courbe deteroain^!** 
ront le plan tangent comme au numer<> precedent. 

796. Si, a partir d'un point L donne sur la surface^ on mene une normale LM 
a la courbe inferieure, puis que, du pied de cette normale, on en conduise une 
autre MN perpendicuLaire k la troisieme courbe, et ainsi de suite^ Tensemble de 
ces diverses normales formera la Ugne deplu$ grandepente de la surface, relative- 
ment au point de depart L. Cela deviendra evident, si Ton admet que chaque zone 
du terrain coincide avec son plan tangent, dans une largeur tres-petite autour des 
droites LM, MN, NP,..., et si Ton se rappelle ce ^ue nous avons dit au n® 770 pour 
la ligne de plus grande peate d'un plan. 

4o. 
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797. Dans les applications de la methode actuelle, il importe beaucoup de savoir 
discerner d'avance quelle sera la position du plan tangent par rapport a la surface, 
dans les environs du point de contact. Or, d'apres ce que nous ayons dit sur la 
courbure des surfaces et la note du n^ 695, on peut poser, comme vraie en gene- 
ral, la r^gle suivante : Lorsque deux courbes tracees sur une surface se coupent k 
angles droits, et que Tune et Fautre sont comexesy c'est-a-dire situees au-dessous 
du plan tangent relatif au point commun, la surface est elle-meme convexe tout 
autour de ce point. Gette consequence ne soufPrirait d* exception que si les tan- 
gentes aux deux courbes rectangulaires se trouvaient comprises dans le meme angle 
obtus PM^ ou QMj9 [fig. 1 34) forme par les deux plans normaux lindtes dont nous 
avons parle au n^ 694 : mais ce cas exceptionnel ne se presentera jamais ici pour la 
section de niveau et la ligne de plus grande pente, du moins en conservant I'hypo- 
these ordinaire d'une zone developpable^ admise au n^ 790 ; car alors cette ligne 
de plus grande pente sera tangente a Tune des deux sections principales, Ainsi, pour 
s'assurer que la surface du sol est corwexe autour d'un certain point, il suffira de 
reconnaitre que la courbe de niveau et la ligne de plus grande pente sont toutes deux 
convexes dans le voisinage de ce point : or, la premiere de ces lignes 6tant donnee 
en vraie grandeur sur le plan horizontal, on verra bien si elle remplit cette condi- 
tion ; et quant k la seconde, voici un caract^re facile a saisir. 

798. {Fig. II.) En designant par h la distance verticale de deux sections de 
niveau cons^cutives, et par / leur distance LM en projection horizontale, il est clair 
que rinclinaison a de la tangente k la ligne de plus grande pente au point M sera 

donnee par la relation tanga==79 du moins pour des valours de h assez petites. 

Si done on veut que cette courbe soit corwexe, ou situ^e au-dessous de sa tangente 
dans le voisinage du point consid^re, il faut evidemment que Tangle a aille en aug- 
mentant a mesure que Ton descend de L a M, N, P,..., et cons^quemment que les 
distances horizontales / ou LM, MN, NP,..., aillent en diminuant, puisque h est con- 
stant. D'apres ces remarques, on peut poser les regies suivantes : 

i^ La surface est convexe, c'est-a-dire inferieure au plan tangent tout autour 
du point de contact, quand toutes les courbes de niveau voisines sont cofwexes, 
et que leur distance horizontale diminue en descendant, ou du moins reste con- 
stante; 

2^ La surface estconcavCf ou superieure au plan tangent, lorsque toutes les cpurbes 
de niveau sont concaves^ et qujB leur distance horizontale augmente en descendant, 
ou du moins reste constante ; 

3^ Lorsque les courbes de niveau sont cowexes, et que leur distance horizontale 
augmente en descendant, la surface est convexe dans le sens horizontal, mais elle 
est concave suivant la ligne de plus grande pente, comme la gorge d'une poulie dont 
Taxe serait vertical; 

4^ Quand les courbes de niveau sont concaves^ et que leur distance horizontale 
diminue en descendant, la surface est concave dans le sens horizontal, et convexe 
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dans le sens de la ligne de plus grande pente, comme la gorge d'une poulie dont 
Taxe serait horizontal. 

Maisy dans ces deux derniers cas, et dans les autres varietes de forme que peuvent 
oiTrir les courbes de niveau, le plan tangent se trouve en partie au-dessus et en 
partie au-dessous de la surface ; par consequent, il coupe le terrain, et Ton ne peut 
plus s'en servir utilement pour les problemes du deJUement. Le meme inconvenient s 
a lieu dans le second cas cite plus haut. 

799. 11 resulte aussi des considerations precedentes que lapente du sol, regarde 
comme coincidant avec son plan tangent dans une petite etendue autour du point 

consid^r^, a pour mesure -j- Ainsi cette pente est d'autant p/o^roi^ que les courbes 

de niveau sont plus rapproch^es les unes des autres en projection horizontale; et 
si deux de ces courbes venaient k se toucher, le terrain serait a pic en cet endroit. 

800. [Fig. 1 1 .) Sur une surface connue^ tracer I'axe d'un chemin dont lapente 
soit comtante. Si \ est la pente assignee, on prendra une ouverture de compas egale 
k 6 unites de Techelle horizontale du dessin, et en la portant de a en 6, entre deux 
courbes de niveau dont les cotes different de i metre, il est clair que la droite pro- 
jetee sur ab sera la ligne milieu d'une rampe plane qui aura bien une pente egale 
k ^. Done, en continuant de porter le meme intervalle de b en c, de c en d^ de d en e^ 
avec le soin d'eviter que Tune de ces droites ne coupe deux fois la m6me courbe de 
niveau, on aura satisfait k la question proposee. 

801. {Pi. 65 J Jig. id.) Tromer V intersection d'un plan donne avec une surface 
connue. On tracera les horizontales du plan, qui ont les memos cotes que les courbes 
de niveau de la surface proposee; et leurs rencontres mutuelles feront connaitre 
les points de Tintersection demandee. Mais il faudra prendre garde de confondre 
les points d'entrde avec les points de sortie^ et quelquefois intercaler de nouvelles 
courbes de niveau dans les parties ou les donnees ne seront pas assez voisines. 
Pour obtenir le point culminant de la section, c'est-a-dire le point ou la tangente 
sera horizontale, il faudra chercher une generatrice ab qui soit normale a la courbe 
de niveau inferieure, etparaUele a la projection de VdcheUe de pente du plan secant; 
car, pour le point z de la courbe qui se trouvera sur a6, le plan tangent de la sur- 
face sera le m6me qu'en a (du moins dans Thypothfese habituelle du n^ 790) ; et 
comme ce dernier plan aura sa trace horizontale parallele k celle du plan secant,! 
leur intersection, qui sera la tangente en z, se trouvera necessairement horizon- 

, tale. Quant k la maniere de trouver le point z ou la generatrice ab rencontre le plan 
secant donne, cela s'effectuera par la methode du n^ 781, ainsi qu'on le voit indi- 
que sur la^^. 12. 

802. Lorsque le plan propose sera vertical, la section se trouvera projetee sur 
sa trace; mais alors, comme on connaitra les cotes des points oil il coupe les courbes 
de niveau, on pourra executer un profit rabattu, en faisant tourner le plan secant 
autour de sa trace horizontale. 

803. [Fig^ 1 3.) Trouper V intersection d'une droite et d'une surface donnees. On 
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oonduira par cette droite un plan arbitraire, en tirant a volonte des paralleles ptav 
tousses points de division : puis, en cherchant la section que ce plan produira dans 
la surface, cette courbe ira rencontrer la droite primitive au point demand^. 

804. On trouvera Tintersection de deux surfaces connues, en combiaant le-s 
courbes de niveau qui ont des cotes respectivament egales dans les deux surfaces. 

Enfin, s'il s'agissait d'avoir le point de rencontre d'une surface avec une courbe, 
on imaginerait, par cette dernifere, un cyUndre horizonkd dont on chercberait Tin- 
tersection avec la surface donnee, operation qui s'executerait comme au n^ 801 ; 
alors cette intersection irait couper la courbe donnee^ aux points qui seat communs 
k cette derni^re et k la surface propos^e. 

Nous nous bornons ici k ces indications succinctes, parce que les autres questions 
que Ton pourrait traitor par ces m^thodes n'auraient d'interet qu'en les presentant 
sous une forme qui les rattacherait specialement k la Fortification. 
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CHAPITRE III. 

NOTIONS PRI^LIMINAIRES SUR LES ENGRENAGES. 

806. Quand un corps solide, quelle que soit sa forme, tourne autour d'un axe 
fixe, tous les points de ce corps d^crivent, dans un meme temps, des arcs de cercle 
qui correspondent k des angles necessairement igaux^ puisque le systeme est de 
forme invariable. Done ces arcs se trouvent proportionnels a leur rayons r, r', r'',..., 
qui sont les distances de ces divers points a I'axe fixe, et consequemment les vitesses 
absolws Vf i/t v^f...^ de tous ces points sont aussi proportionnelles aux rayons 
r, r\ r"",... ; de sorte que si Ton desigoe par co la vitesse absolue commune a tous les 
points qui sont places a une distance de Taxe dgale a funit^, on au^ toujours les 
relations 

- = -« = -5 = ... =5= 0), d oil «; = roi), c/ = r'w,.... 

La quantity (d est ce qu'on appelle la vitesse angulaire ou la vitesse de rotation du 
systeme, soitqu'elle demeure constante ou qu'elle varie avec le temps; et lorsque 
cette vitesse co sera connue, on voit que les vitesses des autres points du corps s'ea 
deduiront immediatement. 

806. Cela pose, un engrenage cylindrique est le systeme de deux roues dont les 
axes soot parallUes, et dont Tune ayant recu un mouvement autour de son axe 
immobile, communique a Tautre roue une rotation contraire autour de son axe 
egalement invariable. Mais cette transmission de mouvement doit etre faite sous la 
condition essentielle que les vitesses angulaires des deux roues conserveront toujours 
entre elles un rapport constant ; afin qu'un mouvement uniforme imprime a la roue 
menante produise aussi un mouvement uniforme dans la roue menee^ ce qui ec^t ea 
general une condition n6cessaire pour le jeu regulier des machines. 
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IMMT. {Pt. ^ifig. I.) Pour remplir la condition ^noncee ci-defii3Us» pa^tageons 
rint^rvalle 00' des deux axes en deux parties OA = R, O'A = R', qui soient en rai- 
son inverse des nombres keiK par lesquels la question aura fix^ le rapport que doi- 
vent ofTrir les vitesses angulaii^es des deux roues; puis, avec ces distances pour 
rayons, d6crivons deux cercles tangents en A, et dotit chacun suit lie invariablement 
avec son axe. Alors, je dis qu'on atteindra le but propose en faisant tourner ces 
deux cercles primitifs de manifere que ks points de leurs circonfirences prennent des 
viTfissEs ABSOLUES qui soient £gales dans les deux cercles; ou, en d*autres termes, 
de maniire quisles points A et a de ces circonferences decri^ent toujours, dans un mime 
temps^ des ares AA' et ac^ qui soient dgaiuc en longueur absotue. 

En eflet, en appelant V et V ies vitesses absolues des points A et a, il en r^ul- 
tera pour les roues et 0' des vitesses angulaires (n^80o) donnees par les for- 
mules 

^ = r "=R^'' 

et si V = V' k toutes les epoques du mouvement, quoique ces vitesses puissent vai*ier 
9vec le temps, il est evident que Ton aura toujours 

i-^  rv'- • JL • J- • • i • *' 

Ainsl, en remplissant la condition AA'= aaf, le rapport des Vitesses angulaires des 
deux roues demeurera bien constant, et egal k celui que la questioti avait assigo^. 

806. (Fi^. I . ) Pour qufe le mouveoient de rotation imprime k la roue O soit 
transmis k la roue 0' d*une maniere eificace et capable de vaincre des r<^sistances 
considerables, on arme ces deux roues de saillies ou denis^ termini§es par des sur- 
faces cylindriques projetees sur des courbes telles que AB et abi On pourra tracer II 
volenti le profil ab d'une de ces dents (sauf la restriction du n^ 850) ; maifi ensuile 
la forttie AB de la dent cenjuguee devra §tre choisie de mani^e que, par sa pression 
continue sura6, le mouvement satisfa^^ k la condition essentielie AA' = oa' iodi^- 
qu^e ci-dessus. 

{Fig. a.) Si done on conceit que la roue 0' ait tourn6 de maniere que le rayon 
O'a soit parvenu en 0'a\ et le profil ab en a'b\ I'autre roue aura dft tourner d'un 
angle AOA' tel, que Tare AA'= aa'; et dans cette position, la couAe inconnue AB, 
transportee en A'B', devra aussi toucher ie profil a!b' en un certain point m'. (Jn 
pareil contact devra se reproduire pour toute autre rotation satisfaisant a T^galit^ des 
arcs parcourus par les points A eta; mais, comme dans ce genre de mouvement les 
deux profils AB etaft se deplacent simultanement, il n'est pas facile d'apercevoir to 
relation geometrique qui doit les lier entre eux : tandis que cela deviendraM fort 
ais6, si I'uR de ces profils demeurait immobile. Nous aliens done tkcher de ramener 
la question k c^ dernier ^at. 

809. A cet effet, et lorsque les deux roues ont d^jk pris la position oil les dents 
soni devenues A'B' et a'6', faisons tai>mer tout le systeme autour du point 0, sans 
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alterer la situation relative d'aucune de ses parties, et de manifere que le rayon OA' 
reprenne sa position primitive OAZ, et le profit A'B' sa premifere situation AB. Par 
Ik, la ligne des centres 00' aura decrit Tangle O'OOj correspondant k un arc AAj, 
egal k A A' : le cercle 0' sera devenu le cercle O^, et le profil a'b' aura pris la position 
aa^a, qui devra evidemment se retrouver tangente au profil primitif AB, comme cela 
avait lieu pour a'b' et A'B'. Mais, puisque les arcs Aj A et Aa^a sont les memes que 
AA^' et Aa', qui ont par hypothese la m6me longueur, il s'ensuit que ces arcs Aa A et 
Ajfla sont aussi egaux entre eux; et de la resulte cette consequence remarquable : 
le cercle Oa, ci^ec son profil ajba, rCest autre chose que ce que deviendrcdt le cercle 0' 
avec son profil ab, si Von faisait rouler ce dernier cercle^ sans glisser^ sur la circonfi^ 
rence demeuree entierement immobile, ainsi que son profil AB. 

Et comme il en serait de meme pour tout autre, angle de rotation, satisfaisant k la 
condition AA' = oa', on pent poser ce principe general : Lorsque deux cercles tan- 
gents et 0' tournent autour de leurs centres immobileSf de mani^re que leurs cir- 
conferences prennent des vitesses dgales^ leurs positions relatives^ et celles des courbes 
qu'ils entrainent avec eux, sont les memes que si Ton avait laiss^ le cercle entie- 
rement immobile, et qu'on eut fait rouler le cercle 0' sur le premier. 

810. [Fig. 3.) D'apres cela, on voit que la propriete caracteristique de la 
courbe AB pent etre ^noncee comme il suit : Le profil AB doit Stre l'enveloppe de 
toutes les positions aaba» agb,,..., qu^occupera le profil ^h^ lorsqut on fera rodler le 
cercle 0' sur le cercle 0, qui demeure entiirement immobile. Ainsi, apres avoir con- 
struit un certain nombre de positions O^, O3, 0'^,..., du cercle roulant 0', avec 
les courbes correspondantes aa^a, a^b^^ a^bj^^...^ il n'y aur^ plus qu'k tracer une 
courbe Aee^e^... qui soit tangente k toutes ces em^eloppSes. Mais ce precede fort 
simple, qui offrirait d^jk une approximation suilfisante dans beaucoup de cas, 
acquerra toute la precision desirable, si nous donnons, comme nous aliens le faire, 
un moyen de trouver la position meme des points de contact. 

811. {Fig. 3.) Observons, d'abord, que Tenveloppe de toutes les courbes aft, 
aa&a> ^t^t^M n'est autre chose que le lieu des intersections consecutives i, 1', i^,..., 
de toutes ces courbes supposees infiniment voisines ; car ce lieu aurait Evidemment 
deux points communs avec chacune de ces enveloppEes, et consequemment il serait 
tangent k chacune d'elles. 

Cela pos6, si Ton considere le cercle individuel O3 avec Tenveloppee correspon- 
dantea,6„ et qu'on mene a celle-ci une normale A,^, partant du point de contact 
du cercle mobile, je dis que e, sera le point de contact de Tenveloppe AB sur la 
courbe a, 6,. En eilfet, pendant la rotation du cercle O3 pour passer a une position 
infiniment voisine, le point c, decrit (n^ 474) un petit arc circulaire €,6 qui a pour 
rayon la distance A,e, : or, puisque cette droite a ete choisie normale k la courbe 
fltftt* Tare e,fi sera tout entier sur I'enveloppee a^b^\ done le point £ se trouvera 
commun k Teoveloppee a, 6, et k celle qui la suit immediatement, et dfes lors ce 
point appartiendra k I'enveloppe cherchee AB. Mais cette enveloppe passerait aussi 
par un point analogue e' situe k gauche de e,, et qui serait Tintersection de la courbe 
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^3*$ avec Tenveloppee qui la precede imaiediatement; done Telement €'^,6 se tpouve 
comnoiun k Venveloppee «, 6, et a Tenveloppe generate AB : par consequent, le con- 
tact de ces deux lignes est bien en ^,» et leur normale commune est k^e^. 

812. D'aprbscela, quand Tenveloppee a6 sera definie geometriquement, on saura 
mener k ses diverses positions des normales partant des points A2, A,,..., lesquelles 
feront connaitre autant de points e^, ^3,..., de Tenveloppe generale. Si Tenvelopp^e 
ah n'est donnee que graphiquement, aprfes Favoir transportee dans la position a^ 6, 
par exemple, on cherchera une ouverture de compas telle, qu'en decrivant du centre 
A, un arc de cercle, il touche sioiplement la courbeas^,; une petite portion de cet 
arc appartient sensiblement k Tenveloppe, et en raccordant tons les arcs semblables 
par un trait continu, on obtiendra Tenveloppe cherchee avec une exactitude suffi- 
sante pour la pratique. Neanmoins, ce trac6 offrirait encore plus de precision, si 
on reffectuait avec les rayons des cercles osculateurs de Tenveloppe; c*est pourquoi 
nous aliens donner le moyen de trouver ces derniers. 

813. {PL 669 Jig. 4-) Centres de courbure de Ven^eloppe. Soil 0' une position 
quelconque du cercle mobile qui touche le cercle fixe au point a; soient ab Ven- 
veloppee correspondante a cette situation, A/nB Tenveloppe generale, C et G les 
centres de courbure de ces lignes pour le point de contact m, centres qui doivent 
etre surla normale commune am, etdont le premier est cense connu par la defini- 
tion de la courbe amb. Si Ton prend sur les cercles primitifs deux arcs olol^ et aod qui 
soient egaux en grandeur absolue et infinimentpetits, la droite Q^a^m^ sera une nor* 
male de Tenveloppe, etCm'a' une normale deTenveloppee; car le centre de cour- 
bure C ou G doit etre Tintersection de la normale am avec une normale infiniment 
voisine. Or, quand la rotation du cercle 0' aura amene le point a' en contact avec 
af, les deux normales Ca, et God se trouveront necessairement en ligne droite, ainsi 
que les deux rayons Oa, et O'a'; d*ou Ton conclut que les angles O^iG et O'a'C 
doivent etre egaux actuellement, puisqu'ils ne changeront pas de grandeur pendant 
le roulement du cercle 0'. Cela pose, en designant par f Tangle OaC = O'aC', on a 

^videmment 

Oa,C = (pH-0-C, 0'a'C=(p + C'-0'; 

d'oii il r^sulte, en ^galant ces deux expressions, 

[a) o + o'=c + a 

Pour estimer ces derniers angles, il faut employer les arcs decrits de leurs sommets 
avec un rayon egal a I'unite, et comparer ces arcs avec aa^ et atx! que Ton doit regar- 
der comme une seule ligne droite perpendiculaire k OaO'. Des lors, en posant 

a = R, Gm = p, O'a =. R', Gm = p', am==pf aa^ = olo! = ds^ 

et en decrivant avec le rayon Ca ou Ga un arc de cercle qui aura ^videmment pour 
longueur <& • cos 9 , on trouvera aisement 

1 i-\ ds ^, ds ^ ds, cosff r*i ds. COS9 

angleO = ^, 0' = g-,, C = -^, C'=:-^; 

G^mdtrie Leroy, 4 ' 
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places run a gauche et Fautre a droite de m; mais, comme alors un des arcs mnti 
et mm' serait negatif, ce serait encore leur difference analytique qui donncrait Tecar- 
tement des points m^ et m\ de sorte que I'integrale <^ s'applique aussi k ce cas. Enfin, 
lorsque le roulement est interieur, comme dans la ^g. 5, cette integrale prendra 
la forme 



^={i-w)£'p'^' 



mais, puisque, dans ce cas, les rayons R et R' sont necessairement in^gaux, la diffe^ 
rence ^ des arcs parcourus par le contact se trouvera encore differente de zero, et il 
y aura toujours un glissement entre Tenveloppe et Tenveloppee, pourvu que p ne 
change pas de signe dans TintervaUe que Ton considere. 

Revenons maintenant a la construction graphique des centres de courbure d'une 
enveloppe, en prenant pour exemples les cas employes le plus ordinairement dans 
les engrenages. 

819. {PL 6'jf Jig. 9.) Enveloppe d'un point mobile. Si Tenveloppee se r6duit k un 
point unique a place sur la circonference meme du cercle mobile 0", Tenveloppe 
ne sera autre chose que la courbe decrite par ce point, c'est-a-dire Tepicycloide 
simple aMB : ce serait Tepicycloide allongee a'M'B', si le point generateur etait 
place en a' a Texterieur du cercle mobile; et s'il etait place interieurement en of' 9 il 
donnerait lieu a Tepicycloide raccourcie a"M"B". On a vu precedemment (n*** 471, 
473) combien il est facile de trouver les points M, M', M" de ces courbes, qui repon- 
dent a chaque position du contact a du cercle mobile 0" ; et que les normales corres- 
pondantes sont les droitesaM, aM\ aM". Maintenant, pour obtenir les centres de 
courbure, il faut, suivant la regie du n** 816, 61ever sur chaque normale une per- 
pendiculaire aD, aD' ou ocD'\ et la prolonger jusqu'k ce qu'elle coupe le diametre 
MO' : puis, en joignant le point de section D, D' ou D", avec le centre 0, par une 
droite, cette dernifere rencontrera le prolongement de la normale au centre cherche 
C, e ou C". 

820. {Fig. 9.) Pour Tepicycloide simple AMB, on voit bien que, sans tracer la 
perpendiculaire aP, le point de rencontre avec MO' sera toujours a Textremite D 
de ce diametre; en outre, la suite des centres de courbure analogues a G formera une 
developpee ACE, qui sera elle-meme une nomelle epicycloide, que Ton pent deter- 
miner a priori de la maniere suivante. Apres avoir eleve la perpendiculaire CSsur 
la normale, on decrira un cercle qui ait pour diametre I'intervalle a§, et un autre 
cercle qui ait pour rayon S : puis, en faisant rouler le premier sur le second, le 
point G engendrera la developpee AGE. Pour justifier cette assertion, adoptons les 
notations suivantes : 

Oa = R, 0'of = R', Oe = r, aS=2r'; 
puis, observons qu'a cause de aD = MX, on a evidemment 

Oe;Oa;;6G;aD;;a6:aT; 
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ce qui donne la relation 

r : R ; : r' : R'. D'ailleurs R = r4- ar'; . 

d'oii Ton conclut 

_ R« ,_ RR^ 

'"'"R^-aR'' ''~R-haR'' 

Ces valeurs constaates prouvent dejk que les deux cercles decrits avec OS et aS res- 
teront invariables de grandeur, quelle que soit la position du contact a du cercle 
primitif 0'; dfes lors, apres avoir pris Tare AF egal a la demi-circonference MaD, 
et avoir tir6 le rayon OEF, il ne restera plus qu'a deinontrer que Tare SC est 6gal a 
SE. Or les arcs semblables SC et MT sent proportionnels k leurs rayons, ainsi que 
SEet aF; on a done 

arc6C = ^,MT, arceE = ^aF. 

Mais MT=aF; done les arcs SG et SE sent aussi egaux en longueur absoluOt 
d'apr^s la proportion trouvee plus haut entre les quatre rayons. 

821. Pour le soinmet B de I'^picycloide primitive, le centre de courbure est evi- 
demment place a Forigine E de la developpee ACE ; mais, comme la regie generale 
du n'' 816 devient insuffisante pour obtenir ce centre particulier E, k cause de la 
coincidence de plusieurs lignes, il importe de savoir le trouver directement. Or la 
valeur de r= OE, qui a ete donnee ci-dessus, fait voir que si Ton decrit sur OB 
comme diamfetre une demi-circonference, elle coupera le cercle primitif du rayon OA 
en un point G tel, que la perpendiculaire 6E fournira le point cherche E. 

822. On a vu au n^ 199 que, dans une courbe quelconque, un arc de la deve- 
loppee est toujours egal k la difierence des rayons de courbure qui aboutissent a ses 
extremites. Done ici Tare AG egale la droite GaM; et la demi-branche ACE aura 
pour longueur EB = ar'4- aR'; mais, pour n'employer que les elements meme de 
Tepicycloide ACE, il faudra substituer pour R' sa valeur en fonction de ret r', tiree 
des formules du n® 820, et Ton trouvera 

ACE = 4r'4-^"; 

r^sultat qui pent se construire aisement sur la figure. 

822 bis. La gycloide ordinaire dont nous avons parl6 au n^ 478, se d^duit de 
r^picycloide, en supposant infini le rayon du cercle fixe, ce qui change ce dernier 
en gne droite sur laquelle roule le cercle mobile. Si done on applique a lay£^. 8, 
PL 47> la regie du n^ 816, on trouvera que, par Textr^mite du diamMre M0'(^, il 
faut tirer une droite qui aboutisse au centre du cercle fixe, c'est-k-dire ici une per- 
pendiculaire <^C sur la base DAF; et que la rencontre de cette droite &C avec la 
normale MA prolongee, fournira le centre de courbure G relatif au point M. II en 
resulte evidcmment que le rayon de courbure MAC de la cycloide est toujours double 
de la normale MA; et consequemment, pour le sommet G, le rayon de courbure GE 
est 6gal au double du diametrc du cercle mobile. De Ik on conclura aisement que la 
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developpee DCE est una autre cycloide egale k DGF, et que la lon^eur totale de 
ceite brauche DGF est^ Bgale a quatrefois le diametre du cercle generateur 0'. 

823. {PL 6'j, ^g. lo.) Envehppe d^un cercle. SoientO le cercle fixe, etO'" le 
cercle mobile qui, eu roulant sur le premier, entraine avec lui un petit cercle &> dont 
le centre est fixe sur la circouference 0''. Adoptons pour position initiale celle ou le 
centre w se trouve coiqcider avec le point de contact A des cercles et 0''; alors, 
quand ce dernier aura roule jusqu'en 0', oil il touche le cercle en a, il faudra 
prendre Tare aM ^gal a aA; puis, du point M comme centre, avec le rayon donne r, 
decrire un cercle dmb qui representera la position actuelle de «. La serie des points 
M, Mj,..., formera d'abord une epicycloide AMjM; ensuite, d*apres le n® ^11, il 
faudra mener du point de contact a, une normale aM a Tenveloppee amby et les 
point8.de rencontre m et m' appartiendront a Tenveloppe demandee, iaquelle se 
composera ici de deux branches. Tune interieure em, I'autrfe exterieure ^m'. Ces 
deux enveloppes auront evidemment les memos normales que Tepicycloide AM; 
consequemment, elles auront aussi les m^mes centres de courbure et la mdme deve- 
loppee ACE que Tepicycloide, ainsi qu'on y serait conduit forcemerit en appliquant 
a rune ou a Tautre le procede graphique du n** 816. Maisleurs rayons de courbure, 
tels que Cm ou Cm', seront tons plus petits ou tons plus grands que ceux de AM, 
de la quantite constanie Mm = r; de sorte que ces trois courbes seront equidistantes 
partout, dans le sens de leurs normales communes. 

824. Chacune de ces enveloppes pr^sente un rebroussement k Tendroii oti elle 
vient rencontrer la developp6e ACE. Pour determiner le point e, il faut observer que, 
les points m et C s'etant rapproch^s jusqu'a coincider, alors le rayon d^ cburbiire de 
Tepicycloide est devenu egal kMm = r. Si done on regarde cette epicycloide comme 
Tenveioppe de I'espace parcouru par le point &> du cercle roulant O*', et qu'on lui 
applique la formule (A) du n^ 813, en observant que la normale dfeign^e alors 
par p est ici la corde aM dii cercle mobile, on verra qu*il faut poser^ dans cette 
formule, 

d'oii Ton deduira aisement 



_ r/R-f-aR^X 



Dte lors, en prenant sur la circonf<6renee 0, a partir du point A, un arc ^gal \ celui 
qui, dans le eerele CT, a pour corde la valeur que nous venons de trouver pour p^ 
on obtiendra le point de contact a' qui repond au rebroussement chercb^ €; et 
ensuite ce dernier point se construira facilemeot, comme on I'a fait pour le centre 
C ati moy^ti de a. 

All lieu d'appfliqtief la formule (A) du n** 813 k T^picycloide AM, on aurait pu 
Tappliquer directerlient a l*enveloppe tm dont le rayon de courbure devient nui 
pour le point chercfa^c. Alors it aurait fallu poser dans cette formule 

p = o, p' = r, />' = 2R' cos 9^ — r. 
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car la novmdep' serait ici la dreite am; et Tob aurait obteau . 

P ^ o(R-hR')' 

yaleur negative, pafce que la nermale p' = am^ comcidant avec aC« $e trounBerait 
en dedans du cercle 0. Mais de la it aurait fellu concture la grandeur de ia corde 
aM =/>' -h r, ce qui aurait ramene k la valeur trouvie ci-dessus pour p. 

825. La seule partie de ces enveloppes qui soit utile dans les applications aux 
engrenages, c'est la branche Em, ou, pour parler plus exaotement, c'est la portion 
&m de cette branche qui se trouve k Texterieur du cercle 0. Quoique Torigine & de 
cette portion utile diflere tres-peu du rebroussement £, si Ton vent determiner avec 
precision ce point & situe sur la circonference 0, on observera qu'il se preseste 
quand le petit cercle onA passe par le contact a des cercles et 0', c'est-^indipe 
quand la corde Ma se trouve egale au rayon Mm. Done il suffira de prendre Tate 
A^ eg^l a celui qui« dans le cercle 0"^ a pour corde le rayon Mm, e'est^a-i-dive 
Tare wi. 

826. {Fig. il.) Emdappe d'un rayon. Si nous adoptons pour envelappee le 
rayon O'a du cercle mobile 0', Tenveloppe sera Tepicycloide AmB engendree fHur 
le point a d'un cercle Y qui serait decrit sur AO' comme diam^tre, et qui roulerait 
lui-mSme sur la circonference 0. En effet, quand le cercle 0' sera parvenu dans 
la position quelconque 0", le rayon O'a occupera une situation O^a!* determinee.par 
la condition acf = aA; si done nous abaissons sur cette enveloppee O'^a" la perpeii- 
diculaire am, le point m sera (n** 812) un point deTenveloppe cherchee. Mais-ce 
point m appartiendra evidemment a la circonference V decrite sur aO" comme dia- 
metre; et, des lors, les arcs am et aa"^ qui repondent a un memo angle c^O"a et 
sont decrits avec des rayons doubles Tun de Tautre, se trouveront egauxen longueur 
absolue : d'oii Von conclura que Tare am egale aussi Tare a A, et qu'ainsi le point 
771, d6ja trouve pour Tenveloppe, appartient effectivement k Tepicycloide AB que 
decrirait le point a du cercle V qui roulerait sur la circonference 0. 

827. Ce qui precede demontre en meme temps que si le cercle *V roulait dans 
rinterieur du cercle 0' devenu immobile, le point a de cette circonference V decri- 
rait une ^picyclo'ide rectiligne qui serait precisement le rayon AO', oii plutot le 
diametre entier du cercle 0% comme nous Tavons dejk vu au n^ 4*75. De sorte 
qu*ici y enveloppee et Veweloppe sont engendrees par le roulement du mAne cercle V 
sur les circonferences et 0'; et ce resultat n'est qu*un cas particulier de la propo- • 
sitlon suivante. 

828. [Fig. I ft.) Enveloppe d'une Spicycloide. Si Ton faitrouler un cercle U de 
rayon quelconque, d*abord dans Tinterieur du cercle 0', et ensuite k Texterieiir 
du cercle 0, un meme point de la circonference U decrira ainsi deux ^pioyclo'ides a6 
et AB, dont la deraiere sera Tenveloppe de toutes les positions que prandra I'eave- 
lopp4e ab, lorsque celle-ci se trouvera entrain^e par la rotation du cercle 0' sur la 
circonference 0. En efTet, prenons les cercles et 0' dans une position quelcQnque 
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oil ils se touchent en a^ puis tra^ons le cercle U tangent aux deux autres dans ce 
meme point. Alors la circonference U ira couper Tepicycloide ah en un point mtel, 
que Tare a/w = aa; mais par suite de la rotation du cercle 0' sur 0, Tare aa = aA : 
done les arcs am et a A sont egaux, et consequemment le point m de \^ courbe ab 
appartient aussi a repicycloide AB. D'ailleurs, ces deux epicycloides sont tangentes 
au point comniun my puisque pour Tune comme pour I'autre (n® 472) la normale 
est la corde am du cercle g^nerateur U. Mais il est tres-rare qu'on emploie ces deux 
profits curvilignes pour les dents des roues, attendu qu'on trouve bien plus com- 
mode d'adopter ]e systeme de \^fig. 1 1 , oti Tun des deux profits est une ligne droite 
AO' (*). 

829. [Fig* i3.) Erwehppe d'une devehppante de cercle. Adoptons enfin pour 
eoTeloppee la courbe amh, qui est la developpante (n® 479) d*un cercle concen- 
trique avecO' et decrit d'un rayon arbitraire O'C. Si du point a nous menons a ce 
cercle O'C la tangente amC, celle-ci sera normale k amhy et elle fournira (n^ 812) 

• un point m de Tenveloppe cherchee AmB; d'ailleurs, le centre de courbure C de 
cette enveloppe s'obtiendra (n*^ 816) en tirant O'C'et sa parallele OC, laquelle se 

' trouvera perpendiculaire sur la normale CaC et aura eyidemment une valeur con- 

' stante^ savoir : 

0C = 0'C'x|>5 

d'oii Ton conclut que la circonference decrite avec le rayon OC sera le lieu de tous 
les centres de courbure de Tenveloppe A/nB; et consequemment cette enveloppe 
est elle-meme une developpante du cercle OC. L'origine E de cette developpante 
A/nB, s'obtiendra en prenant Tare CE egal a la droite Ciw. 

850. [Fig. 7.) Revenons, maintenant, au veritable etatde deux roues dontTune 
transmet a I'autre le mouvement circulaire qui I'anime; car I'hypothese admise au 
n** 809, que le cercle 0' roulait sur le cercle enti^rem^it fixe, n'etait qu'une 
simple fiction propre a simplifier I'etude et le trace des enveloppes dont nous avions 
besoin. Ainsi, en realite, les centres et 0' sont fixes tous les deux, etle mouve- 

• 

[*] En g^n^ralisant ces considerations, on pent d^fmlr autrement que nous ne Pavons fait au n*" 810, 
la forme que doivent avoir les profils conjugu^ des dents d*un engrenage. Pour cela, d^gnons par W une 
courbe qaelconque tangente en A (fig. 2) aux deux cercles et 0', et faisons-la rouler tour a tour dans 
rint^rieur de la circonference 0' et k TextiSrieur du cercle 0; alors le point A de W d^rira suocessive- 
ment deux courbes ab et AB qui seront les profits demand^. Gar, lorsque les cercles et 0' toumeront 
autour de leurs centres immobiles, et de mani^re k imprimer des vitesses 6gales (n® 807) k leurs circon- 
fSrences, il arrivera que les courbes AB et aby engendr^ comme ci-dessus^ se toucheroht constamment en 
un point variable pour lequel la normale commune passera toujours par le point A sur la ligne des centres. 
G'est ce que Ton d^montrera comme au n*" 809, si Ton substitue au mouvement de revolution des cercles 
et 0' autour de leurs centres immobiles, le roulement de la circonference 0' sur la circonference 
entierement fixe. 

lllais cette seconde definition des profils des dents serait pea commode k employer dans le cas 01^ Ton 
assigne d'avance et arbitrairement la forme ab d'un de ces profils; car il faudrait alors commencer par 
chercher quelle serait la courbe W qui, en roulant sur 0', pourrait engpndrer le profil donne ab, ce qui 
offrirait souvent beaucoup de difficuUes. 
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ment de revolution qui est imprime k la roue se communique k la roue 0' par la 
poussee de la courbe AB sur la courbe ab; mais pour que ce mouvement satisfasse 
^ la condition essentielle du h? 807, il faut (n® 810) que Tune de ces courbes soit 
Vemeloppe de Tautre dont la forme demeure arbitraire. Toutefois, on doit y mettre 
la restriction que, dans la portion de ab qui sera utilisee, les rayons vecteurs, teis 
que Cm, aillent toujours en decroissant ou toujowrs en augmentant; et des lors ceux 
de AB, tels que Cm, varieront constammenten sens contraire des premiers. Gela est 
necessaire pour qu*il y ait veritablement poussSe d'une dent sur Tautre; car, si Tun 
des rayons vecteurs O'm ^tait maximum ou minimum, il serait n^cessairement nor^ 
malh, la courbe ab. Or, quand les deux dents viendraient se toucher en m, la nor- 
male O'm, qui doit, k cette epoque (n^812), passer par le point de contact D des 
deux cercles, irait done coincider en directioti avec la ligne des centres ODO'; et des 
lors la revolution du cercle autour de son centre immobile, produirait une vitesse 
precisement tangentielle a la courbe amh^ ce qui ne donnerait lieu qu'k un simple 
frottement, lequel serait insufTisant pour entrainer la roue 0'. 

831. [Fig. 7.) Lieu des contacts. Dans le mouvement de revolution autour des 
centres fixes et 0', le point de contact m de Tenveloppe et de Tenveloppee, qui 
toutes deux participent k ce mouvement, occupe succcssivement des positions dif- 
ferentes par rapport a la droite invariable ODO' et au point D dans lequel les cercles 
mobiles se touchent constamment : la suite de ces positions du point m, sur le plan 
fixe des deux cercles, forme une courbe utile kconnaitre. En general, on Tobtien- 
drait en mesurant, sur chaque position du cercle mobile de la^^. 3, le rayon vec- 
teur A,«, et Tangle e.AjO',, pour les rapporter ensuite sur lajff^. 7, k partir du 
point D considere comme pole; mais, dans plusieurs cas, ce lieu des contacts entre 
Tenveloppe et Tenveloppee s'obtient d'une maniere directe et tres-simple. 

i^ Si Tenveloppee se reduisait k un point de la circonf6rence 0^ il est evident que 
cette circonference serait elle-meme le lieu demande. 

3** Lorsque I'enveloppee est le rayon 0' a [fig. 1 1), le lieu des contacts successifs 
est la circonference Y decrite sur O'a comme diametre; car, quelle que soit la 
position O'a! du rayon mobile, la normale AN', qu'il faut abaisser du point A 
(n® 812), aboutira toujours sur la circonference V. 

3^ Dans le cas pen usite de la^^. 1:2, oil Tenveloppe et Tenveloppee seraient 
deux epicycloides, leurs points de contact se trouveraient tous evidemment sur la 
circonference U, plac^e tangentiellement aux deux cercles primitifs sur la ligne 
invariable qui joint les centres fixes. 

4^ Enfin, lorsque Tenveloppee et Tenveloppe seront deux d^veloppantes de 
cercle [fig. i3), le lieu de leurs contacts successifs sera precisement la droite C'aC, 
tangente commune aux deux cercles auxiliaires qui donnent naissance k ces deve- 
loppantes; car, pendant la revolution de ces courbes autour des centres fixes et 0", 
la normale qu'il faudrait mener du point a (n^ 812) coinciderait toujours avec la 
droite C'aC. 

852, Limites correspondantes. Comme, dans la pratique, on n'emploie que des 

Genmetrie Leroy. » 4^ 
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arcs pen 6tendus de Tenveloppe et de I'envelopp^t il importe de savoir limiter 
une de ces coarbes k la portion vraiment utile, d'apr^s la grandeur de Tare conserve 
pour I'autre. Or les points correspondants, c'est-^dire ceux qui se trouveront en 
contact k une certaine epoque du mouvement de revolution, seraient tout natu- 
rellement donneis si Ton construisait Tenveloppe d'aprfes la m6thode du n^ 812 et 
^^fig* 3^ oiais, dans la plupart des cas usuels, on connait d'avance la nature de 
I'enveloppe et de I'enveloppee, et Ton trace ces coufbes independamment Tune de 
I'autre : de sorte qu'il devient n^cessaire de chercher ensuite les limites correspond 
dantes, ce qui est facile quand on a eonstruit le Usu des contaets successifs. 

833. Par exeniplot dans le cas de layS^. 1 1 oil Tenveloppee est le rayon O'a, et 
Tenveloppe r^picyclo'lde A/nB decrite par le roulementdu cercle V, pour trouver 
le point correspondant k N, on ram^nera ce dernier en N' sur la circonf^rence Y, qui 
est le lieu des contacts successifs, au moyen d*un arc de cercle decrit du centre ; 
puis, du centre 0% avec le rayon 0'N\ on decrira un autre arc de cercle qui trans- 
portera le point N' en n sur le rayon O'A; et ce dernier point n correspondra a N. 
De sorte que si Ton ne conserve de Tenveloppe que Tare AN, la seule portion utile 
de renvelopp6e sera A/i; or, ces arcs ayant ^videmment des longueurs tres-inegales, 
on aper^it bien qu'il y aura gUssement et , par suite, Jrottement de I'enveloppe sur 
Tenveloppee, comme nous I'avons d^montr^ generalement au n^ 817. 

834. Dans layf^. i3, ou Tenveloppe et Tenvelopp^e sont deux developpantes» 
nous savons que le lieu de leurs contacts successifs est la droite CaC. Done, pour 
obtenir le point correspondant k N, il suffira de transporter ce dernier en N' par 
un arc decrit avec le rayon ON ; puis de ramener N' en n au moyeh d*un arc de 
cercle decrit du centre 0^ Ainsi, les arcs AN et a/i, AB et a6,..«, seront les arcs 
correspondants qui roulent et glissent Tun sur Tautre, pendant la revolution des 
cercles O et 0' autour de leurs centres immobiles. 



CHAPITRE IV. 

TRAC6 DES ENGRENAGES PLANS OO CYLTNDRIQXJES* 

8Sli« {PL ^yfig. 1 40 Lorsque les deux roues que Ton veut metti^ en mowe- 
ment out des axes paraUHes projet^s en et 0' sur le plan de jaotre epure, ces 
roues, ainsi que les dents dont elles sont armees, se composent de tranches cylin- 
driques plus ou moins 6paisses, mais dont les generatrices sont paralleles aux axes: 
d^s lors ces dents se projetteront suivaat des eourbes ou profits qu'il suffira i6videm- 
ment d'assigner, pour que la forme totale de la roue soit bien d^finie. Nous ferons 
done abstraction des ^paisseurs, et nous n'aurons k nous occuper que dee profils 
situes dans le plan de I'epure. Cela pos^, d'apres les notions pr^liminaires ctive- 
loppees aux n~ 806 et 807, on salt qu'il faudra commencer par diviser Tintervalle 
00' en deux parties OA = R, O'A = R', qui soient en raison inverse des vitesses 
anguiaires (n^ 805) a> et o^'que Ton veut iinprimer aux deux roues: puis, avec ces 
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rayons, on tracera lea cetcles prvnitiff aS et a'S% dont les circonf^renoea devr^nt 
pnendre des vitesses absoluea qui aoient egales; c'est-k-dire que dea area egau^ 
AA' et aa^ devront paaser par la ligne dea centres OCX^ dana un memo temipe. 

92f6. M«intenant» cfaoisiasona deux nombres eiuierg quelconques n et n', qui 
Yoient en raison inverse des vitesses angulairea o^ et 0/9 o*est-a-Hlire tds» que Ton ait 

n:n';;a)':&)::R:R'; 

puis, partageons le cercle primitif aS en n parties egales AA', A' A"', A''A*'....f et le 
cercle ex! & en n' parties egales adydoC^ifcr^.... Ces divisions auront aussi la meme 
longueur absolue dans les deux cercles; car, d'apres la proportion precedeote, on ^ 
evidemment 

^irR 2irR' A A, , 

= — r-» ou kK^aal\ 

de sorte qu^« par la resolution dos 4^ux cercles, les points A' et aC^ A'' et o^^*.., 
arriveronten meme temps sur la ligne des centres 00\ Ensuite, nous aqbdivise- 
rons cbacpne dea divisions prec^dentes an deux parties inegales, en prenant les arcs 
AB, A'B', A^'B",..., egaux entra eux, mais jun tant soit pen moindres qae la moitic 
de AA' ; ces arcs partiels formeront la hose de chaque dent ou le pldn da la roue^ 
tandis que les arcs AB', A'B%..., seront le cTeux ou VintervaUe entre deux dents con- 
secutives. On operera de mSme sur le cercle primitif a'S\ oil ab, a' 6',..., seront les 
bases des dents da cette roue, un peu plus petites qua les intervalles baf^ b'a'\.... 
Cette difference est n^cessaire pour lejeu qui doit exister toujours dans Ten^renage, 
comma nous le montrerons plus loin (n^ 842). 

837. Si Ton veut estimer Tamplitude de ce jeu avec pr^cision> appelons B etB' 
les bases AB et 06 qui peuvent etre inegailes, I et V les intervalles, at nous aurons 

B4-I = ^ = ^' = B^4-r; 
d'oii Ton oonclut pour le jeu 

J = 1 - B'= r- B = ^ -- (B + B'), 

c*est-ii-dire la longueur commune des dimions moins la somme des bases. Si les bases 
sont Egales sur les deux roues, Vamplitude du jeu sera Texces d'un intervalle sur 
une base ; mais, dans tous les cas, il faut que ce jeu reste compris entre un douzieme 
et un vingtieme de la longueur constante AA' des divisions primitives, afin de ne 
pas trop diminuer Tcpaisseur des-dents, et cons^quemment la resistance dont elles 
sont susceptibles; et aussi pour rendre moins sensiblesles cbocs alternatifs qui se 
manifestent souvent lorsque les deux roues, tout en continuant de marcher dans le 
mSme sens, ^prouvent des variations dans leurs vitesses, produites par des causes 
accidentelles. 

Tous les details qui pr^cfedent sont communs aux differents genres d*engrenages, 
et ceux-ci ne different entre eux que par la forme du profil des dents; mais dans 

42. 
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tous les cas, pour remplir la condition essentielle (n'^ 807) que des arcs ^gaux AA' 
et oo" passent en meme temps par la ligne des centres, il faudra se rappeler que 
les profits correspondants ZAF et jzo/'doivent etre, Tun par rapport a Tautre, ewe- 
loppe et eweloppee (n^ 810), et qu'on pent choisir k volonte un de ces deux profits, 
en satisfaisant toutefois k la restriction indiquee au n** 850. 

838. {Fig. i4.) Engrenage a flancs, symitrique et riciproque. Ici nous adopte- 
rons pour protU de chaque dent de la roue 0' un rayon tel que 0' a\ et des lors le 
.profil correspondant AZ sur la roue devra etre un arc de I'epicycloide engendree 
par le point a du cercle V decrit sur le diametre O'a, lequel cercle roulerait sur 
la circonference : car on a vu (n*' 826) que cette epicycloide etait Xemeloppe de 
toutes les positions que prend le rayon O'a pendant la rotation du cercle 0'. On 
tracera done cet arc AZ par le procede du n° 471 ou par celui du n® 472, et on le 
terminera au point Z oil il coupera le rayon OZ mene par le milieu de la base AB ; 
puis, on transportera ces resultats symetriquement a gauche de ce ra^on OZ, pour 
obtenir le profil oppose BZ. Car ici I'engrenage est symdtrique^ c'est-a-dire que la 
roue menante est destinee a tourner egalement de droite a gauche comme de 
gauche a droite ; tandis que si la roue ne devait jamais mener que dans le second 
sens, la forme du profil BZ resterait arbitraire {*). 

839. On donne le nom A^flanc a la partie plane de la dent, dirigee suivant le 
rayon O'a; et comme il n'y a qu'une faible portion de ce rayon qui soit touchee et 
conduite par Tare epicyclo'idal AZ, il importe de savoir trouver V etendue precise af 
que doit avoir le flanc. Or, d'aprfes ce que nous avons dit au n"* 833, il faudra 
decrire, avec la distance OZ pour rayon, un arc de cercle qui transportera Textre- 
mite Z en m sur la circonference V; puis, ramener ce point m en /par un arc de 
cercle decrit du centre 0'. 

840. Ordinairement, on rend cet engrenage r^iproque, c'est-^-dire tel, que la 
roue 0' puisse etre aussi la roue menante. Pour cela, on prolonge le profil ZA dans 
rinterieur de la roue par un flanc AF, et.on ajoute a Texterieur de la roue 0' une 
dent saillante azh dont le profil est form6 de deux arcs d'epicycloide, symetriques 
Tun de Tautre. ici Tare az se tracera (n® 826) en faisant rouler sur la circonfe- 
rence 0' le cercle V decrit sur AO comme diametre ; et V itendue precise AF du flanc 
qui sera conduit par Tare az, s'obtiendra (n^833) en decrivant du point 0' Tare 
de cercle z M termini a la circonference Y , puis en ramenant le point M en F par un 
arc concentrique avec 0. 

Quand une fois on a trac6 le profil FAZBE sur un carton que Ton decoupe le 
long de ce contour, cela forme un panneau mobile qui se transporte sur les autres 
bases A'B', A''B''»..., et au moyen duquel on trace immediatement les profits de 



(*) Pour 6viter toute dquivoqae, et ne pas tomber dans des contradictions graves sur le sens de divers 
roouvements de rotation autour d'axes difMrents^ il faut avoir soin d'observer chacun d'eux en se pla^ant 
sur Vaxe correspondant. Ainsi dans \'Afig. i4) si l6 systeme fonctionne dans la direction indiqu6e par la 
fldche ffy il faudra dire que la roue toume de gauche a droite, et la roue 0' dc droite a gauche. 
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toutes les dents de la roue 0. On opfere de mSme pour la roue 0', en employant 
un panneau mobile decoupe suivant le contour fazbe. 

841. {Fig. 1 5.) Limite des entaiUes^ ou Courbe de raccord entre deux prqfils. A la 
wsuite des flancs AF et BE, il faut pratiquer une entaille qui permette a la dent azb 
de se mouvoir librement. Pour en determiner les limites precises, considerons la 
fig. 1 5 oil lejeu de Tengrenage est suppose nul, et oil des lors la dent azb se trouve 
necessairement en contact avec les deux profils ZAF et Z'B'E' a la fois; alors il 
s'agira de chercher le lieu FGE' de toutes les positions que prend le point z sur 
le cercle mobile autour de son centre, pendant que le cercle 0' tourne lui-m6me 
et entraine le rayon O'z autour du point fixe 0'. Or, d'apres les considerations expo- 
sees au n^ 809, cette courbe FGE' est la meme que celle qui serait decrite par le 
point z dans I'hypothese oil le cercle 0' roulerait sur le cercle entierement immo- 
bile ; mais ce dernier genre de rotation produit une epicycloide allongee dont nous 
avons donne la construction au n^ 473 : c'est done une portion du nomd de cette 
epicycloide qu'il faudra prendre pour le contour FzE', et cet arc se raccordera 
completement avec les deux flancs AF et BE'. En effet, si nous considerons {fig. i6) 
la dent azb parvenue dans la position oil elle va cesser d'etre en prise, et oil Tex- 
tremite du flanc AF est touchee par le dernier element de Tare az, alors la nor- 
male commune a cette enveloppee et k cette enveloppe est la droite FD (n^810) ; 
mais en regardant le point z comme ayant decrit dans le meme temps Tepicycloide 
rallongee E'GF, la droite FD sera aussi (n** 470) normale a cette derniere courbe; 
d'oii Ton conclutque Tepicycloide E'GF est bien tangente au flanc AF, et sembla- 
blement elle touche I'autre flanc B' E' au point E'. 

842. Ce que nous venons de dire suppose que la base ab de chaque dent egale 
precisementrintervalle AB'; mais cette hypothese ne doit jamais etreadmise dans 
la pratique, car il en resulterait, sur chaque face bz des dents en prise, un contact 
inutile pour la poussee et, par suite, des frottements qui diminueraient notablement 
reflet utile de la force motrice : d'ailleurs, la moindre irr^gularite dans les profils 
arreterait le mouvement de la machine, ou exposerait les dents a se briser. II faut 
done toujours admettre un. certain yea, dont nous avons indique les limites au 
n° 837; et, dans ce cas, qui estcelui de lay%. i4f Tepicycloide FG n'ira plus re- 
jomdre le flanc B'E', et on devra la terminer a son sommet G situesur la circon- 
ference decrite avec le rayon OL qui se trouve en prenant O'L = O'z. Puis, comme 
il faut pourvoir au cas oil une cause accidentelle venant a ralentir la vitesse de 
rotation de la roue menantey il arriverait que le profil ^az marcherait a vide, tandis 
que la poussee s'exercerait entre les faces ebz et Z'B'E', on devra tracer aussi I'epi- 
cycloide, allongee E'H', symetrique de FG (*); etTensemble de ces deux branches 

(*) Ges deux arcs FG et E'H' n'appartiennent pas ^ la mSme Epicycloide rallongde; car, poor avoir 
le sommet G de la premiere, it faudrait porter sur la circonference o&^ a partir du point A, un arc ^al 
k\k moitiE o^ de a6; puis, tirer le rayon OX-' qui couperait la circonMrence OL au point demand^ G. 
Tandis que pour Tautre Epicycloide E'H' il faudra porter Pare hk sur le cercle a6, mais k partir du point B', 
en foisant ybii^r les deux roues pour mettre en contact le profil hz avec Forigine B' du flanc B'E'. 
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reunies par un trfes-petit arc de la circonf6rence OLt composera le contour FGH'E' 
de l*entaille rigoureusement n^cessaire pour que la pointe i^ 36 meuve libremeat^ 
soit dans les petites vacillations que permet le ]6u» soil dans ie pas pii la roue 
devrait m^/ier a gauche comme k droite. 

On determinera semblablement le contour ehg^f de Tentaille k pratiquer dans 
la roue 0' pour laisser an libre passage k la dent A'Z'B'« en le composant de deux 
branches d'epicycloides rallongees, decrites par Textremite du rayon 0Z% Iprsque 
celui-ci est entraine par le roulement du cercle sur le cercle 0'; et ces deux bran- 
ches se racoorderont avec un petit arc de la circonference donk le rayon sera 0' / 
lequel se determine en prenant la distance 0/=0Z'. 

843. {Fig»> i4*) Au lieu de s'en tenir a ces limites rigoureuses, il faut toujours^ 
dans la pratique^ creuser Tentaille un pen plus profondement; et pour simplifier les 
precedes d'execution* on se contente ordinairement de prolonger les flancs ]usqu*k 
la circonference OL, dont le rayon se trouve en prenant 0' L = 0' j^ : de sorte que 
Tentaille est terminee carrement, comme on le voit en F'GaHiE'^. En outre, 
comme des parties aigues ou des arStes vives exposent k des arcs-boutements, ou 
entament les surfaces centre lesquelles elles glissent sous T effort d'une grande pres^ 
sion, ce qui alt^re la courbure primitive des prowls et augmente les froltements, on 
est dans I'usage de retrancher la portion de chaque dent qui avoisine la pointe Z, 
comoie on le voit en B* XYA* ; d'ailleurs on a soin d'adoucir Tarete vive qui resul- 
terait de cette troncature executee au moyen d'un cercle concentrique avec 0. Les 
dents sent dites alors echaqfrinees ; et en operant de memo sur la roue 0% on pourra 
donner aux entailles des deux roues un pen moins de profondeur que ne Tindiquenk 
les circonferences OL et 0' /. 

844. Pour fixer convenablement le rayon du cercle XY qui determine Yechan" 
frinemenU il faut satisfaire k la condition suivante : Lorsque deux dents se toucheni 
en A sur la Ugne des centres 0A0% il doit y avoir ^ apres cette Ugne^ dans le sens du 
mow^ment, un autre couple de dents 21 et z' qui soient encore en prise a cet insta/u4a. 
Or» comme T^picycloide A'Z^ touche le flanc €if' en un point x qui se trouve en 
abaissant du point A une perpendiculaire kx sur ce flanc (n^ 812), il suffira done 
de tirer cette normale, et de prendre la distance Oj; pour le rayon du cercle XY. 

S'il arrivait que la normale kx^ abaiss^e sur le flanc a'f\ allat tomber au-^ 
dessus du point f\ cela indiquerait que les dents sent trop ^cartees pour remplir 
la condition enonc6e ci-dessus; et alors il faudrait augmenter les nombres n ein\ 
en diminuant la grandeur des divisions ^ales AA' et ac^. Nous reviendrons sur 
cette circonstance au n^ 879. 

845. {Fig. \i^.) Mdthode approxinuitive. De la condition pr^c^dente on a deduit 
un precede fort simple, mais dont Texactitude n'est qu'approchee, lequel consiste a 
rem placer le profil ^picycloidal A'Z' par un arc de cercle qui passe par le point x 
^ndique ci-dessus, et qui touche en A' le flanc rectiligne AT' : il sera bien facile 
je trouver le centre de cet arc circulaire que Ton devra terminer en a?, en ^chanfri-^ 
nant la dent comme precedemment. Cette methode, qui doitetre proscrite quand il 
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s'agit d'une machine de precision, pent itve employee dans une machine de fr)rce 
oil les mouvements sont regularises par des volants; surtout lorsque les dents de la 
roue sont assez rapprochees pour que les portions de profil B4X, A4 Y, qui restent 
apres recbanfrinement, ne depassent pas 4 ou 5 centimetres. 

846. Et meme quand un dessin a pour objet, non pas de servir ^ ex6cuter une 
machine dans ses vraies dimensions, mais seulement de faire connaitre la' disposi- 
tion de ses diverses parties, on se contente de figurer les dents en decrivant un cercle 
qui ait pour centre le milieu o) de Tare B, Ag , et ppur rayon Tune des deux dis- 
tances ^galesGdB, ou ci>A,; alors ce cercle fournit d'un seul coup les deux profils 
opposes By X, et AsYs» ^vec une approximation grossiere qui sufBt pour Tindica- 
tion qu'on a en vue. 

847. Dand notre epure, la petite roue 0' est supposee pleine, et on la nomme un 
pignon. La grande roue est evidee, afin de la rendre plus legere. N represente la 
jante qui est reliee par des crow//fo/i5 P, P',..., avec le moyeu: celui-ci est projete 
entre les deux cercles OQ et OS dont le dernier indique le vide destine k recevoir 
Varhre de la roue; et cet arbre se fixe dans le moyeu au moyen de deux clefs que 
I'on introduit dans les entailles T, T'. Enfin W est une frette ou anneau de fer qui 
entoure le bout saillant du moyeu> pour le fortifier et empecher qu'il n'eclate. 

848. Remarque, Si, apres avoir construit cet engrenage, on avait besoin plus 
tard de changer le rapport des vitesses angulaires, et qu'on voulut conserver intacte 
la roue 0, en substituant seulement k 0' une nouvelle roue 0" d'un rayon different, 
on sait (n^ 810) qu*il faudrait adopter pour le profil de chaque dent de 0'', Tenve- 
loppe de Tespace qui serait parcouru par le contour ZAF dans Thypothfese oil le 
cercle roulerait sur la circonference 0''- Or, comme la portion ZA de ce contour 
est deja une epicycloide engendree par le roulement du cercle V sur 0, on a vu 
(n** 828) que son enveloppe etait une autre Epicycloide produite par le meme 
cercle V roulant dans Tinterieur de la circonference 0" : ce sera done cette epicy- 
cloide interieure qui remplacera ici le flanc of. Quant k la partie rectiligne AF, son 
enveloppe sera encore (n° 826) une Epicycloide engendree par le roulement du 
cercle V sur la circonference 0". Ainsi la dent de cette nouvelle roue n'aurait pas 
dejlanc rectiligne; et son profil entier se composerait de deux arcs appartenant aux ' 
epicycloides produites par les cercles V et V qui rouleraient a Tinterieur et a I'ex- 
terieur du cercle 0"' : le trace serait done moins simple qu'k Tordinaire, mais il 
offrirait Tavantage de faire servir la roue deja construite. 

849. {PL 69, y?^. 17.) Engrenage A flancs, symetrique, mais non reciproque. 
La grande roue pourrait seule porter des dents proprement dites, c*est-a-dire 
des saillies en dehors du cercle primitif aS, tandis que le pignon n'aurait que des 
flancs af^ he^ diriges suivant des rayons dans Tinterieur du cercle primitif a'6'. L'e- 
tendue de ces flancs s^obtiendra comme au n^ 839, en ramenant le point Z en m sur 
la circonference V au moyen d'un arc decrit du centre 0, puis en decrivant du 
centre 0' Tare de cercle mfe; ensuite, on prolongera ces flancs pour former une 
entaille terminee carrement a la circonference 0' g dont le rayon doit etre au plus 
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egal k la difference des distances 00' et OZ (n^ 845). Quant k la roue 0, elle n*au- 
rait a la rigueur ni flancs, ni creux; mais comme il est toujours prudent de laisser 
un peu de jeu pour eviter les frottements que produirait un deplacement acci- 
denteU on entaillera cette roue dans ie sens des rayons jusqu'k une profondeur de 
I ou 2 centimetres, indiquee par le cercle GH. 
I 850. Get engrenage est dit non reciproque, parce que c*est la roue seule qui doit 
mener le pignon, du moins si Ton veut eviter qu'il ne se trouve des dents en prise 
avant la ligne des centres^ ce qui est un inconvenient que nous expliquerons plus 
loin au n^ 875. En effet, on voit bien que Tepicycloide AC commence k toucher le 
flanc a/*au point a^ lorsque ce flanc coincide avec la ligne des centres 00\ et qu'a- 
pr^s cette ligne, dans le sens du mouvement, le contact x du profil A' Z' avec le 
rayon O'a' est plus prfes du centre 0' ; done, a gauche de 00', le profil Aa Zj n'aura 
aucun point de commun avec le flanc O'a^. Ainsi, quand c'est la roue qui 
conduit le pignon, les dents ne sont jamais en prise (\\\!apris la ligne des cen» 
ires 00', dans le sens du mouvement; tandis que le contraire aurait lieu si le 
pignon 0' conduisaitla roueO, soil a droite, soit a gauche. Dans lay?^. i4, il y 
avait poussee avant comme apres la ligne des centres, attendu que la petite roue 
6tait elle-meme armee de dents saillantes en dehors du cercle primitif «'€'. 

851. (Fig. i8.) CR^MAiLLifcRE mus par uTie roue dentde. Si, dans I'engrenage 
precedent, on suppose que la roue 0' acquiere un rayon infini, le cercle primitif 
a' 6' se changeraen une droite tangente a la circonference aS de la roue 0; et la 
rotation de celle-ci imprimera un mouvement rectiligne a la piece droite XY, nom- 
mee crdmaiUire^ laquelle est maintenue dans cette direction pai' des coulisses ou des 
guides. Ici^ sans s'occuper du rapport des vitesses angulaires dontune est zero, il fau- 
dra partager la circonference aS en un certain nombre de parties egales A A', A' A'',...: 
puis, reporter la longueur rectifiee d'une de ces divisions suivant aa', a'a'\... 

Le profil AZ de la dent de la roue devra etre une developpante de cercle engen- 
dree par le roulement de la droite a' S' sur la circonference aS; car cette droite est 
ce que devient ici le cercle V de la^^. 17, lequel avait pour diametre le rayon du 
cercle 0' qui est infini dans le cas actuel. Par la meme raison, les flancs (fe la ere- 
maillfere seront des droites a^, iA,..., perpendiculaires aa'g', et on les prolongera 
jusqu'a une droite gh^^ parallele a a' 6', et menee a une distance Qgj egale au 
moins aOZ : ou plutot, ces droites a^, bh^..., neservent qu'a former les entailles 
necessaires pour le libre passage des dents, car ici les Jlancs de la cremaillere so 
reduisenta un point unique. En effet, la tangente a' & 6tant normale (n*'479) a 
toutesles developpantesAZ,A'Z', A"Z",..., c'estconstammentaux points a, a',a",..., 
que seront places les contacts de ces profils avec les flancs ag, afg, a"^',.... D'ail- 
leurs la roue n'aurait pas besoin de creux, a parler rigoureusement, puisque les 
faces a6, a' t',..., se trouvent tangcntes a la circonference a§; mais, comme il faut 
eviter les frottements, on entaillera la roue suivant le contour AGH'B', jusqu'a une 
profondeur d'un centimetre environ. Ici, on aura I'avantage que les dents ne seront 
en prise qu'apres la ligne des centres. 
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852. [Fig. 19.) On peut aussi armer la cremaillere de dents saillantes azb^ 
a'z'b\..., qui conduiront des flancs AF, A'F' tallies dans Tinterieur de la roue sui- 
vant ses rayons; ct puisque c'est le ccrcle V decrit sur AO comme diametre qui, 
en roulant sur la circonference aS, produirait Tepicycloide rectiligne AF, c'est 
aussi (n°827) ce meme cercle V qu'il faudra faire rouler sur la droite a'S' pour 
obtenir Tenveloppe az : cette derniere courbe sera done une cycloide ordinaire qui 
se construira comme au n*^ 478, Pour fixer Fetendue precise du flanc AF qui sera 
touche par Farcaz, on operera comme dans I'epure i4 dont celle-ci n'est qu'un cas 
particulier, en transportant le point js en M sur la circonf6rence V, au moyen d'une 
parallele a a'S' (n** 840) ; puis, on dficrira du centre Tare de cercle MEF. Enfin, 
on prolongera le flanc AF jusqu'a la circonference GH'G' decrite avec un rayon OG 
determine par la parallele MG^; car cette limite rigoureuse deviendra suffisante 
dans la pratique, attendu qu'il faudra echanfriner les dents de la cremaillere, pour 
eviter les arcs-boutements que produiraient les dents qui se trpuveront en prise 
avant la ligne des centres (n** 877). 

853. Une autre combinaison qui serait encore admissible, consisterait a suppri* 
mer les dents de la roue en ne lui laissant que des flancs, tandis que la cremaillere 
n*aurait point de flancs et porterait elle seule des dents cycloidales ; mais il nous 
parait bien superflu de tracer ici une figure nouvelle pour ce cas particulier. 

854. {Fig. ao.) Engrenage a flancs, interieur. Lorsque le plus petit cercle 
0V6' doitetre place dans Tinterieurdu grand Oa§, la meilleure disposition con- 
siste a mettre les flancs of, be, a/',..., sur la petite roue, et a faire porter les dents 
AZB, A'Z'B',..., par la plus grande. Le profil AZ est alors une epicycloide interieur e 
{n**474) decrite par le cercle V qui roule en dedans de la circonference aS; et 
I'etendue precise du flanc a/'s'obtiendra encore en decrivant du centre Tare Zm, 
puis au centre 0' Tare mj\ Quant k la profondeur de Tentaille, elle devra s'etendre 
jusqu'a la circonference ghg^ dont le rayon sera determine par le cercle mZ. La 
roue menante devra etre celle qui porte les dents, par les motifs deja expliques au 
n® 850» afin que la poussee ne s'exerce qu'apres la ligne des centres. 

855. {Fig. :3i.) Si, au contraire, on voulait faire porter les dents par la petite 
roue 0V6', et placer les flancs sur la grande roue aS dont le centre est fictivement 
represente par (car il tombe reellement hors des limites de \^fig. 2i)» il faudrait, 
pour tracer le profil az, decrire un cercle VSA dont le rayon VA serait la moitie 
de OA, et faire rouler ce cercle V sur la circonference a'S' qu'il enveloppe, ce qui 
fournirait une epicycloide du genre de celle que nous avons consideree au n**477. 
Quant au flanc FAG, il devrait d'abord s'etendre de A en G jusqu'a la circonfe- 
rence GH'G' decrite avec le rayon 00' -i- O'z, afin de laisser un libre passage a la 
dent azb\ et ensuite on devrait le prolonger vers le centre de A en F, pour recevoir 
la poussee du profil az. En effet, si, d'apres la regie generale du n^ 855, on veut 
trouver quel est le point de I'enveloppee AO qui viendra en contact avec le point z 
de I'enveloppe az, il faudra transporter le point z en M sur la circonference V, au 
tnoyon d'un arc jzM d6crit du centre 0'; puis ramenerle point M en F par un arc 
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MEF decrit du centre 0. Ainsi AF» A^Fa,..., seroot les seules portions des flancs 
sur lesquelles s'exercera la poussee des dents; et tandis que le contact oc s'avancera 
de a, vers z^ sur la petite roue, sur la grande il marchera en s^ns contraire de As 
vers Fa : de sorte que, le chemin total parcouru par ce contact etant plus grand que 
dans les autres cas, le frottement augmentera considerablement. 

Mais il y a encore un autre inconvenient plus grave, resultant de Tentaille qu'il 
faut pratiquer dans la petite roue pour permettre au flanc AF de tourner librement. 
Car, pendant la revolution des deux cercles et 0' autour de leurs centres immo- 
biles, la courbe parcourue par le point F sur le petit cercle mobile est la meme 
(n^ 809) que celle qu'il decrirait sqr le plan fixe de ce cercle, si Ton faisait rouler 
la circonference a§ sur a'S"; done, cette courbe est une epicycloide a noeud dXF/xz 
qui viendrait raccorder en z le profil oz, comme nous Tavons prouve dans un cas 
semblable au 0^841. Par consequent, il faudra eviter 1^ roue 0' suivant le con- 
tour FXd, lequel enlevera une petite portion du profil az; d'oii il resultera que la 
dent azb ne commencera k etre en prise qu'un peu apr^s la ligne des centres. Mais 
ce qui est bien plus grave, c'est que la base de la deat se trouvera tellement affaiblie 
par cette entaille, qu'elle n'offrira plus de resistance suf&sante ; et, consequempient, 
le s} .-t^ine d'engrenage represente dans la^^. 21 doit etre proscrit absplument dans 
la pratique. 

856. L'engrenage inUrieur ne peut pas itre r^ciproque; c'est-k-dire qu^il est 
impossible de doaner a chaque roue des dents et des, flancs a la fois, a6n que cba- 
cune de ces roues puisse etre menante a son tour. En effet, si Ton superpose les 
fig. 20 et 21 de maniere a faire coincider les deux rayons designes par O'a, on 
verra bien que le profil AZ serait reconvert par le flanc AF, et qu'il faudrait detruire 
ce dernier pour pouvoir executer Tautre : de meme, dans la roue Q', le flanc a/ne 
peut coexister avec Tentaille aXF. 

857. [PL ^g^fig* ^2.) Engrenage ALANTERNE. On designesous ce dernier nom 
une esp^ce de tambour compose de deux tourteaux ou plateaux circulaires, egaux, 
paralleles, etreanispar descylindres droits, nommesjWeauo?, dont les bases sont 
les cercles c;, d^ c" ; les centres de ces petits cercles sont situes tons sur une circon- 
ference a'S' qui forme le cercle primitif de cette espfece de roue, etla^^. %% repre- 
sente une coupe faite entre les deux plateaux par un plan qui leur est parallele; 
c'est pourquoi les cercles c, c/, c",..., sont converts de hachures. Cette lanterne est 
mise en mouvement par une roue dont le cercle prinut^f est a6; les dents d^ celle-ci 
sont ordinairement taillees a part et ensuite implantees dans le corps de ja roue : 
alors on les nomme des alluchons, lesquels s'executent en bois tres-dur, tandis que 
les fuseaux, qui s'usent plus vite par le frottement, sont quelquefois en fonte. Ce 
genre d'engrenage ne s'emploie que pour de fortes machines oii Ton n'a pas besoin 
d'une grande precision dans les mouvements; car il n'offre pas autantde douceur 
et de regularity que Tengrenage a flancs. 

Apr^s avoir choisi (n^ 836) deux nombres entiers n, n\ qui soient entre eux 
comoie l^ c^tygns des circonl^rences aS, a'§', on divisera la premiere en n parties 
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egales AA'^ A'A'',..., la seconde en n' parties egales oa'^ aV,...; d*oii il r^sultera 
aussi AA'^aa! : on marquera les bases des dents AB^ A'B\..m egales au plus a la 
moitie d'une division AA'; puis; en prenant un arc ac plus petit que le quart de la 
division aa\ on emploiera la corde de cet arc pour decrire tous les cerclesc, c', c^,..», 
qui seront les ba^es des fuseaux. Gela fait^ comme le profil AZ doit etre Tenve- 
loppe (n^ 810) de I'espace qui serait parcouru par le cerclec dans Thypothese ob 
la circonference a!& roulerait sur a§ immobile, on observera d'abord que le point c 
decrirait alors une epicyclo'ide cl facile k construire (h"^ 471); si done, de divers 
points de cette epicycloide et avec un rayon constamment egal a la corde ca^ dn d^* 
crit plusieurs arcs de cercle, il sufiira de tracer une courbe AZX qui leur soit tan- 
gente, pour obtenir le profil demande par un nioyen plus expeditif que la construe* 
tion par points indiquee au n^ 823. 

858. Cette branche AZX de I'enveloppe du petit cercle c se prolongerait dans 
Tinterieur de la circonference aS jusqu'k un point de rebroussement indique par t\ 
dans la^^. lo de la PL 67; et comme k Tepoque oii I'enveloppee toucherait Tenve- 
loppe en ce point t\ Taxe c du fuseau aurait deja depass^ la ligne des centres GO', 
rien ne s'opposerait a ce que Ton gardat ce prolongement de AZX : mais» pour plus 
de facilite dans la pratique, on termine ce profil au point ^ qui repond k A sur la 
^g. ^Hf et pour lequel le contact arrive quand ce point A est parvenu sur la droite 

00' (n^ 825). Ainsi, dans Tengrenage k lanterne, les dents ne seront jamais en 
prise avant la ligne des centres. 

859. Quant k I'entaille n^cessaire pour que les fuseaux se meuvent librement, 
on pourrait lui donner pour contour le demi-cercle decrit sur la corde de Tare 
AB' comme diametre ; mais on se contente ordinairement de tracer la portion de 
rayon AG un pen plus grande que la corde ac, et de decrire du point Tare de 
cercle GH' termine aussi au rayon B'H'. II est vrai que la droite AG n'est pas rigou- 
reusement tangente au profil AZ» puisque la normale commune a cette courbe et 
a Tepicycloide cl, serait la corde ac (n"" 823); mais Tarete saillante qui en resul- 
tera en A sera tres-obtuse, et d'ailleurs on pourra Tadoucir, sauf a ce que la dent 
ne commence a se trouver en prise qu'un peu plus tard. 

860. II est bon d'eehanfriner les dents, mais sans cesser de remplir la conditio ii 
du n"^ 844, afin que le mouvement se continue sans d-coups. Pour cela, on tirera 
la droite Ac', qui, etant normale (n° 823) k Tenveloppee c'a'b* et a I'enveloppe 
A'Z', determinera leur point de contact x\ et alors il suffira de prendre un rayon 
un peu plus grand que Ox pour decrire la circonference a laquelle commencera 
Techanfrinement. Si cette normale kef fournissait un point a; qui fut au-dessus de 
la section Z' des deux profils sym^triques, les fuseaux seraient trop ecartes pour 
remplir la condition du n^ 844 ; et dans ce cas, il faudrait augmenter leur nombre n' 
en faisant aussi varier le nombre n des dents de la roue, de manifere que le rapport 
des nombres n et n' restat toujours le. mem^ que celui des rayons R et R' des cercles 
primitifsaSeta'S'. 

861. [Fig. q3.) CR^MAiLLiuE A FUSEAUX. Lorsque le rayon R' devient infini^ 

43. 
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le cercle primitif a'6' se reduit k une droite, et la lanterne devient une cremail- 
Ifere XY. Dans ce cas, la courbe c/decrite par la droite a'S' roulant sur a6, 6tant 
une developpante de cercle^ la courbe equidistante AZ sera aussi une developpante 
de aS, engendree par le point a, de sorte qu'on peut tracer immediatement cette 
derniere, sans recourir a cl. L'entaille AGH'B' s'executera comme ci-dessus; et ici 
la normale Ac' co'incidant toujours avec a' 6', les points de contact x de tons les 
profils des dents se trouveront constamment sur la ligne a'6' : done, pour echan- 
friner les dents, il sufiira de tracer une circonference avec un rayon un peu plus 
grand que Ox. 

862. {Fig. aa.) CaiSMAiLLfeREapcc une lanterne. Si, dans \^fig* aa, on suppo- 
sait au contraire le rayon R infini, la roue deviendrait une creniaillere arniee de 
dents, qui conduiraient la lanterne 0'. Dans ce cas, la courbe c/serait une cycloide 
ordinaire decrite par le point c du cercle a'S' qui roulerait sur la ligne a§ devenue 
droite; et le profil AZ devant etre une courbe equidistante de cette cycloide, on le 
construirait par des arcs de cercle, comme au n® 857. 

863. {PL 70, y?^. 2/|.) Engrenage A developpante. Aprfes avoir determine, 
comme au n^ 836, les divisions egales AA', aa', ainsi que les bases des dents AB, 
ab, sur les cercles primitifs aS, a'&, dont les rayons sont representes par R, R', on 
tracera par le point A une droite TAT' faisant un angle arbitraire avec la ligne OAO'; 
et des centres 0, 0', on decrira deux nouveaux cercles CD, CD', tangents a cette 
droite TAT' : les rayons de ces cercles auxiliaires se trouveront evidemment pro- 
portionnels aR etR'. Cela pose, en faisant rouler la droite TAT' sur la circonfe- 
rence CD, le point A decrira une courbe FAZ developpante de ce cercle; et la meme 
droite roulant ensuite sur CD', le point a decrira aussi une developpante /oz de 
cette derniere circonference. Or on a vu (n*^ 829) que ces deux courbes FAZ et/az 
etaient respectivoment enveloppe et enveloppee ; done (n° 810) ce sont la les profils 
conjugues qu'il faut adopter pour les dents, afin qu'il passe par la ligne des centres, 
dans le meme temps, des arc egaux AA' et aa' mesures sur les cercles primitifs. 

864. Pour echanfriner les dents, en satisfaisant a la condition du n*' 844, on 
observera qu'ici le point a? oil la droite AT' rencontre la developpante a'z% est pre- 
cisementle pied de la normale abaissee du point A sur cette courbe; done il fau- 
dra prendre le rayon du cercle d'echanfrinement au moins egal a Ox. De meme, 
pour les dents de la roue 0', le rayon analogue devra egaler ou surpasserun peu 
la distance 0'x\ Quant k Tentaille necessaire pour donner passage aux dents, apres 
avoir continue la developpante ZAF jusqu'a son origine F sur le cercle auxiliaire, 
on prolongera cette courbe (s'il le faut) suivant un rayon FGO, jusqu'k une pro- 
fondeur telle, que OG soit un peu moindre que la difference entre O'O et O'z; 
semblablement; pour le creux de la roue 0', le rayon O'g du fond de Tentaille 
devra etre un peu moindre que la difference entre 00' et OZ. On doit observer 
qu'ici les dents seront en prise tant avant qu'apres la ligne des centres; a moins 
qu'on ne reduisit les dents de la roue menee 0' a ne pas depasser le cercle primitif, 
suivant la forme ^aM : mais ajors Tengrenage ne serait plus reciproque. 



J 
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865. Quoique nous ayons laisse arbitraire I'angle TAO = f forme par la tan* 
genie aux cercles auxiliaires avec la ligne des centres, il est convenable que cet 
angle soit au moins egal aux trois quarts d'un angle droit, afin que les entailles a 
pratiquer dans les deux roues n'aient pas trop de profondeur. En outre, nous ferons 
observer que ce systeme d'engrenage est souvent prefere par les constructeurs 
modernes, k cause des deux avantages suivants : 

i^ La largeur des dents va toujours en augmentant jusqu'k Textremit^ inferieure 
EF, ce qui les rend susceptibles d'une plus grande resistance ; tandisque dans la 
fig. \l\y les flancs convergent vers le centre, et la base des dents se trouve quelque* 
fois bien afTaiblie. 

:^ Quand un engrenage k developpante est execute, on pent diminuer ou aug- 
menter d'une petite quantite la distance 00' primitivement adoptee pour Tecarte- 
ment des axes, sans que le systbme cesse de fonctionner aussi regulierement; et 
cela est precieux dans la pratique, oil il est souvent tres-difBcile de placer les axes 
rigoureusement a la memo distance qu'on a supposee dans Tepure. Pour justifier 
cette latitude, imaginons que, dans la^^. ii[\^ on ait abaisse le centre avec les 
cercles a§ et CD, et qu'ils aient pris les positions 02» ^262, G2D2 (le lecteur les 
tracera ais^ment); alors, si Ton mene une tangente commune aux deux circonfe- 
rences G2D2 et CD', cette droite coupera la ligne des centres en un point A2 qui 
divisera la distance O2O' en deux parties dont le rapport sera encore le meme que 
celui des rayons des circonferences CaDa et CD'. D'ailleurs cette nouvelle tangente, 
en roulant tour k tour sur ces deux circonferences, decrira par le point Aa les memos 
developpantes AZ et az qui formaient deja les profits des dents de Tengrenage pri- 
mitif ; seulement ces developpantes se toucheront par d'autres points correspon- 
dants que dans la premiere position de Tengrenage. Done le nouveau systeme 
fonctionnera comme I'ancien, et en produisant des vitesses angulaires qui auront 
le meme rapport que dans le premier cas. 

866. Cr^mailli^re a dents obliques. Lorsque, dans la figure pr^cedente, on sup-- 
pose que le cercle primitif a' & acquiert un rayon infini, ce cercle se change en une 
droite, et la roue 0' en une cremaillere XY k dents obliques, dont les profils gaz^ 
g^a'js',..., sont des droites perpendiculaires k TT'; car le cercle auxiliaire CD' ay ant 
pour rayon la perpendiculaire abaissee du centre 0' sur TT', vient se confondre avec 
cette derniere droite; et comme le point de contact s'eloigne en meme temps a 
I'infini, si Ton veut faire rouler la droite TT' sur cette circonference degeneree en 
ligne droite, chaque point a decrira une perpendiculaire gaz k la ligne TT'. Les 
contacts des dents conjuguees seront encore ici places tons sur la droite TT', en 
a, a;, j/ ; mais la poussee s'exerQant suivant une normale k gaz^ c'est-k-dire suivant 
TT', qui est oblique k la direction XY du mouvement que doit prendre la cremaillere, 
il en r^sultera un frottement considerable dans les coulisses qui maintiennent cette 
piece : c'est pourquoi le systbme de lay%. 25 est moins avantageux que celui de la 
cremaillere droite {fig. 18). Au surplus, cette dernifere n'est qu'un cas particulier 
de X^fig. a5 : celui oil la droite arbitraire TAT' serait men^e k angle droit sur AO. 
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867. {Fig, a6.) Vengrenage a de^eloppante peut Are iNTtBiEUR; c'est lopsque 
les deux cercles primitifs ag, a' 6' sont embrasses Tun par I'autre. Alors, aprfes avoir 
mene sous un angle arbitraife la droite TAT', et avoir trace les deux cercles int6- 
rieurs CD, CD', tangents a cette droite et concentriques avec et 0', il faudra 
encore fitire rouler la droite TAT' successivement sur les circonf^rences CD, CD', 
pour engendrer les profils GAZ et gaz, qui seronl toujours des developpantes de 
cercle. Mais ici les deux points de contact de cette tangente commune TAT' etant 
d'un memo c6te par rapport au point A, les developpantes tourneront leur conca- 
vity dans le m6me sens; et il en r6sultera un frottement beaucoup plus conside- 
rable, par suite des petites imperfections inevitables dans I'execution des proflls 
materiels. Aussi, le feysteme actuel, et en gen6ral tous les engrenages int6rieurs, 
sont rarement employes dans la pratique. 

Nous ajouterons seulement qu aprfes avoir prolong^ la d^veloppante JB(i/*jusqu'a 
son origine /sur le cercle CD', on devra limiter Tautre d^veloppante ZA au point 
correspondant G; pour trouver celui-ci, il faudra (n** 834) ram^ner le point/en/' 
sur la tangente TAT' au moyen d'un arc d6crit du point 0', puis transporter le 
point/' en G par un arc de cercle d6crit du point 0. Eniin, on prolongera le 
profil zo^suivant un rayon ^g^O', d'une quantite suffisante pour que Tentaille per- 
mette k la dent de ta roue de se mouvoir librement. 

868. [PL 'jo^fig, 27.) Cames et pilons. Soit ABZ I'axe d'une tige verticale qui 
doit alternativement monter de la quantite AB et- redescendre ensuite librement, 
abandonnee a son propre poids. Pour produire ce mouvement rectiligne analogue 
a celui de la cremaillere du n"^ 851, on emploie une roue dont I'axe horizontal est 
projete en 0, et dontle cercle primitif aS est tangent ^ la verticale AZ; et Ton 
arme cette roue de cames ou dents AX, A2X2, A, X3, assez ^loignees les unes des 
autres pour laisser -Mpilon le temps de retomber de B en A avant d'etre saisi par la 
dent suivante. Le profil anterieur de ces cames doit etre une developpante AXY du 
cercle aS; car celte courbe aura la propriete (n^ 8ol) de toucher constamment le 
mentonnet horizontal M du pilon, dans un point qui demeurera sur la droite AZ 
toujours normale k la developpante AXY, quelque position que prenne cette 
courbe pendant la rotation autour du point 0. L'6tendue precise AX qu'il faudra 
donner a ce profil pour qu'il conduise le mentonnet depuis A jusqu'en B, s'obtien- 
dra (n*'834) en decrivant avec le rayon OB un arc de cercle qui viendra couper 
la developpante AY au point demande X. On pourrait terminer la came par le rayon 
AO; mais, pour 6viter de faux contacts hors de la verticale AZ, ce qui ferait d^verser 
la tige et produirait des frottements nuisibles, on echanfrine la came suivant une 
petite courbe AD arbitraire, laquelle doit raccorder le rayon AO deja tangent k AX. 

869. Quant au mentonnet sur lequel la came exerce sa poussee dans la direc- 
tion verticale AZ, c'est une piece horizontale et rectangulaire M' qui, dans les 
anciennes machines, se fixait en avant de la tige du pilon, comme on le voit 

fig. !28 ; et la saillie £B devait egaler la difference entre les rayons OA et OX de la 
fig. 37 : mais comme alors la poussee de la came passait fort loin du centre de gfa- 
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Tit6 du pilon, il en resultait uq couple de forces qui tendait a deverser la tige et 
produisait un frottement considerable sur les jumelks G et g entre lesquelles se 
meut cette piece. Pour iviter cet inconvenient grave, surtout quand le poids du 
piloQ est considerable, on emploie ordinairement la disposition proposee par Montr- 
golfievy et qui est representee dans \^fig- ag. Ici la tige ou le manqhe du pilon est 
forme de deux parties TM etT^N, reunies par des jumelles laterales J ety; de sorte 
que Fintervalle de M a N offre un vide dans lequel la dent AX de la came pent pene- 
trer, et en agissant sur la face horizontale M qui fait Toffice de mentonnet, cette 
came souleve bien le mancbe dans la direction de son axe ABZ, pour Tamener de 
A en B. Arrive dans cette derniere situation, le pilon ne retombe pas encore, parce 
qu'il reste a la came k parcourir la demi-epaisseur du mentonnet; mais ce petit 
temps perdu deviendra presque insensible, en echanfrinant la dent ax suivant la 
courbe indiquee par des points ronds, ce qu'il faut toujours faire pour ne pas laisser 
subsister des parties aigues ou des aretes vives qui entameraient les surfaces et 
pourraient produire des arcs-boutements. 

870. Une autre combinaison, indiquee^^. 3o, est employee dans les mines oil 
les pilons doivent avoir un poids considerable. La tige T, est d'une seule piece, mais 
on la garnit de deux mentonnets lateraux m\ m!\ sur lesquels agissent les deux 
branches 07', a/' [fig. 3i) de la came ax qui, alors, est fourchue. Nous supposons 
ici que les trois cames projetees verticalement sur ax^ a^x^^ a^x^, sont fourchues 
et servent a faire mouvoir le mancbe T, , tandis que les cames a dent unique AX, 
AaXt , A, Xt , agissent sur le mancbe TMTa ; car on adapte ainsi sur le meme arbre 
autant de rangs de cames qu'il y a de pilons a faire mouvoir, avec le soin de faire 
correspondre les cames de diverses series a des rayons differenls OX et Ox^ afin 
que les tourillons ne supportent pas en m^me temps le poids de tons les pilons. Les 
trois dents de chaque serie sont en fonte, et coulees d'un seul jet avec I'anneau qui 
r^unitleurs bases; et cetanneau, polygonal a Tinterieur, s'adapte sur Tarbre de la 
roue qui est en bois, et ofTre le meme nombre de pans. 

87 1 . Pour maintenir les tiges des pilous toujours dans la meme direction verti- 
cals tout en leur laissant la liberie de monter et de descendre, on les enferme 
entre deux pieces horizontales etparalleles (G,G') {g^ G') nommees jumelles ; et 
celles-ci sont reliees entre elles par des entre-toises qui empecbent aussi la tige de 
s*ecarter a droite ou k gauche dans la direction de Taxe O'O". Un second rang de 
jumelles (G2, G'') [g^^ C), est place dans la partie inferieure, mais a une hauteur 
telle, qu'il ne gene pas la course du pilon. Les sigoes en forme d'X que Ton voit 
sur r^pure indiquent, en charpente, des bouts de pieces ou des sections faites per- 
pend iculairement aux fibres du bois. 

872. (PA 66, ^g^. 8.) Des excentriques. Dans quelques machines, on emploie 
une sorte de roue dont le contour exterieur n'a pas, pour centre de figure, le centre 
du mouvement de rotation, et qui a pour but de faire alternativement monter et 
descendre une tige verticale AZ, mais graduellement, et non pas brusquement 
comme dans le cas des pilons dont nous venons de parler. Ce contour forjne done una 
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eonrhe excentrique qm peut ofTrir plusieurs varietes; mais il suf&ra d'en citer un 
exemple, celui que Ton designe sous le nom de courbe en cceur. Soit AA4 la hauteur 
dont la tige doit monter : apres avoir partage cet intervalle en parties egales, 
4 par exemple^ on en fera autant pour la demi-circonference decrite avec le rayon 
OA4; puis, sur les divers rayons Oi, Oa, 03, on prendra les distances 

OB = OA|, OC = OAa, OD = OA,, 0E = 0A4, 

et la courbe ABCDE, jointe a la branche symetrique AB'C'D'E, composera Texcen- 
trique demandee. En eflfet, la tige AZ 6tant retenue dans la meme direction ver- 
ticale par les guides m et /i, lorsqu'on fera tourner la roue autour de son axe 0, 
et que le rayon vecteur OB aura pris la position OA, , la poussee oblique qu'elle 
exerce sur la tige aura fait monter celle-ci et aura transports son pied A en A, , 
puisque ce dernier point coincidera avec B. De meme, quand le rayon OC sera devenu 
vertical, le pied A se trouvera transporte en Aj , et ainsi de suite jusqu'a ce que OE 
coincide avec OA4 ; puis, le mouvement de rotation continuant dans le meme sens, la 
branche ED'C'B' A laissera redescendre la tige graduellement depuis A4 jusqu'en A. 

873. Ce systeme ne s'em'ploie que dans le cas oil il ne faut pas exercer un 
grand effort sur la tige; et alors meme on doit chercher a diminuer les frottements 
dus a la poussee oblique. Pour cela on garnit le pied de la tige d'un galet mobile 
autour de Taxe horizontal A, et Ton adopte pour contour de la roue une courbe 
abcded'b'a qui soit equidistante de Texcentrique primitive; cette nouvelle courbe 
se trace en la rendant tangente a des arcs de cercle decrits de divers points de 
ABGD... avec un rayon constamment egal k celui du galet. Par la, le mouvement 
rectiligne de la tige demeure le meme que dans le premier cas; mais, au lieu d'un 
frottement de glissement, on n'a plus qu'un frottement de roulement, lequel est 
beaucoup moindre. 

874. Quand on vent eviter le changement un peu brusque de vitesse qui a lieu 
aux points extremes A et A4, on divise Tintervalle AA4 en parties inegales, au moyen 
d'une demi-K^irconference decrite sur cette distance comme diamfetre, et que Ton 
partage en arcs egaux; les ordonnees de ce demi-cercle fournissent les points A|, 
Aa, A|,..., etla courbe ABGDE, construite comme ci-dessus, ne presente plus de 
points saillants. Nous laissons au lecteur le soin de tracer Texcentrique dans cette 
nouvelle hypothese. 

875. Remarques. Nous avons fait observer diverses fois que, pour un tel systeme 
d'engrenage, la poussee des dents ne^ s'exer^ait qu'^r^ la ligne des centres ^ dans 
lesensdu mouvement; tandis que, pour tel autre systeme, il y avait des dents en 
prise want la ligne des centres. Cette distinction est importante k faire, k cause des 
inconvenients graves que presente souvent le dernier de ces deux cas. 

D'abord, on doitse rappeler que dans tons les engrenages examines ci-dessus, les 
profils des dents ne roulent pas simplement I'un sur I'autre, mais qu'il y a aussi un 
glissement (n^ 817), lequel est parfois assez considerable, comme on Fa vu aux 
n**833 et 854. De Ik r^sulte un frottement qui est proportionnel k la pression exer- 
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c^e par les dents Tune sur Tautre^ et qui absorbe une partis de la force motrice : or 
cette perte de force est plus considerable pour deux dents qui sont en prise aidant la 
tigne des centres^ que pour deux dents analogues qui ne seraient en contact qu'apres 
la meme ligne. Cette proposition, que I'experience confirme, s'^tablit par des prin- 
cipes de m^canique et par des calculs dont I'exposition nous eloignerait trop du but 
graphique de cet ouvrage; mais nous pouvons, du moins, la justifier par les consi- 
derations suivantes. 

876. {PL ^o^fig. 3a.) Admettons que, dans hi fig* 3^, 0' soit la roue menante, 
et qu'elle tourne dans le sens indique par la fleche (p'\ II pent arriver, soit par suite 
du trop petit nonobre des dents, soit par suite de quelque irregularity dans leur exe- 
cution, qu'k une certaine ^poque la pouss^e des deux roues ne s'exerce plus que 
par un seul point m qui corresponde au dernier element du profil aV; alors la 
pointe z'\ ou plutot Tarete vive qui est projetee sur ce point, sera comparable au 
tranchant d'un ciseau dont les faces seraient symetriques par rapport au plan dia- 
metral OV. Or, tant que le mouvement a lieu dans le sens (p^f le contact marche de 
m vers A"; et, Tangle OVA" etant aigu, le ciseau ne fait que frotter sur la sur- 
face G^A^z'^f et la polir sans Tentamer, Mais, si nous changeons les rdles, et que 
devenant la roue menante^ elle tourne dans le sens de la flbche f , alors le tranchant 
du ciseau marchera de m vers G'', du cote de Fangle obtus OVG'' : cons^quemment 
il tendra a penetrer dans la surface A''G'', il I'entamera legerement et apportera 
beaucoup plus de resistance au mouvement de rotation de Tengrenage. Quelquefois 
meme, sousl'efTortd'unegrandepression, Tarete z" penetrera assez avant dans la 
surface A"G" pour ne plus pouvoir se degager, et il y aura un arc'-boutement qui 
arretera subitement la machine, ou qui fera rompre Tune des dents ainsi engagees. 
Cest pour cela qu'il faut toujours echanfriner les dents, et avoir soin d'adoucir 
encore les aretes qui resuUeraient de cette troncature. 

877. Mais, lors meme que ces precautions ont ete prises, il reste toujour? des 
asperites inevitables sur le bois ou la fonte qui ont servi a former les dents; etces 
asperites produisent, quoique d'une maniere moins prononcee, des effets analogues 
a ceux que nous avons decrits au niimero precedent. D'ou Ton doit conclure, con- 
formement k rexp6rience, que le frottement et la perte de force motrice sont tou- 
jours plus considerables pour deux dents qui se poussent avant la ligne des centres, 
que pour celles qui sont en contact apres cette ligne. En outre, dans le premier de 
ces cas, il pent encore y avoir arc-boutement, quoique la dent a''z''b" soit 6chan- 
frinee, si par quelque legfere irregularite, il arrive que la poussee des deux roues 
ne se fasse que par le dernier element du profil conserve aV, et que la pression 
soit considerable. Ainsi, nous pouvons poser ce principe general : dans tout engre* 
nage ilfauty autant que possible, ivittr que les dents commencent a entrer en prise 
avant la tigne des centres. 

878. Pour remplir cette condition, le premier moyen serait de supprimer dans 
une des roues, O' par exemple, toutes les portions de dents qui seraient en dehors 
du cercle primitif a'S', ainsi que le montrent les^f^. 17, 18, ao, 22, a3, et d'exiger 
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que la roue fOt toujours la roue menante^ soit k droite> 3oU k gauche, car alprs 
on voit bien que la poussee ne s'exercerait jamais qu'apres la ligue ()]es centres. On 
pourrait obtenir le m^me avantage dans Tengrenage k developpantes de ]Sifig» ^4» ^!^ 
I on r^duisait les profits des dents de 0' aux parties interieures gfa\ heh^**-* l^ en- 
grenages de ce genre, oil une seule (^es roues peut mener, ^ont dite non riciproques. 

879. Mais cette disposition offrirait des inconvenients dans Jes grapde^ ma- 
chines, a mouvements rapides, a resistances trfes-inegales, oil les vitesses sontyegu- 
laris^es par Temploi des volants. Car, alors, en raison des petites yariaiions perio- 
diques que subit la vitesse, et a cause du jeu qui doit loujours exister entre les 
dents (n^ 837), chacune des deux roues, tout en continuant de march^f dai^sle 
m^me sens, se trouve tant6t menante et tantot menSe : or, pour rempUr w doubly 
role, elles doivent toutes deux etre armees de dents saillantes en dehors de^ cercle^ 
primitifs, comme on le voit dans la Jig. 3^, oil Tengrenage .^st dit reciproqm^. 
Ainsi, pour conservercet avantage sans retoraber dans rinconvenient d*avoir de^ 
contacts, tant en avant qu'en arriere de la ligne des centres, il f^udra d^nuugrir 
les dents du cdtdopposi a celui ou le mow^merU doit avoir lieu^ c'e^fr^nlifQ enliever 
les parties que nous avons couvertes de hachures dans lay%. 3a; ma^s }e sypteaie 
ne pourra fonctionner que dans un seul sens, celui qui est indique par fes Ai^e^ 
?et9'C). ^ 

880. {Fig- 3a.) Limite du nombre des dents. A la poussee d'un couple de den^ 
doit succeder, sans interruption aucune, la poussee d'un autre couple, afin d'eyijbar 
les chocs retrogrades que Ton nomme des a-coups : il fautdoac qu'^ I'instant Qu li^ 
deux dents GAZ et gaz commencent k se toucher sur la iigne des ceptres en A» les 
dents G'A'Z' et ^a'z' du couple precedent soient encore en prbe. Or, en afaai38apt 
la normale Ax sur le profil a'g^ (rectiligne ou non), on sait que le pied j? de cettie 
normale doit etre (n°812) le point de contact de Teaveloppee o'^ avec Tenye- 
loppe A'Z'; si done ce point x se trouve au-dessous du sojoamet Z' jde la .deplt de la 
roue 0, la condition demandeesera remplie; sinon, il y aurait desa-coups, ^tpo^^ 
les ^viter, il faudra rapprocfaer les dents en augmentant leqrs uQU^bres n et n\ 
qui devront toujours etre choisis proportionpels aux rayons K ejt R' des cerclea 
primitifs. II suit de la que le nombre nf des dents de la petite roue adpxetun mini^ 
mum, qui varie avec la nature des profits et avec le rappo/rt des vitesses angulair.es; 
aussi, en cherchant k determiner par le calcul la position du pied de la normale A:ff 

M. Savory a trouve les limites suivantes, oil jx designe le rapport ^j qui est tou- 
jour? moindre que Tunite : ! 

Dans un engrenage k flancs /i' = ou> io(i ^|ui); 

Dans un engrenage k lanterne ii'z=:ou> ^ + t\p.\ 

Dans un engrenage a developpantes n':;=ou> i6-4-ajx. 



(* ) Ce proc^dd, ainsi que les remarques pr^Mentes, soot tir^ des LegooB que M. Smary avail rMi< 
g^es pour son Count de machiiies A I'ltcole Polyteoboiquc. 
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Ndifs ne rapporterons point ici les ealcals qui condatsent k cte r^ultats; p'irce 
qo'itspfenvent etre avaDtagensement renlplaces, danschaque eitemple, par laveri- 
flcatioQ grapbique citee plus haul, laquelte h'exige qile le trace provisoire de deux 
deiits. 



*—* 



CHAPITRE V. 

t)E^ ENGRENAGIlS CONlQtJES. 

881. (jP/. ^iffig* I.) On appelle ainsi le systeiiie de deiix roues dofitles axe^, 
au lieu d'6tre paralleles, v6nt se rencontrer sous un angle quelconque. Soient 1/0' 
et ZV ces deux aies, siiues ici dans le placi vertical de notre 6pure; on commen- 
cera par tracer dans Tangle 0-Z'o', unfe droite Z'A' telle, qoe les deiiit perpindi- 
culaires abaissees d'un ^nelionque de ses points sur les deux axes, soiedi en rsiison 
interde des vitesses angulalres [t? 805) que Ton veut imp^inier aux deux roues, 
c'est^k-dire en ^aison inverse des nombres de toiirs qbe ces roues doivent faire dans 
un mbine tfemps : ces nombres etant assignes par la qtiestion, Idf d^terminatiofi gra- 
pbique de la droite Z'A! est trop facile pour dous y arr^ter da vantage. Efls'uite, 
selon la grandeur plus on moins considerable que t'on voudra donner aux deux 
roues^ on choisira sur la droite Z'A' un point A' plus ou moins eloigne dfe V; et 
duquel on abaissera sur les axes les perpendiculaires A'O', A'o'; ce seroiit 1^ les 
rayons des cervies primitifsi lesquels serviront de bases k deux cdnes de rdvolutiofii 
Z'A!(y et Z'AV dont cbacun seraf, pout ainsi dire, le noyau d'une des roues. 

882. Maintenant, pour obtenir entre les vitesses angulaires le rapport assign^ 
ci-*de88iis, il suffira evidemmeht de faire tourner les deux cones primttifs aiitour de 
leurs axes itemobiles, de telle sorte que les circonfigrences A'O' et A'o' prenneiit des 
vitesses absolues qui soient egales (n^ 807). Or, pour remplir cette condition ati 
moyen de la poussee de deux dents correspobdantes, il faut terminer ces dents par 
deux surfaces coniques aiyant leur sommet commufi en Z', et dottt Tune soit Veh- 
veloppe de Tespace que parcourrait Tautre, si, eh laissant tout a fait immobile le 
coneZ'A'O', 6n faisait /t>e«/er sur celui-la le c6ne Z^A'o'qui entraloerait avec lui la 
surfa<;e de sa dent; car, en appliquant ici les details que nous avons donnes aux 
n^808 et 809, on verra bieri que ce roulement amfene les deux cdnes primitifs dans 
la memo situation relative que s'ils avaient tourne autour de leurs axes immobile^ 
et de mariiere a faire parconrir des arcs egaux par deux points quelconques de^ 
circonferences A'O' et AV. 

885. {Fig. i.) D'aprte ce principe^ la soldtion la plus simple s'obtiendra en 
formant : i'' la dent de la petite roue a^ec un plan men6 par I'axe Z'o' et ^ui reQoit 
lenom deflanc; 2^ la dent de la grande roue, avec une surface conique qbi soit 
constamment tangente a tc flanc, dans toutes les positions qu*il occupera pendant 
le roulement du cone priinitif Z'AV; et Ton va voir que ce cdne, enveioppe du 
flanc, a pour base une epicycloide spherique. 

44. 
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Dans le plan du cercle primitif dont le rayon est AV (plan que nous appellerons 
Mplan auxiliaire de projection, et qui est rabattu ici avec ce cercle suivant A'Ge'), 
traQons une circonference A'Fo' qui ait pour diam^tre le rayon A!o\ et faisons-la 
rouler successivement : i° sur le cercle primitif du rayon O'A', en conservant tou- 
jours entre leurs plans Tinclinaison marquee par Tangle o'A'X; :i** dans Tint©- 
rieur et dans le plan du cercle primitif qui a pour rayon o'A'. Pendant le premier 
mouvement de rotation, un point quelconque de la circonference mobile, par 
exemple celui qui est rabattu en m sur le plan horizontal, decrira une epicycloide 
spherique dont nous savons trouver la projection horizontale DM (n^ 482), et dont 
le cone generateur A'SV s'obtient en elevant par le centre w' la perpendiculaire w'S' 
sur le plan du cercle mobile ; de sorte que cette epicycloide est situ^e tout entiere 
sur la sphere decrite avec le rayon S'A' : d'ailleurs, si Ton rabat le point (M, M') 
en F sur le plan auxiliaire, on sait (n^ 470) que la droite projet^e suivant 
(A'M, A'M'), et qui a pour vraie position AT dans le plan auxiliaire, se trouve 
etre une normale de Tepicycloide au point (M, M'). D'un autre cote, pendant la 
rotation du cercle A'Fo' sur A'Ge', le meme point generateur (M, M') ou F decrira 
une epicycloide rectiligne (n^ 475) qui sera precisement la droite o'FG. Cela pose, 
si Ton conduit un plan par cette droite o'FG et par Faxe ZV, je dis que ce plan 
mSridien sera tangent au cdne qui aurait pour sommet le point Z' etpourhasetdpi^ 
cycloide projetee sur DM. En efTet, si Ton observe que le plan meridien en question 
a pour trace verticale ZVX, et pour trace sur le plan auxiliaire la ligne o'F elle- 
meme, on reconnaitra aisement que ce plan est perpendiculaire sur la droite ra- 
battue suivant A'F, et projetee suivant (A'M, A'M') : or, puisque cette droite est 
normale a I'^picyclo'ide, il est certain que le plan meridien ZVF contient la tan- 
gente de cette courbe au point (M, M') ; et com me il passe aussi par le sommet Z' 
du cone epicycloidal, il sera bien tangent k cette surface, tout le long de la genera- 
trice qui reunira le sommet Z' avec le point F relev6 en (M, M')- 

D'ailleurs, ce contact continuera de subsister le long d'une generatrice variable 
sur ce cone epicycloidal, pendant que le cone primitif Z'o'A' roulera sur le cone 
Z'O'A'; car, pour toutes les positions du point F sur le petit cercle, les deux cordes 
A'F et o'F, A' Fa et o'Fa,..., se trouveront toujours perpendiculaires Tune a Tautre. 
Done le plan Z'o'F est bien propre a former le/lanc d'une dent de la roue Z'o'A', 
puisqu'il sera touche constamment et conduit par la dent que termine le cone epi- 
cycloidal [Z', DM], de la meme maniere que si le cone primitif Z'o'A' roulait, 
sans glisser, sur Tautre cone Z'O'A' : ce qui remplit bien la condition du n^ 882. 

884. {Fig. I.) II reste k.trouver I'etendue precise que doit avoir le flanc pour 
correspondre a un arc limite DM de Tepicycloide. A cet effet, rabattons le flanc 
Z'o'F sur le plan vertical, autour de Taxe Z'o' : dans ce mouvement, le point F de- 
crira Tare de cercle F/dont le centre est en o' ; et la droite Z'/sera le rabattement 
de la generatrice de contact qui aboutit au point (M, M'). Mais, k T^poque ou le 
flanc passait par Torigine D de Tepicycloide, il touchait le cdne epicycloidal sui- 
vant la generatrice projetee sur O'D, laquelle se rabattra evidemment sur Z'A', 
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Done Tangle A'Z'/mesure en vraie grandeur sur le flanc, Tespace angulaire qui a 
^te conduit et touche par la dent epicycloidale, pendant que le flanc a roule 
depuis le point D jusqu'en (M, M'). Ce sera done k cette partie angulaire A'Z/ 
qu'il faudra restreindre Texecution du flanc^ si la dent est reduite a la portion 
du cone qui correspond k Tare DM. 

885. Mais ce proced6 ne serait pas d'une application commode dans Tepure 
generale qui va suivre, attendu qu'alors nous ne connaitrons immediatement 
que la projection horizontale M de Textremite de Tare DM, avec la sphere Z' A'P'o' 
sur laquelle est situee Tepicycloide. Dans ce cas, il faudra rabattre le point M en 
R, projeter ce dernier en F sur le grand cercle de la sphere, eft abaisser sur 
Taxe Z'O' la perpendiculaire FK' qui representera le parallele sur lequel doit 
6tre situe le point de Tepicycloide projete en M. Alors ce parallble P'K' coupera 
le cercle generateur qui a pour diametre A'o^ suivant une corde projetee au point 
M'; on rabattra cette corde suivant MT, qui fera connaitre le point F, duquel on 
deduira/et le reste comme ci-dessus. 

886. {PL T^.fig' 2-) Tracdde Vepure. SoientZ'O' etZ'o' lesaxes des deux roues, 
situ^s dans le plan vertical de projection ; soient aussi A'O' et A'o' les rayons des 
cervles primitifs que Ton determinera comme il a ^te dit au n^ 881 : ces deux cercles 
sont representes sur les deux plans {^g. 3 et 4) perpendicu) aires aux axes, par les 
circonferences OA et oa. Apres avoir choisi deux nombres entiers n et /i', qui soient 
entre eux dans le meme rapport que les rayons primitifs, on divisera la circon- 
ference OA en n parties ^gales AAf , Af A2,..., et la circonference oa en nf par- 
ties egales cui^ , a^a^^.x et il arrivera n^cessairement (n° 836) que les divisions 
AAf et aa^ seront de meme longueur absolue. Ensuite, on subdivisera chacun 
de ces arcs en deux parties dont une AB, destinee a former la base de la dent, 
soit moindreque TautreBA, d'environ un douzUme de Tare total AA, (rojez n® 857) . 

887. {Fig. 2 et 3.) Gela pose, dans le plan du cercle primitif A'o\ et sur ce 
rayon, comme diametre, decrivons un cercle qui est rabattu ici suivant &>" A {fig. 3); 
puis, faisons-le rouler sur la circonference 0' A', en main tenant entre leurs plans 
rinclinaison primitive O'A'o'. Dans ce mouvement, le point (A, A') du cercle 
mobile decrira une epicycloide situee sur la sphere qui a pour rayon sf A!\ et pour 
construire cette courbe sans deplacer le contact actuel A des deux cercles, on pren- 
dra deux arcs egaux km et AI, d'oii Ton deduira (n^ 482) les projections M, M', 
d'un point de I'epicycloide qui aurait son origine en I ; mais comme Torigine est 
reellement en A, on verra-bien qu'il sufQt de prendre Tare p/x egal k RM, pour 
obtenir un point jx de la projection horizontale AjtJiX de Tepicycloide demandee, 
Alors le cone, qui aura pour base cette epicycloide et pour sommet le point (Z', 0), 
formera (n^ 883) la dent qui commence en (A, A'); mais il reste a en trouver 
les intersections avec les deux surfaces coniques inf^rieure et superieure qui termi- 
nent le noyau de la roue, et dont nous n'avons pas encore parl6. 

888. Par le point A' menons une droite indefinie A'Q', formantavec A'Z' un 
angle un peu plus grand que 90°; puis, apres avoir marque la longueur AV que 
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Voit teot donfnet MH dents, menonfs la droite a'Y' parallfele k A'Q', et fa}8ons( tow- 
nei* ^fes dfetix paralleles autottr de Taxe vertical (0, O'Z'); noTis produirons ain&et 
dedx cdnes de p^vOlution que Tont terminera a deux cercles horizontaux Q'Q^ VV; 
af^sez ^cartes pour que le solide qu*ils compreiidront ofTre une resistance stLffisaMe : 
ce solide forme ce qu'on appelle VenrayurCf qui est quel^u^fbis ^videe, comme daatf 
hi PL &S ; tandis que la partie comprise entre les deux cdnes d^crits paf A'Q' et 
a'y forme la couronne dans laquelle sont tallies les dents et les creux» et qui 
devra etre prolong^e jusqu'k une certaine limite Z'N'P' dependant de la satllie que 
I'on vo'udra donner aux dents, comme nous T^xpliquerons tout k Theure (n** 890). 
Qri^nt k ia petite roue, on tirera la droite A' ^ dans une direction k peu pvha 
symetrique de A'Q' pa^ rapport k la ligne A'Z'; puis, du point od on m^n^ra odsf 
parallMe a Pi! q\ et Ton terminera les deuit coiies, que ces paralleles decriront 
aiitour de Z'o', par les deux cercles de Tenrayure ^^' et^'^'. Enfin, on prolon-' 
gera ces memes cdnes jusqu'a la Hmite Z' n!ff que nous allons apprendre k assi- 
gner pour la saillie des dents de cette seconde roue. 

889. Revenons mairitenant au c6ne ^picycloidal ^ui avait son sommet en (0, Z') 
et potir bds6 I'epicyclo'jde projetefe sur A/xX, et cberch6ns la courbe ACL suivarit 
laqiielle se projette son intersection avec le c6ne inferreur decrit par la revolution 
de la droite A'Q'. Comme cette dpicyCloide est situie sur la sphere du rayon /A', 
si nous coupons cette surface et les deux cones ci-dessus par un plan v^rticaU 
tel que OX, et que nous le rabattions sur le plan vertical autour d^ Taxe (0, 0'2'}» 
on verra bien que le point X se transportera en X', et que Z'X' sera le rabatte-^ 
ment de la g^neratrice du cone ipicycloidal ; done, en prolongeant cette droite 
jusqu*en L\ oil elle coupe la gen^ratrice Q'A^P% et en raihenant par un arc de 
cercle le point V en L sur OX; ce deroiier point L appartiendra k la projection 
demand^e ACX. 

890. De la on dMuira la courbe BD symetrique de AC par rapport k H Ugne 
milieu de la dent, sur laquelle ces courbes iraient se rencontrer ; mais, en les 
prolongeant ainsi, les deux faces coniques de la dent se coup'eraientt suivant une 
arete vive, ce que Ton doit eviter avec soin {n^ 843 et 876) : c'est pourquoi on 
Schanfrine la dent, en tra^ant un arc de cercle PCD place un peu au-dessoiis du 
point de section des courbes AC et BD, il en resulte une nouvelle face conique 
ayant pour sommet le point (Z'O) et pour base un arc de la circonference 
(PCD, FP). C'est ce cercle d'6chanfrinement qui determine la limite Z'P' dont 
nous avons parl6 au n^ 888 ; et la vraie mesure de la saillie que presentent les 
dents au-dessus du c6ne primitif Z^A'O' est exprimde par Tangle A'Z'P'. 

Le c6ne superieur de la couronne, d6crit par la revolution de la droite a'V, 
sera eoupe par les faces coniques de la dent, suivant des courbes 07, @(^, evidem- 
meht skmblables avec AC et BD, puisque les generatrices a'V et A'Q' sont paral- 
leles; de sorte qu'on pourra tracer ces courbes au moyen de rayons vecteurs 
propoftionnels. 

891 . Quant k la petite roue, apr^s avoir trace un cercle horizontal sur (OA, O'A') 
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commie di^ip^^e, on fera rouler le cone droit S'A'Q.' sur le cone S' A'o' : U point 
(A', a) du cercle mobile decrira une epicycloide situee sur la sphere du r^yon S'A', 
et doQt on coqstpira la projection a/x' mv le plan auxiliaire de la^?^. 4; puist en 
imagioant un cone qui ait pour base cette epicycloide et pour spmmet le point 
(Z'p), on pherpbera Tintersection ,de ce cpije (§picycloidaI avec le cone de la cou- 
ronne decrit par la ^evolution de la droite A'q' autour de TaxeZ'p', ce qui four- 
nira la projeption fw jiu contoup ji^e la dent. De la on deduir^ par symetrie les 
diverses cpurbes b^d^t a,,C|,..., que I'pp coupejra, ^y^^f^ leur rencontre, par le 
cerclp 4'^p}^pnfpinepieflt/?fl?4 c, , lequej fpr^ cQpifaitre le pojnt /?' et la saillfp A'Z'p' 
que prespntepoiflt |es ^pot^ de cette rpup au fjehprs du cone primitif Z'A'o', Nous 
^e fai^pps q)i'iqiiiquer ces diyerses operatipn?, parce qu'elles sont foptes semb)abl.es 
k celle^ qfie f)pu$ avpns efirectpee^ popr la premiere roi^e. 

Remofgue. Quoique la 3ailli^ dp la dent ait pour lin^ite rigourepsp la ^rQ^te Z'p\ 
i( 3era j^o^^ ^fip de }^is^er quejque jeu ^ la macbip.e» ^p trapep une autre droite 
T/p!' wn pieji glu$ pcartee de I'a^e, et de considerer cettp d^roiere comme la limite 
/ictive de {a dent, quand il s'agira tput k Thpure 4^ determiner Tetendue des Panes 
pi ^03 ep^jlle^ de la grande foue. 

^92. Urnite^ d^flanc^. Nous ayons vu ^p ti° 885 que les flaics de 1^ gran^de^ 
rpue qpj serpnt cppdpit$ par lp$ dents de la petite spnt les plans yerticaux 04^ QA| » 
,0^2 tv 5 fpais pouF 4.etprmiper 1^ partie utile de ces plaps, c'est-a-dire celle qui 
est successivem.ent tppchee par la portion de c6ne epicycloidal corresppp.dante a 
Tare fipi oc^ i| fapjdra recpu|rir k la methpde dn n^ 885. Ainsi, du )^o\xi\p'\ oil la 
g^iferatrice pxtreme Z'/?" dp cope ppicycloidal rencontre le grand cercle O'p" A' de 
1^ sphere qui cont|pn{; |'epicyelo'i|le en question, abaissons sur Taxe Z'o' la perpen- 
diciilafire/?''^; pile coppp |e |[||amstre O'A' du cercle generateur au point ^, que 
I'pp projetfera ep 3 sur la cirppnferpnce de ce cercle; on r^battra le ppint 3 en 4 sur 
le plan yeftjcal, pj; la droite Z'4» que Ton prolpngera jusqu'en F', oil elle repcontre 
Ip cpnp Ipferjpur de la cpuropne, fera connaitre la partie angplaire A'ZT' dqi flanc 
<}pi $pp|e pst cpp^pil'P par la dent correspondante s^ Tare oc. Toutefois, comme la 
droite Z'F' rencontre aussi le cone superieur dp la cpuronne au point y', on doit dire 
(jpe |a grapdeur precise du flanc est donn6e par le trapeze A'a'y'F', dont les 
angles F' et 9' fourpiront suf le plan hor jzontal les circopferences auxquelles il 
faudra terminer les cotes des flancs AF, ao, pE,.... 

Pour la petite roue, on Jrouvera d'une ipaniere sep^jii^lable les cpf^s des flancs 
qf^ be^...f en pperapt ^pr la geperatrice Z' P' du ppne epicycloidal qui forme la 
(|en{: de la grande rpue. 

893. Limited des entailles. Au lieu de fajre tpurper les deu? roues autour de 
leurs axes inimobiles, nous ppuvons, d'apres le principe dp n*' 809, laissef 1^ cone 
Z'A'Q' entierenipnt fixe et faire rouler sur celui-la le cone Z'A'o' qui entrainera 
avpc lui la dept correspondante a Tare ac. Pendant cette rotation, Farete extreme 
Z'jp" de la dent engendrera une surface conique ayapt son sommet en Z', et pour 
base Tepicyclpide rajlppgee qui sera decrite par le point a?' oil cette arete va couper 



3521 UVRE IX. — ADDITIONS. 

le plan du cercle mobile k'o'; et les intersections de cette surface avec les deux 
cdnes qui terminent la couronne de la grande roue, indiqueront ^videmment les 
limites de Tentaille k pratiquer, pour que la dent de la petite roue puisse se 
mouvoir librement. 

{Fig. a et 5.) Afin de construire, sans confusion, cette ^picycloide rallongee qui 
sera tout entifere sur la sphere ccfy decrite avec le rayon ZV, transportons le 
triangle Z'A'O' dans la situation Z" A"0", et en tragant la droite A'V 6gale el pa- 
rallfele k X'x\ nous aurons les projections x" et x du point g^n^rateur quand il est 
arrive dans le plan vertical ; d'ailleurs le cercle a?'y' , d6crit avec la distance Z'V 
pour rayon, representera la sphere qui contient I'epicycloide cherchee. Celapos^, 
si nous traQons le cercle A^'B" avec le rayon 0"A", et le cercle M'h" avec Un rayon 
o"A!' choisi egal a o'A', ce dernier sera le rabattement du cercle mobile qui doit 
rouler sur Tautre; desorte qu'en prenant deux arcsegaux A"M= A"m, et en pro- 
longeant le rayon o"m d*une quantity /wG egale k k^xf^ le point G serait le rabat- 
tement, et ^, ^ les projections du point generateur quand la rotation aurait fait par- 
courir Fare A^'M, si Torigine de cette rotation etait en M; mais comme cette origine 
est vraiment en A", on verra bien qu*il faut tracer la circonference gihl et porter Tare 
gi de h en /, pour obtenir un point / de la projection Ix de Tepicycloide demandee. 

Maintenant, il faut imaginer un cone qui ait son sommet en Z" et pour base 
Tepicycloide projet6e sur &, et en chercher Tintersection avec le cone inferieur 
de la couronne de la grande roue, lequel aura pour g^n^ratrice, sur lay%. 5, la 
droite A"Q'' men6e parallfelementa A'Q' de \^fig. a. D'abord, la gen6ratrice Z^af 
du cone ^picyclo'idal fournira, par sa rencontre avec A'^Q*', un point (X'', X) de 
Tintersection demandee. Ensuite, considerons la generatrice quelconque projet^e 
sur 0'7, et rabattons-la sur le plan vertical : le point de Fepicycloide projete en / 
6tant k la meme hauteur que ^, il se transportera en A', sur la sphfere x'y\ la ge- 
neratrice sera done rabattue suivant Z"A', et alors elle coupera A"Q" au point (r', r); 
de sorte qu'il n'y aura plus qu'a ramener par un arc de cercle le point r en L sur 
0/, pour obtenir un point de la courbe E"LX suivant laquelle se projette horizon- 
talement I'intersection des deux cdnes ci-dessus indiques. 

894. C'est cette courbe E^'LX qu*il faudra transporter sur la^?^. 3 suivant EH, 
avec le soin de placer le point E" (que nous allons apprendre k determiner) k I'ex- 
tremite E du flanc BE, et le sommet X sur le cercle Umite THG, lequel se deduit 
du point T' oil la couronne de la roue est rencontree par I'arete JJp"af . Quant au 
point E" de la^^. 5, si Ton se represente bien la rotation du c6ne primitif Z'A'o' sur 
le cone immobile Z'A'O', on reconnaitra ais^ment qu'il faut prolonger le cercle 
B"A'' d'une quantite A^U" egale k Tare h^u de la fig. 4; puis, tirer le rayon O'^U*' 
sur lequel on prendra la longueur U''E", egale au flanc BE de la^^. 3. 

Sur le cone superieur de la couronne, le cercle Umite 6*) sera fourni par le point 6' 
oil la generatrice N'a' V est coupee par la meme arete Z'^"a?'; et la courbe tf^ etant 
semblable k EH, elle se deduira de celle-ci par des rayons vecteurs proportionnels. 

La projection verticale des courbes qui ferment le contour des dents se conclura 
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de la projection horizontale, en ramenant Ics divers points dc celle*ci sur ies cercles 
horizontaux auxquels ils appartiennent. Mais ce trace, que nousavons eflectud ici, 
ne doit 6tre regards que comme un complement de la representation graphique, car 
il est entierement inutile pour le constructeur ; aussi» sur le plan yertical de la 
petite roue, nous n'avons figure qu'une simple coupe. 

895. {Fig- 6.) D^doppemerUs des panneaux. Pour ex^cuter cet engrenage, il 
est n^cessaire de connaitre, en vraie grandeur, Ies intersections des diverses faces 
de la dent et du creux avec Ies deux cones de la couronne qui 5ont engendr^s par 
la revolution des droites parallfeles FA'Q' et NW autour de I'axe O'Z'. On dive* 
loppera done cesdeux surfaces coniques par la methode du n^ 251, en cherchant 
d'abord la position de leurs sommets sur cet axe; ainsi, pour le cdnePA'Q' par 
exemple^ on dicrira, avec son apothfeme, une circonference sur laquelle on prendra 
des arcs egaux en grandeur absolue a PC, CD,...; et sur Ies rayons qui aboutiront k 
ces points de division, on portera Ies longueurs des portions de generatrices com-* 
prises entre le cercle W et Ies divers points projetes en A, B, E, H,...> 

896. Apres avoir taille le solide de Tenrayure et de la couronne, on appliquera 
sur las deux parois coniques correspondantes k FQ' etN'V, Ies panneaux dont 
nous venons de parler, construits en carton flexible, afin qu'en Ies faisant flichir 
ils puissent coincider entierement avec ces surfaces ; dans cet itat, Ies courbes 
transformdes auront repris leur forme primitive k double courbure, et Ton tracera 
alors sur Ies parois coniques le veritable contour des dents et des creux. Ensuite, 
il n'y aura plus qu'k executer Ies surfaces coniques dirigies vers le sommet Z', au 
moyen de Tarite d'une r^gle que Ton promfenera sur Ies contours inferieur et su- 
perieur, avec le soin de Tappuyer en memo temps sur Ies points de rq)ire qui cor- 
respondent k une mdme giniratrice^ points qui sont donnas par le traci m6me des 
panneaux. 

897. Bemarque. A regard des entailles, nous avons voulu expliquer la mdthode 
rigoureuse qui servirait k enlever le solide minimum, et laisserait ainsi aux dents 
la plus grande resistance possible ; mais, dans la pratique, et pour ne pas ajouter 
aux difficultes d'execution que prisente cet engrenage, on se contente de determiner 
Ies cercles limites THG, dy?, au moyen des deux points de section T', 6\ marquis sur 
le plan vertical de lay%. 2, et Ton prolonge en ligne droite Ies c6t6s des flancs, BE, 
AF, Se,..., jusqu'k ces deux circonferences limites; ou bien, on raccorde leurs extr6- 
mites avec ces circonferences par une petite courbe arbitraire, mais situee visible- 
ment en dehors de la limite rigoureuse EH. Gette simplification, qui devra toujours 
6tre employee, ne nuit en rien k la marcbe r^guliere de Tengrenage; mais il n'en 
est pas de meme pour la suivante. 

898. Mdthode approximative. Pour eviter la longueur et Ies difBcultds que pre- 
sente le trac6 des ^picycloides spheriques, beaucoup de constructeurs se permettent 
d'y substituer des epicycloides planes, qu'ils determinent de la manifere suivante. 
Apres avoir fixe Ies rayons primitifs A'O' el AV, ilsmenent par le point A', et per- 
pendiculairement a la g^neratrice Z'A', un plan que j'appellerai/'&Ti auxiliaire, et 

Geometric Leroy. 4^ 
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qui va couper les axes des roues en deux points que je designerai par 0, el o^; dans 
ce plan auxiliaire ils decrivent deux eercles avec les rayons 0, A% o^A\ et ils opbrent 
comme si oea deux eirconferences devaient rouler I'une sur Fautre, ce qui n'est pas 
tr^fr^loign^ de la verite> du mains pour le court intenralle pendant leauel s'exerce 
la poussto d*une meme dent. 

Ainsi, aprte avoir rabattu le plan auxiliaire avec les deux eirconferences qu'il 
renferme, on rapportera sur cellea-ci les divisions egales marquees sur les eercles 
primitifef et ron ciipkttmn les profils d'une dent de chaque roue, comme pour 
unengrenage cylindrique (n'' 858). Ensuite, comme on termine ici les couroimes 
des deux roues d*angle par les surfaces coniques que d^criraient les droites A'Os 
et A'os en toumant autour des axes respectifs, les profils construits ci^dessus rem- 
plaeeront lesiianneaux developp^s sur layS^. 6; de sorte qu'il suffira d'appliquer 
ces profils aur la couronne m6me» pour pouvoir executor les diverses faces des 
Hants et des creux^ ainsi que nous I'avons dit au n^ 896. 
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Changement de plans de projection. 

l*' Prori.K9IB. — Changement de plan dv projection par rapport it titi point. 
Nous prcndrons pour ce premier problenie une figure en relief [fig, i), afin de mienx faire com- 
prendre Tepure qui est en regard [Jig, 2). Soil done un syslcnie ordinaire de plans de projection V 
et H, se coupant siiivant )a ligne de terre LT; nous rem)>iacoDS le plan vertical V par un autre plan 
vertical V% coupant le plan horizontal H suivant la ligne de (erre 1/ T', et le plan V suivant la 
verticale IF. Nous avons projete un point M de I'espace en M, et Ma sur les deux premiers plans, 
et nous demandons quelle sera la projection M^ de ce ineme point sur le nouveau plan vertical. 

On salt: i® que les deux projections d*un point doivent se trouver sur une meme perpendiculaire 
& la ligne de terre; 2^ que la distance d'un point au plan horizontal se mesure par la distance de sa 
projection verticale k la ligne de terre; par consequent , en abaissant de Ma la perpendiculaire Ma/^i' 
sur L'T', en prolong* ant cette droite d*une longueur m' M^ egale a m ^I„ on aura en M,/ la nouvelle 
projection verticale du point M. 

Fig, I. 





mMp=:z iiL=: m' M>/ = 1 K, = 1 K»/. 



Les m^m'^s considerations devant ctre employees quand on remplace le plan horizontal 11 par un 

(/Vow('/i7f Leroy, ^6 



356 



CHANGEMENTS DE PLAN DE PKOJECTION 



autre plan H' perpendiculaire au plan vertical V su\vaut la nouvelle Ugne cl« terre Wy nous nous 
bomons k enoncer la construction : Abaissez de M, une perpendiculaire M, m' a U 1% et prolonge»^ia 
d*une longueur m* Ma' ^gale a m Ma ( fig^ 3 et 4 )• 

On remarquera que dans le relief (yf^. i) nous avons considere le plan horizontal comme fixe, el 
nous avons rabattu chaqiie plan vertical sur ie plan horizontal, tandis que nous avons fait le contraire 
dans le relief {fig, 3). 



%.3. 



>'^- 4. 



^^' 








a^-^-'- ^--A 



/n Ma =^ / K =r ///' Ma' =:=:•« K a == / Kx/. 

Supposons enfin qu*on veuille changer les deux plans de pnjjeclion par rapport au point M ; c'est- 
il-dire rempiacer les deux plans V et H par un autre systeiiie de plans V et H' rectangulaires entre 
eux {fig. 5). 

On changera d'abord le plan hori/^nul H en un autre plan H' perpendiculaire au plan V suivant 
la ligne L' T', et on aura les projections Ma'M,; on cbangera ensuite ie plan V en un autre plan V per- 
pendiculaire a H' suivaut la ligne de terre IfV, et on aura les projections M/Mv 



ttg, 5. 



t\g, 6. 




M,. 




m Ma = <'Ka = /Ka' = /// Ma^^ 
//i' M, = /' G, = /' Gr^ = m" My. 

11* PaoBLiMB. — Changement de plans de projection par rapport a une droite^ 
Soit D,, Da (fig, 6)y les deux projections d*une droite D, changeons le plan vertical suivant a nou* 
velle ligne de terre V T« La projection horisootale Da et la trace horizontaie / de la droite D resteront 
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lefl m^'mrs; la nouvelle projection verticale v ^^ 1^ trace ( s'obtiendra fa abai^Mnt pr (,■ lute perpen- 
dicoliiire k L'T'; il suffira done de rhercher la nouvelle projection verticale d'un auire point ie Ik 
droite D. Prenons, par exemple, ta trace verticale 6 de la droite O, ce point a pour projection horiion- 
tale 6i : en menant par O* ime perpendiculaire Sjc k VT, en ponant la distance S46 de r en 9^ on 
aura U nouvelle projection verticale 6^ du point 0, et en joignant /^, S,' on deterroinera U nouvelle 
projection verticale D^ de la droite D. On reconnait, d'apr^ la position des projections 0^ 8^ en 
^rd a la nouvelle ligne de terre L'T', que le point 9 eat derri^re le plan V, ainsi qu'on dcvait 
s'y attend re. 

Comme verification de ce qui precMe, on peui observer que I'intenecUon I des deu\ plans verti- 
caux est projetee horizontal eraent au point Jf,, oix les deux tignes de terre se rcncontrent, et vertica- 
lement; I'danslc premier systeme, suivant I, perpendiculaire & LT; z° dans le deuxi^ine sjrsttoci 
snivantl/ perpendiculaire 4 L'T. Par consequent, si Ton mene 6 A parallele ft LT, si Ton decritTaro 
AA'du point II comme centre avec Ii A pour rayon, etenfinsi I'on mene A'S^parall^leit L'T, cette 
parall^Ie doit alter aboutir en 6^. On ecnt de cetle mani^re dans I'cpure les relations sur lesqudles 
repose la construction precedente. 

On pent se proposer comme seconde verification de cbercher la nouvelle trace verticale 9' de la 
droite D, soil direclement en elevant du point S'i, oi D» coupe L'T, une perpenijicnl aire 4 cette dei^ 
ni^re ligne, jusqu'4 la rencontre en (K de D^; soitindirecieraent en revenant4 I'ancien systime, c'es^ 
i-direenabaiasantO'«fl', perpendiculaire 4 LT, en menant par 9', la parallele 9',B 4LT, en decrivant 
de It comme centre avec Ic rayon I* 8 Tare BB' et en coodaisant enfin du point B', la parallile B' A' 
4 L' T* qui devra dooner le point V. 

II est bien evident qn'on aurait pn, au Ken des traces de la droite,- prendre deux points qoel- 
conques, mais on comprcnd aisem«nt qu'il est plus avantageux d'emplover les traces, en ce qu'elles 
servent en mdroe temps 4 determiner la drotie et 4 reconnaitre la position qu'elle occupe dans les 
quadrants formes par les plans de projection des deux svstemes. Tonlerois, pour plus de generalite, 
nous allons employer deux points quelconques dans le probldme snivant : Soit donnee (fig. "} ) one 



mVIr ^m'Mv, 99i^9y/>, 
«N. =n'N/, 6''q=iip, 
m' Mi = m" M(», rfi/i = «,*, 



dwnttD parses projections p,Di, nipportMh on mi^e de plans Y et H se cAnpant rMtangnM- 
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rement suivant LT, on veut construire les projections de la m^me droile ]>ar rapport a un au!re 
systeme de plans \' et H" se coupant rectangulairemont suivant la ligne L"T'', en fnisant usage de 
deux points quelconqnes M et N pris a volonu'' sur cetie droile (^g. 7). En considerant attcntivement 
repure, on reconnaitra que nous avons d'abord remplace le plan vertical V par un autre V coupant le 
plan H suivant la ligne de terre L'T'; que nous avons ensuile abaissc des projections M^ et Nji les per- 
pendiculaires Ma M,s N/, N,/ sur L' T' ; que nous avons enlin reporte m M, de /// en M/, n N, de /i' en N/, 
et qu*en joignant M/NV nous avons ohtenu la nonvelle projection D»/ qui a dh couper L' T' au pied 
V de la perpendiculaire tt^ mence de la trace t sur la nouvelle ligne de terre. L*ancienne trace verfi« 
cale 9 de la d?oite D a fourni une nouvelle verification, la distance 09a devant etre egale a O/^hp. Quant 
a la nouvelle trace verticale 0', on I'a nbtenue en elevant par ©V *'ne perpendiculaire O'j^O' a L'T'. 

Pour la seconde partie del'^pure, on reconnaitra de meme que nous avons substituc au plan hori- 
zontal qui avait dej^ servi aux deux premiers systemes, un plan H" perpendiculaire a \'y suivant 1ft 
nouvelle ligne de terre L'^'T", et qu'alors en menant de M^f et de N^/ les perpendiculaires M^ 'Mj^, 
N/Na//, a V T", en reportant M' Ma de m" en My/, w'Na de /i" en /i" Na'/ et en joignant Ma// et Na*, nous 
avons obtenu la projection Da^/ de la droite D sur le plan H". Coinnie verification des constructions 
piecedentes, si Ton raene 0^ q perpend iculairement k I/' T'', on coupera Da'/ en 9a"> nouvelle projectioD 
horizontale de 9, et on devra trouver 9a// 7 = 9a/>, de fiicon que les projections du point 9 aurontete 
success! vement 

i<» 9, 9a, ( le point 9 etant Lui-*m(^nie sa projection verticale dans le 
oP 0/, 0/„ premier systeme. ) 

3«> 9/, 9a v. 

Si Ton mene egalemeut o th" perpendiculairement ^ IJ* T', on coupera Da// en un point tyt^ nou- 
velle projection horizontale du point /, tel que rttfi =, tt^», de maniere que les projections du points 
auront ete success! vement 

1*^ r, A,, (le point / etant lui-meme sa projection horizontale dans le 
2,^ /, trfy premier systeme.) 
3" /A", ^•. 

Les deux nouvelles traces de D sont 9'OV' et t't^/. Nous disons k cctte occasion que les projections 
Dp et Da//, ainsi que les traces 9' et t' de la droite D, sont simultan^es par rapport a la lighe de terre 
U*V qui caracterise le nouveau sysleme de plans de projection simultanes V et H", dont le second 
ne pent plus etre designe sous le nom de plan horizontal, puisqu'tl a cesse d'etre parall^le k rhorizon. 

On voit aisement le parti qu^on pent tirer de ces changements de plan de projection ponr rendre 
Tun ou Tautre d'entre eux parallcle ou perpendiculaire k une droite donnee dans Tespace, ou roeme 
pour rendre Tun d*eux parallele et Tautre perpendiculaire k cette droite : ce qui, dans certains cas, 
pent simplifier la solution d'un probleme, poiirvu toutefois que les constrnctions preliminaires k 
executer en vue de ce resultat ne soient pas aussi compliquees que celles qui conduiraient directement 
k la solution, en conservant les plans primitifs. 

Soient donnees, pour dernier exemple, les projections D^, Da, et les traces /, 9, d*une droile D 
(Jig. 8), rapportee a un plan vertical V et ^ un plan horizontal H dont la ligne de terre est LT, 
nous demandons les projections D/ et Da// de cette meme droite D par rapport k un systdme de plans 
simultanes V^ et 11'% dont Tun, V, est vertical et parallele kJ>y k une distance S en arriere de cette 
droite, etdont Tautre, H'^ simultane de V, est perpendiculaire ^ D en un point donne Ma M,. 

Puisque le plan V doit etre vertical et parallele It D, i| est parallele au plan projetant qui a fourni 
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Dji ; et , par consequent , la nouvelle ligne de terre 1/ V doit etre tracee parallelement k Da au-dessus 
de Da ^ la distance 9; la nouvelle projection M»/ du point M sera sur la perpendiculaire abaissee de Ma 
snr L'T' a une hauteur m'^\^ = m M»; la trace horizontaler de la droite D $e projcttera verticale- 
ment en f/ sur L' T'^ et la ligne M,/ 1^ sera la nouvelle projection verticale D/ de la droite D. Si Ton 
mene du point Oa la perpendiculaire 0a;7 9/, k UVy on aura Oa/^ = ^ et 9^/? =r 09a. 

Le plan H'' etant k la fois perpendiculaire au plan V et k la droite D, d'apres Tenonce, sa trace sur 
le plan V, c'est-^-dire la nouvelle ligne de terre U'V\ devra ^tre perpendiculaire en direction k la 
droite D, et par consequent k D/ parall^le k D. Comme de plus le plan H" perpendiculaire k V doit 
passer par le point M, la trace L'^T" du plan W sur V doit passer par M,/, projection du point M sur 
V^ Enfin, la trace de la droite D sur le plan H'' devant se irouver, ainsi que tons les autres points de 
oette droite, k la distance 9 du plan V, il en rcsulte qu^en reportant 9 de RV en Da/', on aura k la fois 
au point Da// la (race et la projection de la ligne D de Tespace sur te plan H". On peul remarquer en 
passant que le changement dc plan vertical donne immediatemcnt la veritable grandeur d*une portion 
determinee de la droite. D, par exemple la grandeur de la partie de cette droite comprise entre ses 
deux traces primitives r et ; mais mieux vaut, en pareil cas, rabatlre immediatement Tun des plans 
projetants sur les plans de projection primitifs (fig. 8). 

Pig* 8. 




iwM, = m'Mpff 



9//7 = 9 9a, 
M|/ Da// = i» 



IIP PAOBiiiMS. — Changement de plan de projection par rapport a un plan. 



%• 9- 



Soient P,, Pa (fig* 9) les traces d'un plan P rapporte 
au syst^me des plans V et H se coupant suivant LT, 
nous changeons le plan V en un autre plan vertical V/ 
coupant le plan H suivant L'T^ 

Les deux plans verticaux V et V se coupent suivant 
une verticale I, qui a pour projection korizonlale Ic 
point Ia oOi les deux lignes de terre se rencontrent, ct 
pour projection verticale T^ dans le premier systeme et I, 
dans le second. 

Si done on reporte, par un arc de cercle decrit du 
point Ia comme centre, la longueur Ia/, de Ia en />, on 
aura un point r> de la trace verticale nouvelle P,/ \ en 
joignant O' />, cette ligne P/ sera la trace verticale du 
plan P dans le nouveau systeme. 
11 peut arriver que le point 0' ne se trouve pas renferme dans ks liniites dc Tepure; on prondra, 




Fi^. lo. 
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clans re rn«», line horizontale d dn plan P, les projertions de d seront /<* parallele a P* et A parallMe 
li la lijj;ne de rerre. On rherchera la trace verticale de cette droite, et en elevant & II V par OV »ne 
perpendiciilaire 0VO' egale ^0*0, on aura en 0' un nouveau point de ?•; en joignant ce nouyeaa 
point h V, la trace P/ sera determinee. 

On emploie le meme precede pour un changement du plan H en H', il faut alors prendre la droite d 
parallele an plan V. 

Soient P„ Pa les traces d'un plan P rappnrtces h un svstcme de plans V et H sc conpant suivantLT, 
on demande les traces P/, P^' dn plan P par rapport k un autre systerae V, H' de plans rectangulaires 
entre eux el se coupant suivant IfV [fig. lo), le plan V etant perpendicnlaire k 11. 

Considerons d'abord la ligne de terre L'T' intersection du'plan V et du plan horizontal H; par le 

point Ia, intersection de LT et L'T', menons I, et I,' 
respectivement perpendiculaires k ces deux lignes 
de terre y portons I^'r de I^ en />, joignons iV avec 
le point de rencontre O' de Pa et de L'T', nous 
aurons la nonvelle trace yerticale P^ du plan P* 
Prenons pour plan simultanc de V un plan H^ qui 
lui soit perpendicnlaire suivant la nouyelle ligne 
de terre L"T'', et nous repeterons le m^me genre 
de construction , c*est-k-dire que du point Ky, oil 
les deux dernicres lignes de terre L'T, L'^T'' se 
croisent, nous leur menerons perpendiculairenient 
le<( deux droites K^Ka' et K/Ra//, nous prendrons 
K^^Ka/' = K/ Ka' et nous joindrons O'^Ka//, ce qui 
nous donnera la trace horizontale Pa//^ et finalement 
les deux traces V^^ Pa// du plan P se coupant en O^ 
sur la ligne de terre L^T". 

jVous bornerons 1^ ce que nous voulions dire sur ces exercices, avec lesquels il pent ^tre bon de se 
fainiliariser d^ le commencement de la Geometrie descriptive, surtout pour les personnes qui ne se 
proposent pas de pousser leurs etudes en ce genre beaucoup au del^ des prt^Uminairef. Autrement, 
on rencontre assez frequemroent, dans les applications, des occasions d^employer les changements de 
plans de projections pour attendre que ces occasions se presentent, et Ton s*en servira alors d*autanl 
plus utilement, que le choix k faire sera motive, en pareil cas, par la nature dn probl^me k resoudre. 
Cest ce que font journellement les constructeurs, sans considerer pour cela corome une methode de 
recherche ce qui n'est en realite qu^une transformation de coordonnees. 

Il en est de m^me de ce qu'on est convenu, depuis quelque temps, d'appeler la mSthode des moi^ 
vements de rotation, et qui n'est tout simpleraent qu^un cbangemeni de disposition des donnees rda- 
tivement aux plans auxquels on les rapporte. Nous allons entrer dans quelques details sur oe sujec. 




Mous^ements de rotation* 



l^.tant donni^ deux droites indefinies AB etCD (/g". i) qni se coupent en S; si Ton imagine quernne 
d'clles, AB, restant fixe, Tautre, CD, tourne autour d'elle en la coupant toujours au m^me point S et 
en faisant constamment avec elle le meme angle ASC , la droite mobile engendrera dans sa rotation^ 
comme chacun sait, un cdne de revolution^ et les divers points M, M|, Ms de cette droite decriront 
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Fig. I. 





snr k c6nt dies eirconfercnces dont ks plans seront perpendiculaires k la droite fixe, qui deviendra 

I'axe dtt G6De. Les rayons de ces circonferences seront 
jes perpendiculaires M, Oi , . . . , abaissees de chaque 
point Ml,..., sor Taxe, et les centres seront les 
pieds O , Oi , . . . , de ces menies perpendiculaires. 

II est evident que ces circonferences se projetteront, 
I** en vraie grandeur sur un plan quelconque perpen- 
diculaire k Taxe, et 2® suivant dos droites sur un plan 
quelconque paralldle k Paxe. Ces droiles seront d*ail- 
leurs perpendiculaires k la projection meme de Taxe sur 
ce dernier plan. On peut en outre observer que )a 
droite ayant passe de la position CD k la position CD', 

les angles MOM', M.O.M', , M,OaM',,..., sont tous 

egaux entre eux, que par consequent les arcs MM', 

M,M',, MxM'jy..., decrits par les differents points 
IM , M, , M,, . . , sont semblables, et qu'enlin on a la suite d'egalites 

MM' _ MX, _ M^M; _ a 

OM "^ M0^~~0M, ""'*"' i' 

• 

a etant la longueur de Tare decrit avec Punite de longueur pour rayon et correspondant k un depla- 
cement angulaire a® de ce rayon. La longueur de Tare decrit pendant le mouvement par Tun des 
points M sera d'autant plus grande, que la distance MS du point decrivant M k Tintersection S on la 
distance MO de ce point M a Taxe sera plus considerable. Suivant que les points consideres seroni 
coinme M et Mi d*un m^rae cote, par rapport au point S, ou con) me M et M3 de cdtes dilferents, les 
arcs decrits seront diriges dans le meme sens ou en sens contraire. Enfin la longueur de chaque arc 
est egale au rayon de cet arc multipHe par r/. 

Ces preliminaires etablis, il est facile de voir comment on peut faire toumer un point, une droite 
ou un plan d*une quantite determinee autour d'un axe donne, et retrouver, soit les projections du 
point, soit celles de la droite, soit les traces ou les generatrices du plan apr^s la rotation. 

Fig. a. li est inutile de faire remarquer que si Taxe n*etait pas per- 

pendiculaire k Tun ou a I'autre des plans de projection , on de* 
vrait d'abord le mettre dans cette position k I'aide des cban- 
gements de plan ; sans quoi Tapplication des notions precedentes 
presenterait dans la pratique une complication aussi facheuse 
qu'inutile. 

I*'' PaoBL^MB. — Faire toumer un point M d*une quantite 
angulaire a^ autour d'un axe A^Aa, perpendicuiaire au plan 
vertical [fig, a) oa a a plan horizontal (fig, 3). 

Dans le premier cas {fig, a), le point M en tournant en- 
gendre une circonference C qui a son centre O sur Taxe A, 
dont le plan est perpendicuiaire k cet axe A, et par consequent 
parallele au plan vertical ; cette circonference se projettera done 
verticalement suivant C dont le centre est A, et le rayon A, }A^ 
et horizontalement suivant Ca parallele k la ligne de terre; la nouvelle projection verticale du paint M 
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sera en M', on en M", suivant que 1e cieplacement angulaire a° doit se produire dans un sens ou dans 
Tautre par rapport h l*axe, la projection horizontate Wk ou M"a situee necessairement sur Cm 8*obtien- 
dra par une ligne de rappel abaissce de M', ou de M'^,* 

Dans le second cas {fig» 3), le point M a decrit une circonference horizontale proje tee horizon ta- 
lement en vraie grandeur sur Ca, et verticalement suivant (% parallele k la ligne de terre. Le reste du 
trace s'ach^ve comme il a ete dit ci-dessus; il y a encore deux solutions si le sens du niouvement 
nest pas donne d avance. 

Si le point M est place dans Tun des plans de projection, Tuue des deux projections de la circonfe- 
rence C doit alors se confondre avec la ligne de terre. 

II* PaOBLiMs. — Fat re tourner une droiie D d'an angle donne a** autour d*an axe A. 

Supposons d^abord {fig* 4) 1'^^^ perpendiculaire au plnci vertical , sa projection verticale A, est nn 
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point ct sa projection horizontale A a une perpendiculaire k la ligne de terre* Prenons snr la droife D 
deux points M| et M, et faisons pour chacun d'eux ce que nous avons fait toutli Theure [fig* 2) 
pour le point M , en supposant que la rotation ait lieu dans ie sens ilidique par la fleche , afin de 
faire cesser toute incertitude. 

Decrivons du point A, comme centre , avec les distances de ce point anx deux points M.r et M,» 
pour rayons y les deux circonferences Cir^ Csr> qui seront projetees honzontalement suivant C,a 
.et C2A; prenons de Mir en M',, un-arc correspondant k la t;randeur de I'angle a, faisons de m^me de 
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Ms» en M|,, et en joignant ces deux nouveaux points M% et M',r nous aurons la projection verti- 
cale D^ de la droite D dans sa nouvelle position D', en nietrant les deux points M', et M', en pro« 
jection horizontale M',a, M',a» et joignant, nous aurons la projection D'a^ 

Nous avons, comme verification, determine la nouvelle position 9', O'a de la trace verticale 0, Oa; 
on devra chercher comme exercice ce que devieni la trace horizontale r, /;, et on remarquera que la 
droite rencontrait d^abord le plan vertical au-dessus du plan horizontal en et le plan horizontal en 
arri^re du plan vertical en t; tandis qu*apres son deplacement elle rencontre le plan vertical eo 0' 
au-dessous du plan horizontal et ce dernier en t^ en avant du plan vertical. 

Afin de simplifier les constructions, il est commode d'employer toujours la m^me circonference 
pour mesurer Tare correspondant au deplacement angulaire a^ de chacun des rayons, que Ton a soin 
de prolonger dans ce cas jusqu*i cette circonference. Nous avons adoptc de preference ici la circon- 
ference du plus grand rayon A^B, afin d'echapper Ic plus possible aux chances dluexaclitude qui 
resultent inevitablement de Temploi de points trop rapproches; ce rayon sera le rayon i auquel 
correspond Tare a. 

Si la droite mobile rencontre Taxe de rotation, elle engendre un c6ne, et si elle lui est parall^le,' 
elle engendre un cylindre; ces deux cas sont trop simples pour que nous les examinions en particu'> 
lier. Mais dans Phypothcse oi^ la droite ne rencontre pas I'axe sans lui etre parall^le, ainsi qu^il 
arrive dans le probleme que nous venons de resoudre, la discussion prcsente des particularites remar- 
quables que nous allons etudier en changeant toutcfois la situation de Taxe, afin de jeter dans cette 
etude un peu dc variete. 

Soient done [Jig, 5 ) un axe A perpendiculaire aa plan horizontal et une droiie D faisant un tour 

^'S' 5- eniier auiour de cet axe^ dans le sens indique par la 

flechef. 

Au lieu de prendre un point quclconque de la 
droite, prenons celui qui est le plus rapproche de 
Taxe, c'est-a-dire celui qui correspond k la perpen- 
diculaire commune aux deux droites A et D. C*est 
evidemment le point M projete horizontalement en 
Ma au pied de la perpendiculaire abaissee de Aa sur 
Da. En effct, cette perpendiculaire commune ou plus 
— courte distance est horizontale comme perpendiculaire 
a la verticale A; elle est done, a cause de cela, pa- 
rallele k sa propre projection horizontale ; elle est 
d'ailleurs perpendiculaire k D, consequemment au 
plan projetant horizontal de D et par suite k Da, trace 
horizontale dc ce plan , done en fin sa projection ho- 
rizontale est bien AaMa. II suit de ]k que les projec* 
iions horizontales de la droite D, dans ses positions 
successives, seront toutes tangenies a la circonfirente 
Ca qui a pour rayon A a Ma* II est d*ailleurs evident 
que les traces horizontales de toutes les positions de 
la droite D seront situees sur la circonference c de- 
crite du point A a comme centre avec la distance Aa' 
pour rayon ; il est facile d*apr^s cela d'avoir les pro- 
jections de la droire pour un deplacement angnlaire donne a? sans passer par les constructions 

Geometric Lerojr, ^n 
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precedentes; en effet, on prendra sur la circonference c Tare <? correspondant a cc deplacenieofc «% k 
partir du point r, et en menant par la secondc extremite ^ de cet arc line tangente k Q, on aura la 
noiivelle projection horizontale de D. On verifiera si Tare compris sur Ca entre les points de contact 
Ma et M'a est bien semblable a I'arc a : ce qui se fait en prolongeant les deux rayons A^Ma, AaM'^ 
Jusqu'^ C et en s'assurant que l*arc nit', intercepte sur la circonference G entre les protongements de 
ces rayons , est egal k Tare a. 

Parmi ces tangentes, it en est nne, D'a, qui est parallele k la ligne de terre; on reconnait aisement 
qu'alorsla droite correspondante D' est dans I'espace parallele au plan vertical. II en est une autre, 
n*A, qui est perpendiculaire k la ligne de terre; la droite D" qui lui correspond estalors dans un plan 
perpendiculaire k la ligne de terre. Enfin, si Ton prend la tangente D'"a parallele 4 D)i, on aura la 
projection .horizontale de k droite D apres une demi-revolution autour de Taxe'A; les deux projec- 
tions verticalesD^ D'^^ sont alors symetriquement placees par rapport a la ligne A„ sur laquelleelles 
se coupent au point N, oCi se projette verticalement le diametre NN*^ du cercle AN. 

Les points de la droite D, tels que N et P, situes k meme distance au-dessus et au-dessous du plan C, 
sont projetes horizontalement sar la meme circonference; cette remarque permet de simplifier les 
constructions, quand on doit deplacer la droite D dequantites angulaires donnees. 
HI" Problems. — Fitire tourncr an plan P (Tun angle ol autour dan axe A {fig* 6). 

„. , Supposons Taxe vertical et le plan donne 

par ses traces P^ , Pa. 

Le sens du mouvement est indique par 
■la flechey. 

Appliquons la construction precedentea 
chacunedesdeux traces considereescomme 
des droites quelcfonques ^, et£^3 situ(?es dans 
les plans de projection. La droite </, effec- 
tiie sa rotation dans le plan honzontal oJk 
elle sc trouve dej4; elle ne cessera done 
pas d'etre la trace horizontale du plan P, 
sa plus courte distance a Taxe est la per- 
pendiculaire AaM, en faisant tourner le 
point M de Tare MM' correspondant k 
Tangle a, et en menant par M' la tangente 
d^ k cet axe, on aura la nouvelle trace 
horizontale P' A sur laquellele point rse sera 
transporre en /'. Quant k la trace verticale 
Pr, en la considerant com me une droite 
quelconque ^^ du plan vertical , ses pro- 
jections sont dans le plan vertical la ligne 
d-^ elle-m^me, et dans le plan horizontal la ligne de terre; sa plus courte distance a Taxe est projetee 
horizontalement en vraie grandeur en AaNa et verticalement en un point unique N,; dans le mouve- 
ment, le point N decrit un arc NN' semblable k MM' el se projette en N'a et N%. La droite d^ prend 
alors pour projection horizontale la tangente d^^ a Tare NaN'a menee du point N'a. Cette tangente 
doit necessairement passer en /'. En joignant t\ et N',,, on aura la nouvelle projection verticale ^,^ de 
la droite «/„ et, par suite, le point 9 qui fait partie de la nouvelle trace verticale P'^; il n'y a done 
phis qu'i roener la ligne 0// pour avoir cette nonvclk trace verticale P',. 




X 
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On doit reronnaiire que les arcs NaN'a et tf gont semblables ^ Tare MM' et correspondent, sur In 
cercle de rayon A^M, it des arcs nn\ GG' e^aux k Tare MM', circonstance dont on devra profiler , 
ainsi qu^it a ete dit au IP probleme, pour simpliGer les constructions. 

Parroi toutes les positions que le plan P pent prendre en tournant autour de I'axe A, nous remar- 
querons principaleroent les deux suivantes : i^ celle pour laquelle la trace horlzontale P)& devient la 
parallele V'k ^ I& ligne de terre , et 2^ celle pour laquelle la trace horizontale Pa devient la per- 
pendiculaire E^a k la ligne de terre. Dans le premier cas, le plan P est lui-meme parallele a la ligne de 
terre, le point t vient en t'\ et la trace verticale, qui est aussi parallele A la ligne de terre. s'obtient au 
inoyen de la droite cT', ainsi qu'ii a ete dit. Dans le second cas, le plan est perpendiculaire au plan 
vertical, le point t vient en f ^ et la trace verticale s'en deduit toujours par les memes considerations. 

II estbien evident d'ailleurs que, pendant tout le roouvement, le plan P forme toujours le meme 
angle avec le plan horizontal; on pent, comme verification, s'en assurer en prenant dans chaque 
situation difTerenle la ligne de plus grande pente, passant par le point fixe O oCi Taxe A perce le plan 
P. Ce point O s*obtient fort aiseroent ^ Taide de Thorizontale H correspondante ^ la position initiale P. 

Dans tout cequi precede, nous avons suppose le plan P incline d'une maniere quelconque sur les 
plans de projection , et par consequent rencontrant Taxe qui est toujours donne perpendiculaire 4 Tun 
d*eux. Si le plan P etait parallele a Taxe, le trace serait tellement simple, que nous ne croyons pas de- 
voir nous y arreter ici. 

Enfin, si au lieu de donner le plan par ses traces, on le donnait soit : 

1** Par deux droites se coupant; 

2*^ Pardeux paralleles; 

3^ Par trois deses points; 

4^ Par Tune de ses normales dont le pied dan^ le plan serait connu; 

5^ Par Tune de ses iignes de plus grande penle; 
la solution serait toujours ramenee au IP probleme. D'abord cela est evident pour les deux pre- 
miers cas^ quant au troisieme cas, on le ferait dependre du IP probleme, en joignant les points deux a 
deux, ce qui fournirait deux droites qu*on ferait tourner chacune de Tangle donne, ou bien on 
traiterait directement la question en deplacant chacnn des trois points de Tangle donne, au moyen du 
P** probleme. Le quatrieme cas exigerait quelque precaution, si au lieu de faire tourner la normale 
etson pied de Tangle donne, on voulait lui substituer deux droites du plan passant }>ar ce point et 
paralleles Tune au plan vertical, Tautre au plan horizontal; il faudrait alors se rappeler que la 
premiere de ces lignes, etant perpendiculaire k la normale comme faisant partie du plan et de plus 
parallele au plan vertical, a pour projection verticale une perpendiculaire k la projection verticale 
de la normale et pour projection horizontale une parallele a la ligne de<terre; tandis que la deuxiem^, 
etant parallele au plan horizontal , a pour projection horizontale une perpendiculaire \ la projec- 
tion horizontale de la normale et pour projection verticale une parallele a la ligne de terre* 

Ces deux lignes se norament quelquefois \e^ principale.'t du plan. 

Le cinquieme cas se resout evidemment au moyen des constructions du probleme III. On pent 
toujours faire partir la ligne de plus grande pente d'un point de Taxe de rotation et remarquer que 
les projections horizontales de cette ligne, avant et apres le deplacement, font precisement entre elles 
Tangle donne «. 

Au surplus, nous nHnsistons pas sur ce cinquieme cas, parce que la determination d*un plan, au 
moyen de sa ligne de plus grande pente pour un point donne, rentre, a proprement parler, dans le 
systeme de projections desij;ne sous le titre de Methode des plans cotes et n'weles^ et nous renvoyons 
au texle de Lerov, livre IX, chapitre II de cette edition. 

47. 
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Les considerations precedentes^ appliqoees k la solution dcs questions contenues dans le premier 
livre de cet ouvrage, conduisent k des constructions beaucoup plus compliqoees que celles donnces 
par Tauteur, lesquelles d'ailleurs ont ete consacrees par renseignement de Monge et sont generale- 
ment adoptees. Mais si leur emploi manque de simpUcite en pratique, il a, comme exereice, I'avantage 
d'habituer les commen^ants h. lire facilement dans Tespace, et c'est pour ce motif, comme indication 
du parti qu'on pent en lirer k ce point de vue, que nous avons place ici quelques oxemples. 



i*' EXEMPLE. 



Mener par un point M une droite D^ qui coupe itne droite D| sous un angle donne a. 



Fig -J, 



Soient LT la ligne de terre, Mr, Ma les deux pro- 
jections du point M, et D,„ Dia les deux projections 
de la droite Di; menons par le point M une bori- 
zontale ^ du plan P, determine par le point et la 
droite Di; faisons toumer le plan P autour de Tbo- 
rizontale d comme axe, jusqu*4 ce qu'il deyienne 
parallele au plan horizontal de projection, la droite 
D| sera emportce dans ce mouvement de rotation ; 
prenons sa projection horizontale D',a apr^ le 
niouvcmeutet coupons-la sous Tangle a, par une 
droite Dja menee de Ma, cette droiie D',a sera la 
projection horizontale de la droite Ds apres la rota- 
tion du plan P, il ne restera plus qu*4 la ramener 
h la position qu*elle doit occuper avant le mou- 
vement du plan. 

Nous aurons d, en menant par M, une parallele 
h la ligne de terre, qui coupera D,, en I,; d'oii 
nous conclurons Ia et, par suite, </a on joii^nant MaIa* L'horizontaie d etant prise pour axe de rota- 
tion, tons les points de la droite Dt, exceple le point I qui reste immobile, decriront autour de Taxe 
desarcs decercle dont les centres seront sur Taxe et donl les plans seront perpendiculaires a ce m^me 
axe; si done nous considerons le point entre autres, ce point, apres le mouvement, seraprojete 
en 0*^, 0^ , que Ton dcterminera en abaissant de 9a la perpend iculai re OaOa sur Faxe, en cherchant la 
vraie grandeur de cette ligne et en la reportant de Oa en O' . En joigoant Ia et 9]^, on obtiendra D',a; 

quant k la projection D'l,, elle se confond evidemment avec W*,. Menons, ainsi qu*il a ete dit, la 
droite D',a par 1^ point Ma en coupant D\ sous Tangle a, et il ne nous restera plus qu'a replacer D^ 

m 

dans sa vraie position Dj , ce qui se fera aisement d^apres les explications precedentes : pour cela on 
ram^nera le point S'^, sommet de Tangle, dans la position S,, Sa, et en joignant M et S, on obtiendra 
en fin la droite Dj. 

II* EXEMPLE. 




Determiner la plus courte distance d'un point M a une droite D. 

La construction etant ccilc de Texeinple precedent, en y rempla9ant Tangle a par un angle de 
90 degres, nous ne la rcprendrons pas. • 
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III® EXEMPLE. 



Determiner la plus courie distance d'un point 'HL a un plan P. 



Fig, 10. 




Soient LT la ligne de terrci M^Ma les projections 
du point M/et P,Pa les traces du plan P; faisons 
tourner le plan P autour de la projptante horizon- 
tale du point M9 prise pour axe, jusqu'k ce que ce 
plan devienne perpendiculaire au plan vertical ; a 
cet instant la normale au plan sera parallele au plan 
vertical de projection, et, par consequent, se pro« 
jetlera en vraie grandeur sur ce plan. Nous ponr- 
rons ensuite ramener le systeme k sa position ini- 
tiate, et determiner alors les deux projections de la 
norroale dans cctte position. Du point oh Taxe perce 
le plan on abdisse la ligne de plus grande pente 
du plan P, elle se projette horizontalement suivant 
OaMa^ perpendiculaire 4 Pa, et verlicalement sui- 
vant fy qui coupe en K, la projection de Taxe; le 
point K est done celui 06 le plan est perce par Taxe, 
et ce point reste immobile pendant le mouvement. 
Quand le plan P est perpendiculaire au plan yer- 
tical , cette ligne de plus grande pente / devient parallele au plan vertical; elle se projette alors hori- 
zontalement suivant (/^M^/' parallele a la ligne de terre, et vertical eroent suivant i^K^O^; les points e 
et Ojk dccrivent dans le plan horizontal les arcs semblables n^ et Ok ^a ^^"^ ^^ centre est en M^ et dont 
les projections verticales sont t, tl et 0^^ ; la trace Pa f emportee par le mouvement, prend la direction 
V^j^ft'^ perpendiculaire k la ligne de terrc ; les trois points f^ , K,, 0^ sont sur une m^me ligne droite, 
qui est a la fois la nouvelle trace verticale P'^ et la nouvelle projection verticale /^ de la ligne /; la 

normale n au plan est done, suivant ce qui a ete dit en commen^ant, representee en vraie grandeur 
par MrN'^ perpendiculaire k /'^, son pied est projete en N^N)^, et si Ton ramene le tout k la position 

initiate, on a definitivement M,N, , Ma Na pour projections de la normale /i, et N,, Na pour projections 
de son pied dans le plan. 

Nou5 proposerons sur ce m^me exemple deux cas particuliers : 1" celui oil le plan P est parallele a 
la ligne de terre ; a® celui oik les deux traces P, et Pa du plan P sont en prolongement Tune de Pautre. 
Nous avons indique les constructions sans reprendre Texplication. 

On sail que les traces d*un plan sont en prolongement Tune de Tautre quand le plan passe par P, 
une perpendiculaire k la ligne de terre elevee dans le plan bissecteiir de I'un ou de Tautre des diMres 

SA ou IP superieur formes par les plans de projection anterieur ou inferieur posterieur, et recipro- 
qaement. 

On doit remarquer ce fait important : dans ies trois figures relatives a ce probleme les traces du 
plan et les projections de la normale, sitnees sjiir le m^me plan de projection , sont perpendiculaires 
entre elles, ce qui est la consequence de ce principe : Qunnd deux droites sont perpendiculaires 
entre elles dans Fespace, si Tune d'elles est parallele k Tun des plans de projection, les projections des 
deux droites sur cc meme plan %ovkt perpendiculaires entre elles. 
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CHANGEMENTS DE PLAN DE PROJECriO> 



On tire un parti tellcment avantageux de ce principepour la recherche de la plus courte distance 
dVn point k une droiteou k un plan, que nous croyons devoir indiquer ici cette application-, quoi- 
qu*elle soit etrangere aux roonvements de rotation dont Temploi presente, dans le cas actuel, ainsi 
qu*on a pu le reconnaifre, une complication au moins inutile pour la pratique. 



Fig. II. 



Fig, 13. 
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Fig, 1 3. 



ft 

Soient M^ , Ma , D, , D* les projections da point M et de la droite D ; designons par </, et rf, les deux^rrir- 

cipalcs (i) d'un plan P passant par le point M et perpendicu- 
laireii ladroite D. Supposons que la ligne r/i soit la principale 
parallele au plan vertical, elle aura (en vertu du principe 
enonce ci-dessus) pour projection verticalc une droite </„ 
perpendiculaire i D, ; la projection horizontale sera d'ailleurs 
une parallele ^,a& la ligne de terre; la ligne //,, qui est, par 
suite, la principale parallele au plan horizontal aura (too- 

^;;'^^^f 4f^ jours consequerament au principe) pour projection hori* 

zontale une droite ^^a perpendiculaire k Da et pour pro- 
jection verticale une parallele d^, a la ligne de terre. En 
coupant ces deux droites en A et B par le plan projetant 
horizontal de D, on determine une droite AB qui est situee 
dans le plan P et qui coupe la droite D au point N; en 
joignant M, Pi« on obtient la plus courte distance deman- 
dee /I, 




IV* EXEMPLE. 



D^termmer Van^le. de deux droitcs Di et D, sc coupant en tin point M, 

Soient D,a, D,,, D,a, Da^, Ma, M, les prr)jections des donnees, faisons toumer le plan deterngine 



(i) Nous aTODft deja (lit que nous enlvndions par pnnciftales d un plnn P pour un point M, let droitM menect par 
le point M dans le plan V , parall^lement aux deux plans de projection. 
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par les deux droites jiisqu i ce qiril devienne parallele k I'un des plans de projection , au plan ver- 
tical, par exemple, et l*angle deroaode se projettera 
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verticalement en vraie grandeur. 

Nous prendrons pour axe de rotation la principale^ 
AB, parallele au plan vertical , sa projection horizon- 
tale sera A^ B^, parallele ii la ligne de teri-e, et nous en 
deduirons A,B,; le point M , en tournant avcc le plan 
aiitour de cet axe, decrira «n arc de cercle dont nous 
Savons trouver le centre O et le rayon r, ce qui nous 
fournira la projection M'^ du point M apres le mou- 

venient, en joignaot M'^ avec A^ et B^, nous aurons 
i'angle demande. 

Si les deux droites donnees ne se rencontraient pas, 
on mcnerait d'un point M de Tune d*elles nne parallele 
a Tautre, et Ton reproduirait la coostruclion prece- 



dente, qui d^ailleurs ne diCfere que dans les termes de celle donnee dans Touvrage. 



V** KXEMPLK. 

Determiner la plus courte distance enlrc deux droites non situees dans le metre plan, 

Soient D| et Ds les droites donnees, on prendra sur D|, un point M a volonte, on abaissera la 
projetante horizontale de ce point, et Ton fera tourner les droites Di el Dj autour de cette ligne jus- 
qu'^ ce que la premiere devienne parallele au plan vertical ; prenant alors pour nouvel axe de rota- 
tion la projetante verticale du point M, on fera de nouveau tourner les deux droites autour de c<'t 
axe, jiisqu^a ce que D,, qui ttait parallele au plan vertical, devienne perpendiculaire au plan hori- 
zontal. Dans cette derniere position des deux droites, leu r plus courte distance sera repres.entee en 
vraie grandeur par la perpendiculaire abaissee de Ma sur la projection horizontale qu'on aura obtenue 
pour la droite D,, apres le double mouveraent de rotation. 

Nous avons donne cette construction comine exercice seulement; car elle est d*ailleurs plus coin- 
pliquee dans I'execution que celle indiquee livre P"", chapitre II de cet ouvrage. 

On pent consulter cneare pour ce probleme le Traite de Geometric descriptive de Tillustre Monge 
(Paris, Klostermann (ils, 181 1), page 43) on y trouvera une solution trcs-elegante de la quesliou , 
fondee sur Temploi d*un plan mene par Tune des droites parallelemeot a Tautre et tangent a un 
cylindre de revolution qui a pour axe cette autre droite et pour rayon la plus courte disUince 
cherchee. 
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